
�àçáîð

14.1. Ïóñòü a > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå (an − 1, am − 1).
Îòâåò. a(n,m)

− 1. �åøåíèå. Ïóñòü n > m. Ïî ëåììà èç àëãîðèòìà Åâêëèäà

(an − 1, am − 1) = (an − am, am − 1) = (am(an−m
− 1), am − 1).

Çàìåòèì, ÷òî (am, am − 1) = (1, am − 1) = 1, ïîýòîìó am ìîæíî óáðàòü. Çíà÷èò,

(an − 1, am − 1) = (an−m
− 1, am − 1).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïàðû ñòåïåíåé (m;n) ìû èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷ëè ìåíüøåå. Ïðîäîëæàÿ, ðàíî

èëè ïîçäíî (ñîãëàñíî àëãîðèòìó Åâêëèäà) ìû ïîëó÷èì ïàðó (n,m) è 0, òî åñòü

(an − 1, am − 1) = (an−m
− 1, am − 1) = . . . = (a(n,m)

− 1, a0 − 1) = a(n,m)
− 1.

14.2. Ïóñòü p � ïðîñòîå è n < p < 2n. Äîêàæèòå, ÷òî Cn
2n äåëèòñÿ íà p.

�åøåíèå. Cn
2n =

(2n)!

n! · n!
. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p, à çíàìåíàòåëü � íåò.

Òîãäà, òàê êàê Cn
2n � öåëîå, òî îíî äåëèñÿ íà p.

14.3. Ñåìü ãðèáíèêîâ ñîáðàëè âìåñòå 59 ãðèáîâ, ïðè÷åì êàæäûé ñîáðàë ðàçíîå êîëè÷åñòâî. Äîêà-

æèòå, ÷òî êàêèå-òî òðè ãðèáíèêà ñîáðàëè âìåñòå íå ìåíåå 33 ãðèáîâ.

�åøåíèå. Óïîðÿäî÷èì ãðèáíèêîâ ïî êîëè÷åñòâó ãðèáîâ, êîòîðûå êàæäûé èç íèõ ñîáðàë: a1 >
a2 > . . . > a7.

Åñëè a3 > 10, òî a2 > a3 + 1 > 11, a1 > 12, òî åñòü a1 + a2 + a3 > 33 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Åñëè æå a3 6 9, òî a4 6 a3 − 1 6 8, a5 6 7, a6 6 6, a7 6 5. Òîãäà a1 + a2 + a3 + a4 6 26, à ïîñêîëüêó

a1 + . . .+ a7 = 59, òî òîãäà a1 + a2 + a3 > 33 è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

14.4. Ïðî öåëûå ÷èñëà x, y, z èçâåñòíî, ÷òî (x− y)(y− z)(z−x) = x+ y+ z. Äîêàæèòå, ÷òî x+ y+ z
äåëèòñÿ íà 27.

�åøåíèå. Ïóñòü ñðåäè ÷èñåë x, y, z åñòü äâà, äàþùèå îäèíàêîâûé îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà 3.

Òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà äåëèòñÿ íà 3. Çíà÷èò, äåëèòñÿ íà 3 è ïðàâàÿ ÷àñòü, íî òîãäà è òðåòüå

÷èñëî äàåò òàêîé æå îñòàòîê, ÷òî è ïåðâûå äâà ÷èñëà.

Åñëè æå ñðåäè ÷èñåë x, y, z âñå ÷èñëà äàþò ðàçëè÷íûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3, òî òîãäà ëåâàÿ

÷àñòü íå äåëèòñÿ íà 3, à ïðàâàÿ äåëèòñÿ.

Òàêèì îáðàçîì, âñå ÷èñëà äàþò îäèíàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 3 è, çíà÷èò, ëåâàÿ ÷àñòü, à ñ

íåé è ïðàâàÿ, äåëèòñÿ íà 27.

14.5. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a + a9 + a25 < 1 + a4 + a16 + a36.

Ïëàí ðåøåíèÿ (XL Óðàëüñêèé òóðíèð þíûõ ìàòåìàòèêîâ)

�åøåíèå. Äëÿ a > 1 ñëîæèì íåðàâåíñòâà 0 < 1, a 6 a4, a9 6 a16, a25 6 a36, äëÿ a < 1 ñëîæèì

íåðàâåíñòâà a < 1, a9 6 a4, a25 6 a16.
14.6. Òî÷êè K è L íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâû, ÷òî ∠ACK = ∠KCL = ∠LCB. Òî÷êà
M íà BC òàêîâà, ÷òî ∠MKC = ∠BKM . ML � áèññåêòðèñà óãëà KMB. Íàéäèòå óãîë MLC.

Ïëàí ðåøåíèÿ (XLII Óðàëüñêèé òóðíèð þíûõ ìàòåìàòèêîâ)

Îòâåò. 30

◦
. �åøåíèå. Òî÷êà L � öåíòð âíåâïèñàííîé îêðóæíîñòè òðåóãîëüíèêà KCM , çíà÷èò,

KB � áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà K ýòîãî òðåóãîëüíèêà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå KM è KB äåëÿò

ðàçâåðíóòûé óãîë ñ âåðøèíîé K íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, òî åñòü ∠CKM = ∠MKB = ∠60◦. Óãîë
KMB � âíåøíèé äëÿ òðåóãîëüíèêà KCM , ïîýòîìó ∠KMB = ∠KCM +60◦. Óãîë LMB � âíåøíèé

äëÿ òðåóãîëüíèêà LCM , îòêóäà ∠MLC = ∠LMB − ∠LCM = (∠KMB − ∠KCM)/2 = 30◦.
14.7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 2n + 1 � ïðîñòîå, òî n � ñòåïåíü äâîéêè.

�åøåíèå. Ïóñòü ýòî íå òàê. Òîãäà ó n åñòü íå÷åòíûé äåëèòåëü k > 1. Òîãäà

2n + 1 = (2n/k + 1)(2(k−1)·n/k
− 2(k−2)·n/k + . . .− 1),

è 2n + 1 íå ïðîñòîå.


