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Ñ Íîâûì, ìàòåìàòè÷åñêèì, ãîäîì!

1. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
n = Cn−k

n .

2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, è a) äåëÿùèõñÿ íà 2 èëè íà 3;

b) äåëÿùèõñÿ íà 2, íà 3 èëè íà 5.

3. Ñàìûé âûñîêèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñàìûé âûñîêèé øàõìàòèñò ñðåäè

ìàòåìàòèêîâ � âñåãäà ëè ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ÷èñåë, ìåíüøèõ 1000, ïîðîâíó ÷èñåë ñ ñóììîé öè�ð 15 è ñ

ñóììîé öè�ð 12.

5. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ íåò äâóõ ðÿäîì ñòîÿùèõ îäè-

íàêîâûõ öè�ð?

6. Êîñòÿ ïûòàåòñÿ ñîñòàâèòü �àíòèìàãè÷åñêèé� êâàäðàò 4× 4 èç ÷èñåë: −1, 0, 1, ò. å.
òàêîé, ÷òî ñóììû ÷èñåë ïî âåðòèêàëÿì, ãîðèçîíòàëÿì è äâóì äèàãîíàëÿì ðàçëè÷íû.

Óäàñòñÿ ëè ýòî åìó?

7. Â êèíîòåàòðå 7 ðÿäîâ ïî 10 ìåñò êàæäûé. �ðóïïà èç 50 äåòåé ñõîäèëà íà óòðåííèé

ñåàíñ, à ïîòîì íà âå÷åðíèé. a) Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâîå äåòåé, êîòîðûå íà óòðåí-

íåì ñåàíñå ñèäåëè â îäíîì ðÿäó è íà âå÷åðíåì òîæå ñèäåëè â îäíîì ðÿäó. b) Âåðíî ëè

óòâåðæäåíèå ïóíêòà a), åñëè äåòåé 49?

8. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå xy − x− y = 5.
9. Íà ïðÿìîé îòìå÷åí îòðåçîê AB è 45 òî÷åê âíå íåãî. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ðàññòî-

ÿíèé îò ýòèõ òî÷åê äî òî÷êè A íå ðàâíà ñóììå ðàññòîÿíèé äî òî÷êè B.
10. Â îëèìïèàäå, ñîñòîÿùåé èç 6 çàäà÷, ó÷àñòâóþò 200 øêîëüíèêîâ. Èçâåñòíî, ÷òî

êàæäóþ çàäà÷ó ðåøèëè õîòÿ áû 120 ÷åëîâåê. Äîêàæèòå, ÷òî ìîæíî âûáðàòü äâóõ

øêîëüíèêîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êàæäóþ çàäà÷ó ðåøèë êòî-ëèáî èç ýòîé ïàðû.
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Â îòñóòñòâèè À.Â.

1. Äîêàæèòå, ÷òî C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n = 2n.

2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 10 ÷åëîâåê íà äâå êîìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê?

3. a) Íàéäèòå ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ C2
n.

b) Íàéäèòå ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ C3
n.

4. Â îäíîì äîìå æèâóò 9 ìàëü÷èêîâ è îäíà äåâî÷êà. Íàçîâåì ¾êîìïàíèåé¿ ëþáóþ

ãðóïïó, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ èëè áîëåå äåòåé èç ýòîãî äîìà. Êàêèõ êîìïàíèé áîëüøå:

ñ äåâî÷êîé èëè áåç äåâî÷êè? Íà ñêîëüêî?

5. Èç ïÿòè ìèëëèîíîâ áîëîòíûõ êèêèìîð 30 ïðîöåíòîâ ëþáÿò òÿæ¼ëûé ðîê. Â òî

æå âðåìÿ, òÿæ¼ëûé ðîê ëþáÿò 90 ïðîöåíòîâ èç äåñÿòè ìèëëèîíîâ ïèñàíûõ êðàñàâèö.

Äîêàæèòå, ÷òî ïèñàíûìè êðàñàâèöàìè ÿâëÿåòñÿ íå áîëåå ïîëîâèíû âñåõ áîëîòíûõ

êèêèìîð.

6. Âàñÿ ïðèîáð¼ë 35 ãèðü ïî 2 ãðàììà êàæäàÿ è 5 ãèðü ïî 4 ãðàììà êàæäàÿ. Ìîæíî

ëè ðàçëîæèòü èõ íà äâå êó÷êè ðàâíîãî âåñà?

7. Äîêàæèòå, ÷òî C1
n+C3

n+C5
n+ . . . = C0

n+C2
n+C4

n+ . . . (èíûìè ñëîâàìè, êîëè÷åñòâî
ïîäìíîæåñòâ ñ íå÷¼òíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîäìíîæåñòâ ñ ÷¼òíûì

÷èñëîì ýëåìåíòîâ).

8. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü èç öè�ð îò 1 äî 9 äåñÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, â êîòîðîì ìåæäó

öè�ðàìè 1 è 2, ìåæäó öè�ðàìè 2 è 3, . . . , ìåæäó öè�ðàìè 8 è 9 ñòîÿëî áû íå÷¼òíîå

÷èñëî öè�ð?

9. Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà a, b, c, d òàêîâû, ÷òî a + b = c + d, a2 + b2 = c2 + d2.
Äîêàæèòå, ÷òî a3 + b3 = c3 + d3.
10. Èìååòñÿ êîìíàòà ïëîùàäüþ 6 êâ. ìåòðîâ, â êîòîðîì ïîñòåëè òðè êîâðà, ïëîùà-

äüþ 3 êâ. ìåòðà êàæäûé. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà ïåðåêðûâàþòñÿ ïî ïëîùàäè ïî

ìåíüøåé ìåðå 1 êâ. ìåòð.
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êëàññ Ñåðèÿ 3 27.09.2013

Èíäóêöèÿ, Âàòñîí!

1. Âûâåäèòå ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ Ck
n.

2. Íîìåðîì áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð (â îòëè÷èå îò

÷èñëà, íîìåð ìîæåò íà÷èíàòüñÿ íà 0). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ íîìåðîâ, ó

êîòîðûõ ðîâíî òðè öè�ðû ÷¼òíûå?

3. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò íåñêîëüêî ïðÿìûõ, ðàçáèâàþùèõ åå íà ÷àñòè. Äîêàæèòå ïî

èíäóêöèè, ÷òî ýòè ÷àñòè ìîæíî çàêðàñèòü â 2 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì, òî åñòü òàê,

÷òîáû ëþáûå äâå ÷àñòè, ãðàíè÷àùèå ïî îòðåçêó, áûëè çàêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

4. Ñ ïîìîùüþ áèíîìà Íüþòîíà äîêàæèòå, ÷òî C0
n + C1

n + . . .+ Cn
n = 2n.

5.Ìîæíî ëè â òàáëèöó 5×5 çàïèñàòü ÷èñëà 1, 2, 3, . . ., 25 òàê, ÷òîáû â êàæäîé ñòðîêå

ñóììà íåñêîëüêèõ çàïèñàííûõ ÷èñåë áûëà ðàâíà ñóììå îñòàëüíûõ ÷èñåë ýòîé ñòðîêè?

6. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD ∠A = ∠D. Ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿðû ê

ñòîðîíàì AB è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå P , ëåæàùåé íà ñòîðîíå AD. Äîêàæèòå, ÷òî

äèàãîíàëè AC è BD ðàâíû.

7. Â ñàìîé ëåâîé êëåòêå ïîëîñêè 1× 100 ñòîèò ëàäüÿ, êîòîðàÿ ìîæåò õîäèòü òîëüêî

âïðàâî. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè îíà ìîæåò äîáðàòüñÿ äî ñàìîé ïðàâîé êëåòêè a) ðîâíî

çà 8 õîäîâ; b) çà ñêîëüêî óãîäíî õîäîâ?

8. Â êîí�åðåíöèè ó÷àñòâîâàëè 19 ó÷¼íûõ. Ïîñëå êîí�åðåíöèè êàæäûé èç íèõ îò-

ïðàâèë 2 èëè 4 ïèñüìà ó÷àñòíèêàì ýòîé êîí�åðåíöèè. Ìîãëî ëè ïîëó÷èòüñÿ òàê, ÷òî

êàæäûé ó÷àñòíèê ïîëó÷èë ïî 3 ïèñüìà?

9. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî abcdef − defabc äåëèòñÿ íà 27.

10. Â Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðàíå n ãîðîäîâ. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îä-

íîñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ

äî ëþáîãî äðóãîãî.
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Ñêîëüêî íàñ? ×åòûðå!

1. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 16 ÷åëîâåê íà ïàðû.

2. Äîêàæèòå àëãåáðàè÷åñêè (ò.å. èñïîëüçóÿ �îðìóëó), ÷òî Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n .

3. Â ãðà�å íà n âåðøèíàõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 9. Äîêàæèòå, ÷òî

åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì, òî åñòü òàê, ÷òîáû

âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, áûëè ðàçíîãî öâåòà.

4. Äîêàæèòå âî ñëàâó Íüþòîíà è áèíîìà: C0
n−C1

n+ . . .+(−1)kCk
n+ . . .+(−1)nCn

n = 0.
5. Â íåêîòîðîì ãîñóäàðñòâå êàæäûé ãîðîä ñîåäèíåí ñ êàæäûì äîðîãîé. Ñóìàñøåä-

øèé êîðîëü õî÷åò ââåñòè íà äîðîãàõ îäíîñòîðîííåå äâèæåíèå òàê, ÷òîáû âûåõàâ èç

ëþáîãî ãîðîäà, â íåãî íåëüçÿ áûëî âåðíóòüñÿ. Ìîæíî ëè òàê ñäåëàòü?

6. Ìîæíî ëè ïðåäñòàâèòü åäèíèöó êàê ñóììó 10 äðîáåé, ÷èñëèòåëü êàæäîé èç êîòî-

ðûõ ðàâåí 1, à çíàìåíàòåëü � íå÷åòíîå ÷èñëî?

7. ×èñëî âûãëÿäèò êàê ïðîñòîå, åñëè îíî ñîñòàâíîå, íî íå äåëèòñÿ íè íà 2, íè íà 3,

íè íà 5. (Ïðèìåð òàêîãî ÷èñëà � 91.) Ñðåäè ÷èñåë îò 1 äî 1000 èìååòñÿ 168 ïðîñòûõ.

À ñêîëüêî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 1000, âûãëÿäÿò êàê ïðîñòûå?

8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè õðîìàÿ ëàäüÿ ìîæåò äîéòè ñ ïîëÿ a1 äî ïîëÿ h8, íå ïîáûâàâ

íà ïîëå e6? (õðîìàÿ ëàäüÿ õîäèò íà îäíó êëåòêó âïðàâî èëè ââåðõ)

9. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

12 + 22 + . . .+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
.

Çàïîìíèòå ýòó �îðìóëó.

10. Â ïðÿìîóãîëüíèêå 3×n (3 ñòðîêè, n ñòîëáöîâ) ðàññòàâëåíû �èøêè òðåõ öâåòîâ ïî

n øòóê êàæäîãî öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî ïåðåñòàâëÿÿ �èøêè â ñòðî÷êàõ, ìîæíî ñäåëàòü

òàê, ÷òîáû â êàæäîì ñòîëáöå áûëè �èøêè âñåõ òðåõ öâåòîâ.
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Îòëè÷íàÿ

1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó òàê, ÷òîáû îíè íå

áèëè äðóã äðóãà a) òðè ëàäüè; b) äâóõ êîðîëåé?

2. Â ìàëåíüêîì ïðèõîäå ãðà�ñòâà Ëèïøèð âñåãî 5 óñàäåá, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäè-

íåíû äîðîãàìè. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå äîðîãè èìåþò îáùèé êîíåö. Äîêàæèòå, ÷òî

íàéäóòñÿ òðè óñàäüáû, íèêàêèå äâå èç êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû äîðîãîé.

3. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1

1 · 2 +
1

2 · 3 + . . .+
1

(n− 1) · n =
n− 1

n
.

4. Èçâåñòíî, ÷òî x+
1

x
� öåëîå ÷èñëî. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n

÷èñëî xn +
1

xn
� òîæå öåëîå.

5. Ñðåäíèé âîçðàñò 11 èãðîêîâ �óòáîëüíîé êîìàíäû � 22 ãîäà. Âî âðåìÿ ìàò÷à îäèí

èãðîê ïîëó÷èë òðàâìó è óø¼ë ñ ïîëÿ. Ñðåäíèé âîçðàñò îñòàâøèõñÿ � 21 ãîä. Ñêîëüêî

ëåò ïîëó÷èâøåìó òðàâìó?

6. �åøèòå óðàâíåíèå â íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ: ab(a+ b) = 15015.
7. Ïðåîáðàçóéòå âûðàæåíèå òàê, ÷òîáû â íåì íå îñòàëîñü ìíîãîòî÷èÿ:

Ck
k + Ck

k+1 + . . .+ Ck
n.

Óêàçàíèå: ïîïðîáóéòå ïîñìîòðåòü íà ýòè ÷èñëà â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ

8. Íà ïëîñêîñòè íàðèñîâàíû íåñêîëüêî îêðóæíîñòåé, ïðè÷åì ëþáûå äâå ïåðåñåêà-

þòñÿ. Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî áûëî íàðèñîâàòü íå îòðûâàÿ êàðàíäàø îò áóìàãè

(ðèñîâàòü ëèíèþ äâàæäû íåëüçÿ).

9. Â ãðà�å ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû õîòÿ áû k > 2. Äîêàæèòå, ÷òî â íåì åñòü

a) ïðîñòîé ïóòü äëèíû õîòÿ áû k; b) ïðîñòîé öèêë äëèíû õîòÿ áû k + 1.
10. Â øêîëå 40 êàáèíåòîâ, êîòîðûå îòêðûâàþòñÿ êëþ÷àìè 4 ðàçíûõ âèäîâ. Âñå 40

êëþ÷åé îêàçàëèñü çàïåðòû â êîìíàòàõ òàê, ÷òî â êàæäîé êîìíàòå çàïåðò îäèí êëþ÷,

êîòîðûì ýòó êîìíàòó îòêðûòü íåëüçÿ. Ñòîðîæ Ñåðãååâ çíàåò, ãäå êàêîé êëþ÷ ëåæèò.

Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîæ Ñåðãååâ ìîæåò ñäåëàòü äóáëèêàòû êëþ÷åé äâóõ êàáèíåòîâ, ñ

ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî îòêðûòü âñå êîìíàòû.
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Êðîëèêè Ôèáîíà÷÷è

1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 10-çíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå

öè�ðû?

2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: F0 = 0, F1 = 1 è

äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî Fn+1 = Fn + Fn−1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî F1 + F2 + . . .+ Fn = Fn+2 − 1.
3. Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå, â êîòîðîì õîòÿ áû äâå âåðøèíû, åñòü õîòÿ áû äâå âèñÿ÷èå

âåðøèíû.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ øåñòè ÷åëîâåê íàéäóòñÿ ëèáî òðîå ïîïàðíî çíàêîìûõ,

ëèáî òðîå ïîïàðíî íåçíàêîìûõ.

5. Íà ñòîðîíàõ ïàðàëëåëîãðàììà âíå íåãî ïîñòðîåíû ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè.

Äîêàæèòå, ÷òî âåðøèíû ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ, íå ñîâïàäàþùèå ñ âåðøèíàìè äàííîãî

ïàðàëëåëîãðàììà, ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè åùå îäíîãî ïàðàëëåëîãðàììà.

6. Ìàêñèì Àìèðüÿíîâè÷ íàðèñîâàë íà äîñêå êâàäðàò 7×7. Âîñüìèêëàññíèêè êèäàëè
â äîñêó øèøêè, è êîãäà îíè óøëè íà îáåä, â êëåòêàõ íà÷åð÷åííîãî êâàäðàòà îêàçàëîñü

15 âìÿòèí îò øèøåê, ðàñïîëîæåííûõ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áîëüøîé äèàãîíàëè.

Äîêàæèòå, ÷òî åñòü âìÿòèíà èëè âìÿòèíû íà áîëüøîé äèàãîíàëè.

7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè a+ b+ c+ d = 0, òî a3+ b3+ c3+ d3 = 3(abc+ abd+ acd+ bcd).
8. Íà ïëîñêîì ðîâíîì ïîëå ðàñòóò 4 äåðåâà: À, Á, Â è �. Ïî ïîëþ ïðîõîäèò ïðÿìàÿ

äîðîãà. Çåìëåóñòðîèòåëü óñòàíîâèë íà äîðîãå 8 ñòîëáîâ è íà êàæäîì ïðèêðåïèë òàá-

ëè÷êó, íà êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû èìåíà äåðåâüåâ, ïðè÷åì ïåðâûì óêàçàíî áëèæàéøåå,

âòîðûì - âòîðîå ïî óäàëåííîñòè è ò.ä. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ äâà ñòîëáà ñ îäèíàêî-

âûìè òàáëè÷êàìè.

9. Â Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòðàíå n ãîðîäîâ. Ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãîé ñ îäíî-

ñòîðîííèì äâèæåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî íàéä¼òñÿ ãîðîä, èç êîòîðîãî ìîæíî äîáðàòüñÿ

äî ëþáîãî äðóãîãî, ñäåëàâ íå áîëåå îäíîé ïåðåñàäêè.

10. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ïðÿìîóãîëüíèê 2× n íà äîìèíîøêè

(òàê ìû íàçûâàåì ïðÿìîóãîëüíèêè 1× 2) ðàâíî Fn+1.

Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà:

Ëåîíàðäî Ïèçàíñêèé (îêîëî 1170 ãîäà, Ïèçà � îêîëî 1250 ãîäà, òàì æå) � ïåð-

âûé êðóïíûé ìàòåìàòèê ñðåäíåâåêîâîé Åâðîïû. Íàèáîëåå èçâåñòåí ïîä ïðîçâèùåì

Ôèáîíà÷÷è.

Òðóä Ëåîíàðäî Ôèáîíà÷÷è �Êíèãà àáàêà� ñïîñîáñòâîâàë ðàñïðîñòðàíåíèþ â Åâðîïå

ïîçèöèîííîé ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ, áîëåå óäîáíîé äëÿ âû÷èñëåíèé, ÷åì ðèìñêàÿ íîòàöèÿ.



�èìíàçèÿ �1543 8

â

êëàññ Ñåðèÿ 7 25.10.2013

Ïîñëåäíÿÿ â ÷åòâåðòè

1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðà�à ðàâíû 10, òî ïîñëå óäà-

ëåíèÿ ëþáîãî ðåáðà ãðà� îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì.

2. Íàéäèòå êîý��èöèåíò ïðè akblcn−k−l
ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîá-

íûõ â âûðàæåíèè (a+ b+ c)n.
3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2.

Óêàçàíèå: çàìåíèòå ïðàâóþ ÷àñòü.

4. Íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé â òî÷êå 0 ñèäèò êóçíå÷èê. Îí ìîæåò ïðûãàòü âïðàâî íà 1 èëè

íà 2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ äîáðàòüñÿ äî òî÷êè n ðàâíî êàêîìó-òî ÷èñëó

Ôèáîíà÷÷è è íàéäèòå ýòî ÷èñëî (â çàâèñèìîñòè îò n).
5. a) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ñâÿçíîãî ãðà�à ìîæíî óäàëèòü âåðøèíó è âñå âûõî-

äÿùèå èç íåå ðåáðà òàê, ÷òîáû ãðà� îñòàëñÿ ñâÿçíûì.

b) Åñòü ñâÿçíûé ãðà� íà n âåðøèíàõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ìàðøðóò, ñîäåðæà-

ùèé âñå âåðøèíû, òàêîé, ÷òî åãî äëèíà íå ïðåâîñõîäèò 2n− 3 è ïî êàæäîìó ðåáðó îí
ïðîõîäèò íå áîëåå äâóõ ðàç (âîçìîæíî, íîëü).

6. Â êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî öâåòîâ ìîæíî ðàñêðàñèòü äîñêó 8×8 òàê, ÷òîáû êàæäàÿ

êëåòêà ãðàíè÷èëà ïî ñòîðîíå õîòÿ áû ñ äâóìÿ êëåòêàìè ñâîåãî öâåòà?

7. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîé ñâÿçíûé ãðà�, ñòåïåíè âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäÿò 2,

åñòü ëèáî ïðîñòîé öèêë, ëèáî ïðîñòîé ïóòü.

8. Íà òóðíèð ïðèåõàëè øêîëüíèêè èç ðàçíûõ ãîðîäîâ. Îäèí èç îðãàíèçàòîðîâ çàìå-

òèë, ÷òî èç íèõ ìîæíî ñäåëàòü 19 êîìàíä ïî 6 ÷åëîâåê, è ïðè ýòîì åùå ìåíåå ÷åòâåðòè

êîìàíä áóäóò èìåòü ïî çàïàñíîìó èãðîêó. Äðóãîé ïðåäëîæèë ñäåëàòü 22 êîìàíäû ïî

5 èëè ïî 6 ÷åëîâåê â êàæäîé, è òîãäà áîëåå òðåòè êîìàíä áóäóò ñîñòîÿòü èç øåñòè

èãðîêîâ. Ñêîëüêî øêîëüíèêîâ ïðèåõàëî íà òóðíèð?

9. Èçâåñòíî, ÷òî a+ b+ c = 7, à
1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
= 0.7 . ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíà

ñóììà

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
?

10. Äîêàæèòå, ÷òî ïðîèçâåäåíèå k ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà k! .
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È âíîâü ïðîäîëæàåòñÿ áîé...

1. a) Äîêàæèòå ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òî åñëè a
.

.

. b (a ≡ b (mod m)), òî äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî an
.

.

. bn (an ≡ bn (mod m)).
b) Íàéäèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè 11100 íà 12.
2. Äàíû öåëûå ÷èñëà a, b è c. Èçâåñòíî, ÷òî a2 − ab+ b2 è b2 + bc+ c2 äåëÿòñÿ íà 101.
Äîêàæèòå, ÷òî a3 + c3 äåëèòñÿ íà 101

3. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ó íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå÷åòíîå ÷èñëî íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé,

òî îíî � ïîëíûé êâàäðàò.

4. Äîêàæèòå, ÷òî 4323 + 2343 äåëèòñÿ íà 66.

5. Øåñòèçíà÷íûé íîìåð áóäåì íàçûâàòü ñ÷àñòëèâûì áèëåòîì, åñëè ñóììà ïåðâûõ

òðåõ åãî öè�ð ðàâíà ñóììå ïîñëåäíèõ òðåõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà âñåõ íîìåðîâ ñ÷àñò-

ëèâûõ áèëåòîâ äåëèòñÿ íà 999999.

6. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a çàãàäî÷íåå ÷èñëà b, åñëè ïðè äåëåíèè

839 íà a â îñòàòêå ïîëó÷àåòñÿ b. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò 10 ïîäðÿä èäóùèõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ (êðîìå ñàìîãî ìåíüøåãî èç íèõ) çàãàäî÷íåå

ïðåäûäóùåãî.

7. Â ãèìíàçèè åñòü íåñêîëüêî êðóæêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïîñåùàåò íå ìåíåå äâóõ

ãèìíàçèñòîâ. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ êðóæêîâ íàéäóòñÿ äâà ãèìíàçèñòà,

êîòîðûå ïîñåùàþò îäíîâðåìåííî îáà ýòèõ êðóæêà. Äîêàæèòå, ÷òî íà íåñêîëüêèõ ãèì-

íàçèñòîâ ìîæíî âûëèòü áàíêó êðàñíîé êðàñêè, à íà äðóãèõ � ñèíåé òàê, ÷òîáû â

êàæäîì êðóæêå, áûë êàê êðàñíûé, òàê è ñèíèé ãèìíàçèñò.

8. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè â ãðà�å íà n âåðøèíàõ ð¼áåð íå ìåíüøå ÷åì n, òî â í¼ì åñòü

öèêë.

9. Íà 22 êàðòî÷êàõ íàïèñàëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 22. Èç ýòèõ êàðòî÷åê ñîñòà-

âèëè 11 äðîáåé. Êàêîå íàèáîëüøåå ÷èñëî ýòèõ äðîáåé ìîãóò èìåòü öåëîå çíà÷åíèå?

10. Â �óòáîëüíîì òóðíèðå êàæäàÿ êîìàíäà ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó. �îâ-

íî òðåòü êîìàíä õîòÿ áû ðàç ñûãðàëè âíè÷üþ, à ðîâíî 75 % îñòàëüíûõ êîìàíä íå

îáîøëèñü áåç ïîðàæåíèé. Ñêîëüêî ðåçóëüòàòèâíûõ ìàò÷åé áûëî ñûãðàíî â òóðíèðå?
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Âûäàííàÿ 2·11 äíÿ 1·11 ìåñÿöà 183·11 ãîäà
1. a) Äëÿ êàêèõ íàòóðàëüíûõ n ÷èñëî C2

n � ÷åòíîå? b) À ñóììà ÷èñåë îò 1 äî n?
2. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ äåëèòñÿ íà 2.

3. Ïðèâåäèòå ïðèìåð òðåõçíà÷íîãî ÷èñëà, êîòîðîå íå äåëèòñÿ íà 102, íî åñëè åãî

çàïèñü ïîâòîðèòü 15 ðàç, òî ïîëó÷åííîå ìíîãîçíà÷íîå ÷èñëî áóäåò äåëèòüñÿ íà 102.

Ïîÿñíèòå, ïî÷åìó âû ñ÷èòàåòå, ÷òî îíî äåëèòñÿ íà 102.

4. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî (2n+ 3, 7n+ 6)?
5. Â äîìå 1000 êîìíàò ñ íîìåðàìè 1, . . . , 1000. Èçíà÷àëüíî âñå äâåðè çàêðûòû. Íî÷üþ

1000 ïðèçðàêîâ ëåòàþò ïî äîìó è îòêðûâàþò äâåðü, åñëè îíà çàêðûòà, ëèáî çàêðû-

âàþò åå, åñëè îíà îòêðûòà. Èçâåñòíî, ÷òî k-òûé ïðèçðàê ïîäëåòàåò ê êàæäîé äâåðè 


íîìåðîì, êðàòíûì k, ïðè÷åì òîëüêî îäèí ðàç. Ñêîëüêî äâåðåì áóäåò îòêðûòî óòðîì?

6. ×òî áîëüøå: 2300 èëè 3200?
7.Øåñòèçíà÷íûé íîìåð áóäåì íàçûâàòü áèëåòîì, ñ÷àñòëèâûì ïî-ëåíèíãðàäñêè, åñ-

ëè ñóììà öè�ð íà ÷åòíûõ ìåñòàõ ðàâíà ñóììå öè�ð íà íå÷åòíûõ ìåñòàõ.

a) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ è êîëè÷åñòâî áèëåòîâ, ñ÷àñòëèâûõ

ïî-ëåíèãðàäñêè, ñîâïàäàþò.

b) Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ñ÷àñòëèâûõ áèëåòîâ ìåíüøå 90910.

Óêàçàíèå. ×òî ìîæíî ñêàçàòü ïðî ÷èñëà, ó êîòîðûõ ñóììà öè�ð íà ÷åòíûõ ìåñòàõ

ðàâíà ñóììå öè�ð íà íå÷åòíûõ?

8. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ n è k âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

C0
n + C1

n+1 + . . .+ Ck
n+k = Ck

n+k+1 .

9. Êóá 11× 11× 11 ðàçáèò íà êóáèêè 1× 1 × 1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ïóòåé èç óãëî-

âîãî êóáèêà â ïðîòèâîïîëîæíûé? (Çà øàã ðàçðåøàåòñÿ ñäâèãàòüñÿ âïðàâî, ââåðõ èëè

�âãëóáü� íà 1 êóáèê.)

10. Ïóñòü a, b, c � òðè íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Íà äîñêó âûïèñàëè òðè ïðîèçâåäåíèÿ

ab, ac, bc, è ó êàæäîãî èç íèõ ñò¼ðëè âñå öè�ðû, êðîìå äâóõ ïîñëåäíèõ. Ìîãëî ëè

ñëó÷èòüñÿ, ÷òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èëèñü òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ äâóçíà÷íûõ ÷èñëà?
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Íàéäèòå íàèìåíüøåå äâóçíà÷íîå ÷èñëî

1. Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� K5 íå ïëàíàðåí.

2. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî n äðîáü

12n+ 1

30n+ 2
íåñîêðàòèìà.

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå äåâÿòèçíà÷íîå ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ðàçëè÷íûõ íåíóëåâûõ

öè�ð, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 45. Íå çàáóäüòå ïîÿñíèòü, ïî÷åìó âàì êàæåòñÿ, ÷òî îíî

íàèáîëüøåå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî â ïëàíàðíîì ãðà�å åñòü âåðøèíà ñòåïåíè íå áîëåå 5.

5. Õóëèãàí Þðà îòîáðàë ó ìèëîé äåâî÷êè Ïîëèíû îòêðûòêó ðàçìåðàìè m× n ñàí-

òèìåòðîâ è íà÷àë åå ðåçàòü. Êàæäûé ðàç îí îòðåçàåò îò îòêðûòêè êâàäðàò ñ ìàêñè-

ìàëüíî âîçìîæíîé ñòîðîíîé. Äîáðûé ïðåïîäàâàòåëü Ìàêñèì Àìèðüÿíîâè÷ îòîáðàë ó

õóëèãàíà Þðû îñòàòîê îòêðûòêè, êîòîðûé èìååò �îðìó êâàäðàòà. Ñ êàêîé ñòîðîíîé?

6. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî (Fn−1, Fn) = 1.

7.Ìîæíî ëè çàïèñàòü 1 â âèäå ñóììû 2014 ñëàãàåìûõ âèäà

1

3k − 1
ñ íàòóðàëüíûìè k?

8. Â êðóæêå ïðèêëàäíîãî ïðèêàëûâàíèÿ 14 ÷åëîâåê ïðèêàëûâàþòñÿ êíîïêàìè, 13 �

çíà÷êàìè è 13 � áóëàâêàìè. Âñåãî â êðóæêå 20 ïðèêîëèñòîâ è êàæäûé èç íèõ ïðèêà-

ëûâàåòñÿ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ ïðåäìåòàìè. Ñêîëüêî êðóæêîâöåâ ïðèêàëûâàþòñÿ êíîï-

êàìè, áóëàâêàìè è çíà÷êàìè îäíîâðåìåííî?

9. Äîêàæèòå, ÷òî 2009!! + 2010!! äåëèòñÿ íà 2011, ãäå n!! = n · (n− 2) · (n− 4) · . . . .
10. ×åðåç êëåò÷àòûé êâàäðàò 1000 × 1000 ïðîâåäåíî ïî ëèíèÿì ñåòêè íåñêîëüêî

ïðÿìûõ. Îáðàçîâàâøèåñÿ ïðè ýòîì ïðÿìîóãîëüíûå ÷àñòè ðàñêðàøåíû â øàõìàòíîì

ïîðÿäêå â ÷åðíûé è áåëûé öâåòà. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî ÷åðíûõ êëåòî÷åê ÷åòíî.
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Óðàëüñêàÿ

1. 2013 ãîä � ïåðâûé ñî âðåì¼í Ñðåäíåâåêîâüÿ, â çàïèñè êîòîðîãî èñïîëüçîâàíû

÷åòûðå ïîñëåäîâàòåëüíûå öè�ðû. Ñêîëüêî òàêèõ ëåò (äî 10000 ã.) åù¼ áóäåò?

2. Èìååòñÿ 2014 ïîäðÿä èäóùèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî íàèáîëüøåå èç

íèõ äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå. Êàêèì ìîæåò áûòü íàèáîëüøåå èç ýòèõ ÷èñåë? Íàéäèòå

âñå îòâåòû è äîêàæèòå, ÷òî äðóãèõ íåò.

3. �åøèòå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèå

x2

2
+

5

y
= 7.

4. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AC è BC ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè

D è E ñîîòâåòñòâåííî. Òî÷êà F ïåðåñå÷åíèÿ áèññåêòðèñ óãëîâ DEB è ADE ëåæèò íà

îñíîâàíèè AB. Äîêàæèòå, ÷òî F � ñåðåäèíà AB.
5. a) Â ñâÿçíîì ãðà�å ñòåïåíè âñåõ âåðøèí íå ïðåâîñõîäÿò 10, à ó îäíîé ñòðîãî

ìåíüøå 10. Äîêàæèòå, ÷òî åãî ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Ìîæíî ëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ, ÷òî ãðà� ñâÿçåí?

b) Äîêàæèòå, ÷òî ïëàíàðíûé ãðà� ìîæíî ïîêðàñèòü â 6 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

6. ×åðåç âåðøèíó B òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíà ïðÿìàÿ ℓ, ïàðàëëåëüíàÿ ñòîðîíå

AC. Áèññåêòðèñà óãëà A ïåðåñåêàåò ℓ â òî÷êå M , à áèññåêòðèñà âíåøíåãî óãëà ïðè

âåðøèíå C ïåðåñåêàåò ℓ â òî÷êå N . Íàéäèòå MN , åñëè èçâåñòíî, ÷òî AB = 20 è

BC = 13.
7. Ïðè êàêèõ n > 3 ÷èñëî n! äåëèòñÿ íà ÷èñëî (n− 1)! + (n− 2)! + (n− 3)! ?
8. Äèåãî õî÷åò ïîêðûòü êâàäðàò 6× 6 âîñåìíàäöàòüþ �èãóðêàìè äîìèíî. a) Ìîæåò

ëè îí òàê ðàçìåñòèòü â êâàäðàòå 3 �èãóðêè äîìèíî (áåç íàëîæåíèé), ÷òîáû îñòàâ-

øóþñÿ ÷àñòü òàáëèöû ìîæíî áûëî ïîêðûòü îñòàâøèìèñÿ �èãóðêàìè åäèíñòâåííûì

ñïîñîáîì? b*) À äâå?

9. Íåêîòîðûå ãîðîäà �ðà�ëàíäèè ñîåäèíåíû äâóñòîðîííèìè àâèàðåéñàìè êîìïàíèè

��ðà�ñêèå àâèàëèíèè� òàê, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî,

âîçìîæíî, ñ ïåðåñàäêàìè. Àâèàêîìïàíèÿ îòêðûëà íîâûé ðåéñ ìåæäó äâóìÿ ãîðîäàìè,

è îêàçàëîñü, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà òåïåðü ìîæíî äîëåòåòü äî ëþáîãî äðóãîãî íå áîëåå,

÷åì ñ îäíîé ïåðåñàäêîé. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ðåéñîâ ìîãëî áûòü íåîáõîäèìî,

÷òîáû äîáðàòüñÿ èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé äî ýòîãî?

10. Â ëåâîì íèæíåì óãëó òàáëèöû 7× 7 ñòîèò ÷èñëî 1, à â ïðàâîì âåðõíåì � ÷èñëî

9. Ìîæíî ëè çàïîëíèòü îñòàëüíûå êëåòêè íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè òàê, ÷òîáû ó êàæ-

äîãî ÷èñëà ñîñåäè ñïðàâà è ñâåðõó (åñëè åñòü) áûëè íå ìåíüøå ýòîãî ÷èñëà, è âî âñåõ

êâàäðàòàõ 2× 2 ñóììû ÷èñåë áûëè ðàçëè÷íû?
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êëàññ Ñåðèÿ 12 13.12.2013

ÊîëÕîç �Ïÿòíèöà òðèíàäöàòîå�

1. Ïóñòü p ∈ P. Äîêàæèòå, ÷òî a) Ck
p
.

.

. p, ãäå 0 < k < p; b) (a+ b)p ≡
p
ap + bp.


) (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíî np ≡
p
n.

2. Êàæäàÿ èç äåâî÷åê ïîñëå îòáîÿ íå áîëåå äâóõ ðàç ïîáîëòàëà ïî òåëå�îíó. Äî-

êàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå íå áûëî

áîëòàâøèõ äåâî÷åê.

3. Íåíóëåâûå ÷èñëà x, y è z òàêîâû, ÷òî x+y+z = 1 è 1/x+1/y+1/z = 0. Äîêàæèòå,
÷òî x3 + y3 + z3 − 3xyz = 1.
4. Íàòóðàëüíîå n íàçûâàåòñÿ èçáûòî÷íûì, åñëè ñóììà âñåõ åãî íàòóðàëüíûõ äåëè-

òåëåé, êðîìå íåãî ñàìîãî, áîëüøå n. Äîêàæèòå, ÷òî êðàòíîå èçáûòî÷íîãî ÷èñëà òîæå
èçáûòî÷íî.

5. Äîêàæèòå, ÷òî (3n + 1)n − 2 äåëèòñÿ íà 3n − 2.
6. M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ïëîñêîñòè. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî i 6 7
ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ðîâíî ÷åðåç i òî÷åê M . Êàêîå íàèìåíüøåå êîëè-

÷åñòâî òî÷åê ìîæåò áûòü â M?

7. Äîêàæèòå, ÷òî ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê ìîæíî ðàçðåçàòü íà ëþáîå êîëè÷åñòâî

ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ, áîëüøåå 5. (Òðåóãîëüíèêè íå îáÿçàíû áûòü îäèíàêîâûìè.)

8. Äàí ðàâíîáåäðåííûé ïðÿìîóãîëüíûé òðåóãîëüíèê ABC ñ ïðÿìûì óãëîì A. Èç
âåðøèíû A ïðîâåäåíà âûñîòà AD. Â òðåóãîëüíèêå ABD ïðîâåäåíà áèññåêòðèñà BE.
Äîêàæèòå, ÷òî AB + AE = BC.
9. Íåñêîëüêî ñåìèêëàññíèö ñîáðàëè ïîðîâíó øèøåê. Âðåìÿ îò âðåìåíè êàêèå-òî ñå-

ìèêëàññíèöû ðàçäàþò êàæäîé èç îñòàëüíûõ ïîðîâíó èç ñâîèõ øèøåê. Ïîñëå ìíîãî-

êðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ òàêîé ïðîöåäóðû ó �åðòðóäû îñòàëîñü 23 øèøêè, à ó Íèíåëè �

6 øèøåê. Ñêîëüêî áûëî ñåìèêëàññíèö?

10. Â øêîëå 40 êàáèíåòîâ, êîòîðûå îòêðûâàþòñÿ êëþ÷àìè 5 ðàçíûõ âèäîâ, ïðè÷åì

êîëè÷åñòâî êëþ÷åé ðàçíûõ âèäîâ ðàçëè÷íî. Âñå 40 êëþ÷åé îêàçàëèñü çàïåðòû â êîì-

íàòàõ, òàê, ÷òî â êàæäîé êîìíàòå çàïåðò îäèí êëþ÷, êîòîðûì ýòó êîìíàòó îòêðûòü

íåëüçÿ. Ñòîðîæ Ñåðãååâ èìååò äóáëèêàò êëþ÷à îò îäíîé èç êîìíàò. Äîêàæèòå, ÷òî îí

ìîæåò îòêðûòü âñå êîìíàòû.
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êëàññ Ñåðèÿ 13 17.01.2014

×åðòîâà äþæèíà

0. �àçëîæèòå 2014 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Çàïîìíèòå ýòî ðàçëîæåíèå!

1. ×åìó ðàâåí (11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

, 11 . . . 1
︸ ︷︷ ︸
m åäèíèö

)?

Óêàçàíèå: àëãîðèòì Åâêëèäà

2. Ïóñòü a = pα1

1 · . . . · pαs

s , b = pβ1

1 · . . . · pβs

s . Äîêàæèòå, ÷òî

a) (a, b) = p
min(α1,β1)
1 · . . . · pmin(αs,βs)

s , ãäå min(x, y) � ýòî íàèìåíüøåå èç ÷èñåë x è y;

b) [a, b] = p
max(α1,β1)
1 · . . . · pmax(αs,βs)

s , ãäå max(x, y) � ýòî íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x è y;
ñ) (a, b) · [a, b] = a · b.
3. Ìîæåò ëè òî÷íûé êâàäðàò èìåòü ïîðîâíó íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé âèäà 3k + 1 è

3k + 2?
4. Ñðåäè íåñêîëüêèõ êîìàíä ïðîâåëè êðóãîâîé òóðíèð ïî âîëåéáîëó (êàæäàÿ êîìàíäà

ñûãðàëà ñ êàæäîé ïî îäíîìó ðàçó, íè÷üèõ íå áûâàåò). Êîìàíäà À íàçûâàåòñÿ ñèëüíåå

êîìàíäû Â, åñëè À âûèãðàëà ó Â èëè, åñëè åñòü êîìàíäà Ñ, êîòîðàÿ âûèãðàëà ó Â è

ïðîèãðàëà À. Äîêàçàòü, ÷òî ïîáåäèòåëü òóðíèðà (íàáðàâøèé íàèáîëüøåå ÷èñëî î÷êîâ)

ñèëüíåå âñåõ.

5. Áèññåêòðèñà óãëà A è âíåøíÿÿ áèññåêòðèñà óãëà C òðåóãîëüíèêà ABC ïåðåñåêà-

þòñÿ â òî÷êå IA. Îêàçàëîñü, ÷òî ∠IABC = ∠B. Íàéäèòå óãîë B.
6. a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì ÷èñëî a2 + b2 äåëèòñÿ íà 21. Äîêàæèòå, ÷òî

îíî äåëèòñÿ íà 441.

7. Òðè ÷èñëà a, b, c âûáðàíû òàê, ÷òî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà a2−bc = b2−ac = c2−ab.
Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü âåëè÷èíà

a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
.
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×èñëà Ôåðìà

1. Ïóñòü a > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå (an − 1, am − 1).
2. Ïóñòü p � ïðîñòîå è n < p < 2n. Äîêàæèòå, ÷òî Cn

2n äåëèòñÿ íà p.

3. Ñåìü ãðèáíèêîâ ñîáðàëè âìåñòå 59 ãðèáîâ, ïðè÷åì êàæäûé ñîáðàë ðàçíîå êîëè÷å-

ñòâî. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî òðè ãðèáíèêà ñîáðàëè âìåñòå íå ìåíåå 33 ãðèáîâ.

4. Ïðî öåëûå ÷èñëà x, y, z èçâåñòíî, ÷òî (x− y)(y− z)(z− x) = x+ y+ z. Äîêàæèòå,
÷òî x+ y + z äåëèòñÿ íà 27.

5. Äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà a äîêàæèòå íåðàâåíñòâî

a+ a9 + a25 < 1 + a4 + a16 + a36.

6. Òî÷êè K è L íà ñòîðîíå AB òðåóãîëüíèêà ABC òàêîâû, ÷òî ∠ACK = ∠KCL =
∠LCB. Òî÷êà M íà BC òàêîâà, ÷òî ∠MKC = ∠BKM . ML � áèññåêòðèñà óãëà

KMB. Íàéäèòå óãîë MLC.
7. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ÷èñëî 2n + 1 � ïðîñòîå, òî n � ñòåïåíü äâîéêè.

Èñòîðè÷åñêàÿ ñïðàâêà. ×èñëà âèäà 22
n
+1 íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ôåðìà. Ôåð-

ìà âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî âñå îíè ïðîñòûå. Îäíàêî ýòà ãèïîòåçà áûëà îïðîâåðãíóòà

Ýéëåðîì â 1732 ãîäó, íàøåäøèì ðàçëîæåíèå ÷èñëà 22
5
+ 1 íà ïðîñòûå äåëèòåëè:

22
5
+ 1 = 4294967297 = 641 · 6700417.



�èìíàçèÿ �1543 8

â

êëàññ Ñåðèÿ 15 31.01.2014

Ìåæ äâóõ

1. Ïóñòü a) n = pqr2; b) n = pα1

1 · pα2

2 · . . . · pαs

s . Íàéäèòå ñóììó äåëèòåëåé ÷èñëà n.
2. Ìîæåò ëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 8 è äàâàòü îñòàòîê îñòàòîê 10 ïðè äåëåíèè íà 12?

3. ×åðåç òî÷êó P ìåäèàíû CC1 òðåóãîëüíèêà ABC ïðîâåäåíû ïðÿìûå AA1 è BB1

(òî÷êè A1 è B1 ëåæàò íà ñòîðîíàõ BC è CA). Äîêàæèòå, ÷òî A1B1 ‖ AB.
4. Åñòü 4 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà. Ìîãóò ëè èõ ïîïàðíûå ÍÎÄû îáðàçîâûâàòü øåñòü

ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷èñåë?

5. Â ãðà�å ñî 100 âåðøèíàìè áåç òðåóãîëüíèêîâ ñòåïåíè âñåõ âåðøèí áîëüøå 40.

Äîêàæèòå, ÷òî â ýòîì ãðà�å íåò öèêëîâ äëèíû 5.

6. Â êîììåð÷åñêîì òóðíèðå ïî �óòáîëó ó÷àñòâîâàëî ïÿòü êîìàíä. Êàæäàÿ äîëæíà

áûëà ñûãðàòü ñ êàæäîé ðîâíî îäèí ìàò÷. Â ñâÿçè ñ �èíàíñîâûìè òðóäíîñòÿìè îð-

ãàíèçàòîðû íåêîòîðûå èãðû îòìåíèëè. Â èòîãå îêàçàëîñü, ÷òî âñå êîìàíäû íàáðàëè

ðàçëè÷íîå ÷èñëî î÷êîâ è íè îäíà êîìàíäà â ãðà�å íàáðàííûõ î÷êîâ íå èìååò íóëÿ. Êà-

êîå íàèìåíüøåå ÷èñëî èãð ìîãëî áûòü ñûãðàíî â òóðíèðå, åñëè çà ïîáåäó íà÷èñëÿëîñü

òðè î÷êà, çà íè÷üþ � îäíî, çà ïîðàæåíèå � íîëü?

7. a) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ÷èñëà

22
0
+ 1, 22

1
+ 1, . . . , 22

n

+ 1

ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

b) Âûâåäèòå èç ïóíêòà a), ÷òî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.
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êëàññ Ñåðèÿ 16 07.02.2014

Äâà â ñòåïåíè äâà â ñòåïåíè äâà

1. Ñóììà äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ðàâíà 153. Êàêîå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ìîæåò

ïðèíèìàòü èõ íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü?

2.Èìååòñÿ n öåëûõ ÷èñåë (n > 1). Èçâåñòíî, ÷òî êàæäîå èç íèõ ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ n
ñ ïðîèçâåäåíèåì âñåõ îñòàëüíûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ

íà n.

3. a, b � öåëûå ÷èñëà. Îêàçàëîñü, ÷òî (a, b) + [a, b] = a + b. Äîêàæèòå, ÷òî îäíî èç

÷èñåë äåëèòñÿ íà äðóãîå.

4. Íà äèàãîíàëè AC ïðÿìîóãîëüíèêà ABCD âûáðàíû òî÷êè E è F òàêèå, ÷òî AE =
AB è AF = AD. Ïóñòü G è H � îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ, îïóùåííûõ íà ñòîðîíó

AB èç òî÷åê E è F ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî AG+ FH = AC.
5. Êàêîå ÷èñëî áîëüøå: 3111 èëè 1714?
6. Äàí ïðàâèëüíûé 45�óãîëüíèê. Ìîæíî ëè â åãî âåðøèíàõ ðàññòàâèòü öè�ðû 0�9

òàê, ÷òîáû äëÿ ëþáîé ïàðû ðàçëè÷íûõ öè�ð íàøëàñü ñòîðîíà, êîíöû êîòîðîé çàíó-

ìåðîâàíû ýòèìè öè�ðàìè?

7. Èìååòñÿ 7 ïàëîê äëèíû êîòîðûõ çàêëþ÷åíû ìåæäó 0,1 ì è 1 ì. Äîêàæèòå, ÷òî èç

êàêèõ-òî òðåõ èç íèõ ìîæíî ñëîæèòü òðåóãîëüíèê.
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Ìãíîâåíüÿ ïåðåä âåñíîé

1.Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ïîëîâèíà êîòîðîãî òî÷íûé êâàäðàò, òðåòü �

òî÷íûé êóá, ïÿòàÿ ÷àñòü � ïÿòàÿ ñòåïåíü.

2. Ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 18, à ïîñëå ïðèáàâëåíèÿ 1 äåëèòñÿ íà 17.

Ìîæåò ëè òàê áûòü?

3. Ìîæåò ëè ñóììà êâàäðàòîâ äâóõ íå÷åòíûõ ÷èñåë áûòü êâàäðàòîì öåëîãî ÷èñëà?

4. Ìîæíî ëè, èñïîëüçóÿ òîëüêî öè�ðû 2, 3, 7, 8 (âîçìîæíî, ïî íåñêîëüêî ðàç), ñîñòà-

âèòü êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà?

5. Áèññåêòðèñà óãëà ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáåäðåííîãî òðåóãîëüíèêà äåëèò ïðîòèâî-

ëåæàùóþ ñòîðîíó òàê, ÷òî îòðåçîê, ïðèëåæàùèé ê âåðøèíå òðåóãîëüíèêà, ðàâåí åãî

îñíîâàíèþ. Äîêàæèòå, ÷òî ýòà áèññåêòðèñà òàêæå ðàâíà îñíîâàíèþ òðåóãîëüíèêà.

6. Ìîæíî ëè âñå ðåáðà è äèàãîíàëè ïðàâèëüíîãî 55-óãîëüíèêà ðàñêðàñèòü â 54 öâåòà

òàê, ÷òîáû ðåáðà, âûõîäÿùèå èç îäíîé âåðøèíû, áûëè ðàçíîãî öâåòà?

7. Â ãîðîäå X ñ ëþáîé ñòàíöèè ìåòðî ìåòðî ìîæíî ïðîåõàòü íà ëþáóþ äðóãóþ.

Äîêàæèòå, ÷òî îäíó èç ñòàíöèé ìîæíî çàêðûòü íà ðåìîíò áåç ïðàâà ïðîåçäà ÷åðåç íåå

òàê, ÷òîáû ñ ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ ñòàíöèé ìîæíî áûëî ïðîåõàòü íà ëþáóþ äðóãóþ.
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Óðàëüñêàÿ

1. Íà äîñêå íàïèñàíû íåñêîëüêî äðîáåé. Ñóììà âñåõ äðîáåé ñ íå÷åòíûìè çíàìåíàòå-

ëÿìè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âñåõ äðîáåé ñ ÷åòíûìè çíàìåíàòåëÿìè. Ìîãóò ëè âñå äðîáè

áûòü íåñîêðàòèìûìè?

2. Â ëàãåðü çàåõàëî íåñêîëüêî äåòåé, ñðåäè êîòîðûõ åñòü äâîå çíàêîìûõ è åñòü äâîå

íåçíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè íèõ ìîæíî âûáðàòü òðîèõ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

îäèí èç ýòèõ òðîèõ áûë çíàêîì ðîâíî ñ îäíèì èç äâîèõ îñòàâøèõñÿ.

3. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n < 10000 òàêîâî, ÷òî ÷èñëî n + 100! � ïðîñòîå. Äîêàæèòå,

÷òî ÷èñëî n òîæå ïðîñòîå èëè ðàâíî 1.

4. Â òàáëèöå 3 × 3 ðàññòàâëåíû 9 ÷èñåë òàê, ÷òî 6 ñóìì ýòèõ ÷èñåë âî âñåõ ñòðîêàõ

è ñòîëáöàõ òàáëèöû ðàçëè÷íû. Êàêîå íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë â ýòîé òàáëèöå

ìîæåò ðàâíÿòüñÿ åäèíèöå?

5. Êâàäðàò 40 × 40 ðàçáèò íà 400 �-òåòðàìèíî. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäåòñÿ ïðÿìàÿ,

èäóùàÿ ïî ëèíèè ñåòêè, êîòîðàÿ õîòÿ áû 6 èç íèõ ðàçðåçàåò íà äâå äîìèíîøêè.

6. Ìîæíî ëè ïåðâûå 1000 ïðîñòûõ ÷èñåë, áîëüøèõ äâîéêè, ðàçáèòü íà äâå ãðóïïû ïî

500 ÷èñåë òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ñóììû êâàäðàòîâ ÷èñåë â ýòèõ ãðóïïàõ áûëè ðàâíû?

7. Èãîðü îòìåòèë âíóòðè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD äâå òî÷êè P è Q. Åìó
ïîêàçàëîñü, ÷òî êàæäûé èç îòðåçêîâ DP è BP áîëüøå, ÷åì êàæäûé èç îòðåçêîâ AP
è CP , à êàæäûé èç îòðåçêîâ DQ è BQ, íàîáîðîò, ìåíüøå, ÷åì êàæäûé èç îòðåçêîâ

AQ è CQ. Äîêàæèòå, ÷òî Èãîðü çàáëóæäàåòñÿ.
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Çà íåäåëþ äî êîíòðîëüíîé

1. Íà äîñêå íàïèñàíû ÷èñëà 1, 2, . . . , 101. �àçðåøàåòñÿ ñòåðåòü ëþáûå äâà ÷èñëà

è íàïèñàòü èõ ðàçíîñòü. Ïîâòîðèâ ýòó îïåðàöèþ 100 ðàç, ìû ïîëó÷èì îäíî ÷èñëî.

Äîêàæèòå, ÷òî ýòî ÷èñëî íå ìîæåò áûòü ðàâíî 0.

2. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè 51 öåëîãî ÷èñëà íàéäóòñÿ äâà, êâàäðàòû êîòîðûõ äàþò îäè-

íàêîâûå îñòàòêè ïðè äåëåíèè íà 100.

3. Êàæäûé èç 102 êðîëèêîâ èìååò íå ìåíåå 68 çíàêîìûõ. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ

÷åòâåðî, èìåþùèå îäèíàêîâîå ÷èñëî çíàêîìûõ.

4. Â êàæäîé êëåòêå êâàäðàòíîé òàáëèöû 25×25 ñòîèò îäíî èç ÷èñåë 1, 2, . . . , 25 òàêèì
îáðàçîì, ÷òî â êàæäîé ñòðî÷êå è â êàæäîì ñòîëáöå âñå ÷èñëà ðàçëè÷íû. Îêàçàëîñü, ÷òî

â êëåòêàõ, ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè, çàïèñàíû ðàâíûå ÷èñëà.

Äîêàæèòå, ÷òî âñå ÷èñëà, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ïîïàðíî ðàçëè÷íû.

5. Íàéäåòñÿ ëè òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî n2 + n+ 1 äåëèòñÿ íà 1955?

6. Íà äèàãîíàëè AC ïàðàëëåëîãðàììà ABCD âçÿòû òî÷êè P è Q òàê, ÷òî AP =
CQ. Òî÷êà òàêîâà, ÷òî PM ‖ AD è QM ‖ AB. Äîêàæèòå, ÷òî òî÷êà M ëåæèò íà

äèàãîíàëè BD.

7. Äàí ñâÿçíûé ãðà� íà 100 âåðøèíàõ, â êîòîðîì 199 ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî èç íåãî

ìîæíî âûêèíóòü ðåáðà íåêîòîðîãî öèêëà òàê, ÷òîáû îí îñòàëñÿ ñâÿçíûì.
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Ôåðìà è Ýéëåð

1. Â òðåóãîëüíèêå ABC ïðîâåäåíà ÷åâèíà CK. Íà CK âûáðàíà òî÷êà L. Äîêàæèòå,
÷òî a) SBLK : SALK = SBCK : SACK ; b) SBLC : SALC = SBCK : SACK .

2. Âñïîìíèòå äîêàçàòåëüñòâî Ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ÷åðåç ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû-

÷åòîâ è äîêàæèòå òåîðåìó Ýéëåðà: ïóñòü (a, n) = 1 òîãäà aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

3. ×èñëà p, 2p+ 1 è 4p+ 1 � ïðîñòûå. Íàéäèòå p.
4. Ïóñòü p > 5 � ïðîñòîå. Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå n, ÷òî ÷èñëî
99 . . . 9
︸ ︷︷ ︸
n ðàç

äåëèòñÿ íà p.

5. Äàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD. Îòðåçêè AC è BD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O. Äîêà-
æèòå, ÷òî SABO = SCDO òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ABCD � òðàïåöèÿ.

Çàäóìàéòåñü, à ÷òî åñëè ïåðåñåêàþòñÿ íå îòðåçêè AC è BD, à ïðÿìûå?

6. Íàçîâåì ðàñêðàñêó äîñêè 8× 8 â òðè öâåòà õîðîøåé, åñëè â ëþáîì óãîëêå èç ïÿòè

êëåòîê ïðèñóòñòâóþò êëåòêè âñåõ òðåõ öâåòîâ. Äîêàæèòå, ÷òî êîëè÷åñòâî õîðîøèõ

ðàñêðàñîê íå ìåíüøå, ÷åì 68.
7. Â êâàäðàòå 3×3 ðàññòàâëåíû ÷èñëà îò 1 äî 9 òàê, ÷òî ñóììû ÷èñåë â ëþáîé ñòðîêå,

ñòîëáöå è ãëàâíûõ äèàãîíàëÿõ ðàâíû. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà êâàäðàòîâ ÷èñåë â âåðõíåé

ñòðî÷êå ðàâíà ñóììå êâàäðàòîâ ÷èñåë â íèæíåé.
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Âèëüñîí

1. Äîêàæèòå, ÷òî (2p− 1)!− p äåëèòñÿ íà p2.
2. a) Òî÷êà X ðàñïîëîæåíà âíóòðè ïàðàëëåëîãðàììà ABCD. Äîêàæèòå, ÷òî SABX +
SCDX = SBCX + SADX .

b) Êàòåòû ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû a è b, à ãèïîòåíóçà � c. Ñ ïîìîùüþ

ïîíÿòíî ÷åãî íàéäèòå åãî âûñîòó, îïóùåííóþ íà ãèïîòåíóçó.

3. Äëÿ ñêîëüêèõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë i < 1000 ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî j < 1000

òàêîå, ÷òî 2j − 1
.

.

. i?
4. Íàçîâåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n óäîáíûì, åñëè n2+1 äåëèòñÿ íà 1000001. Äîêàæèòå,
÷òî ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . , 1000000 ÷åòíîå ÷èñëî óäîáíûõ.

5. a) Â òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1 ∠A = ∠A1. Äîêàæèòå, ÷òî SABC : SA1B1C1
=

(AB · AC) : (A1B1 · A1C1).
Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå òðåóãîëüíèê, ðàâíûé A1B1C1, ó êîòîðîãî îäíà âåðøèíà ñîâ-

ïàäàåò ñ A, à äâå äðóãèå ëåæàò íà ëó÷àõ AB è AC.
b) Äîêàæèòå ñ ïîìîùüþ ïëîùàäè, ÷òî áèññåêòðèñà òðåóãîëüíèêà äåëèò åãî ñòîðîíó

íà îòðåçêè, ïðîïîðöèîíàëüíûå äâóì äðóãèì ñòîðîíàì.

6. Äîêàæèòå, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ãðà�å ìîæíî ðàñêðàñèòü âåðøèíû â äâà öâåòà

òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìèíèìóì ïîëîâèíà ð¼áåð îêàçàëèñü ðàçíîöâåòíûìè.

7. Ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà a, b, n > 1 èçâåñòíî, ÷òî [a, b] = (a − b)n. Äîêàæèòå,
÷òî n = 2.
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Êàðìàéêë è �åðîí

1. Äëÿ êàêèõ ïðîñòûõ p âûïîëíåíî 29p + 1
.

.

. p ?
2. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî, èçâëåêàÿ íàóäà÷ó 5 �ëàæêîâ èç ÿùèêà, â êîòîðîì

8 êðàñíûõ è 7 æåëòûõ �ëàæêîâ, ìû âûòàùèì ðîâíî 3 êðàñíûõ è 2 ñèíèõ �ëàæêà.

3. (×èñëî Êàðìàéêëà)Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî a âûïîëíåíî a561−a
.

.

. 561.
4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ñòà ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî, ñóììà êîòîðûõ äåëèòñÿ

íà 100.

5. ABCD � òðàïåöèÿ ñ îñíîâàíèÿìè AD è BC, O � òî÷êà ïåðåñå÷åíèå AC è BD.

Äîêàæèòå, ÷òî SAOB = SCOD =
√
SBOC · SDOA.

6. Ïóñòü êàæäîå èç íàòóðàëüíûõ ÷èñåë n, n + 1, n + 2 äåëèòñÿ íà êâàäðàò ëþáîãî

ñâîåãî ïðîñòîãî äåëèòåëÿ. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî n äåëèòñÿ íà êóá íåêîòîðîãî ñâîåãî

ïðîñòîãî äåëèòåëÿ.

7. (Ôîðìóëà �åðîíà) Äîêàæèòå, ÷òî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñî ñòîðîíàìè a, b è c
ðàâíà

S =
√

p · (p− a) · (p− b) · (p− c),

ãäå p � ïîëóïåðèìåòð.
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�îêîâàÿ ñåðèÿ

1.Äåâî÷êà Íàñòÿ ñîøëà ñ óìà îò ìàòåìàòèêè, ñäåëàëà èãðàëüíûé èêîñàýäð è ñòàëà åãî

ïîäêèäûâàòü. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî çà 2 ïîñëåäîâàòåëüíûõ áðîñêà ñóììà âûïàâøèõ

î÷êîâ áóäåò îò 11 äî 30 âêëþ÷èòåëüíî?

2. Â æåçëå n ïîëîñîê, êàæäóþ èç êîòîðûõ ìîæíî ïîêðàñèòü â ÷åðíûé èëè áåëûé

öâåò. Åñëè îäíà ðàñêðàñêà ïîëó÷àåòñÿ èç äðóãîé ïåðåâîðîòîì æåçëà, òî îíè ñ÷èòàþòñÿ

îäèíàêîâûìè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ æåçëîâ?

3. Íàéäèòå îñòàòîê 683 + 883 ïðè äåëåíèè íà 49.

4. Äàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öè�ð. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà n, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ÷èñëîì 10, ìîæíî óêàçàòü òàêóþ ãðóïïó ñòîÿùèõ

ïîäðÿä öè�ð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÷òî çàïèñûâàåìîå ýòèìè öè�ðàìè ÷èñëî äåëèòñÿ

íà n.
5. Â íåêîòîðûõ äåðåâíÿõ �îññèè ñóùåñòâîâàëî êîãäà-òî ñëåäóþùåå ãàäàíèå:

Äåâóøêà çàæèìàëà â ðóêå øåñòü òðàâèíîê òàê, ÷òîáû êîíöû òðàâèíîê òîð÷àëè

ñâåðõó è ñíèçó; ïîäðóãà ñâÿçûâàëà ýòè òðàâèíêè ïîïàðíî ìåæäó ñîáîé ñâåðõó è ñíèçó

â îòäåëüíîñòè. Åñëè ïðè ýòîì âñå øåñòü òðàâèíîê îêàçûâàëèñü ñâÿçàííûìè â îäíî

êîëüöî, òî ýòî îçíà÷àëî, ÷òî äåâóøêà â òåêóùåì ãîäó âûéäåò çàìóæ.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òðàâèíêè ïðè çàâÿçûâàíèè íàóäà÷ó îáðàçóþò êîëüöî?

6. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x1, x2, . . . , çàäàííàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: x1 = 1, à ïðè
k > 2 êàæäûé ÷ëåí xk íà k áîëüøå ñóììû âñåõ ïðåäûäóùèõ ÷ëåíîâ. Íàéäèòå ñóììó

ïåðâûõ 100 ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

7. Âñïîìíèòå ðàçáîð çàäà÷è 20.1b è ïîïðîáóéòå äîêàçàòü òåîðåìó ×åâû :

Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà âçÿòû òî÷êè A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî.

a) Åñëè ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå, òî

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1. (1)

b) Åñëè âûïîëíåíî (1), òî ÷åâèàíû AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Çàìå÷àíèå. Ïîëíàÿ �îðìóëèðîâêà òåîðåìû ×åâû çâó÷èò òàê:

Íà ïðÿìûõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà âçÿòû òî÷êè A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî,

ïðè÷åì íå÷åòíîå ÷èñëî (òðè èëè îäíà) èç íèõ ëåæàò íà ñòîðîíàõ, à îñòàëüíûå � íà

ïðîäîëæåíèÿõ ñòîðîí. Òîãäà ïðÿìûå AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå

èëè ïàðàëëåëüíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

AB1

B1C
· CA1

A1B
· BC1

C1A
= 1.


) Âïèñàííàÿ îêðóæíîñòü òðåóãîëüíèêà ABC êàñàåòñÿ ñòîðîí BC, CA è AB â òî÷-

êàõ A1, B1 è C1 ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàæèòå, ÷òî îòðåçêè AA1, BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ

â îäíîé òî÷êå, íàçûâàåìîé òî÷êîé Æåðãîíà.
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Ñòðàííàÿ

1. Cal
uluate the remainder when 20132012 is divided by 1000.

2. Ìàëü÷èê Ñòåïà ïðèøåë â òèð è ñòðåëÿåò äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ. Íàéäèòå âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî Ñòåïà ñäåëàåò íå áîëåå 10 âûñòðåëîâ, åñëè îí ïîïàäàåò â ìèøåíü ñ

âåðîÿòíîñòüþ p.
Çàìå÷àíèå: âåðîÿòíîñòü � íåêîå ÷èñëî (íå ïðîöåíò!) ìåæäó 0 è 1. Ñîáûòèÿ,

âåðîÿòíîñòü êîòîðûõ ðàâíà 1, íàçûâàþò äîñòîâåðíûìè.

Åñëè âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ ðàâíà 0 ýòî íå çíà÷èò, ÷òî îíî íå ìîæåò ïðîèçîé-

òè! (íàïðèìåð, ïðåäñòàâüòå, ÷òî âû ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòå ÷èñëî îò 0 äî 1)

3. Çíàéäiòü íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê óñiõ äåñÿòèçíà÷íèõ ÷èñåë, ó ÿêèõ âñi öè�ðè

ðiçíi.

4. a) Ñóììà 100 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, êàæäîå èç êîòîðûõ ìåíüøå 100, ðàâíà 200. Äî-

êàæèòå, ÷òî èç íèõ ìîæíî âûáðàòü íåñêîëüêî, ñóììà êîòîðûõ ðàâíà 100. b) Ìîæíî

ëè îòêàçàòüñÿ îò óñëîâèÿ, ÷òî âñå ÷èñëà ìåíüøå 100?

5. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ äàííîãî ïðîñòîãî p > 2 ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî íàòó-

ðàëüíûõ n òàêèõ, ÷òî n2n + 1
.

.

. p.

6. Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b òàêîâû, ÷òî (a, b) 6= (1, 1) è a2+ b
.

.

. b2+ a. Äîêàæèòå, ÷òî
b2 + a � ñîñòàâíîå.

7. Íà ñòîðîíàõ BC, CA è AB òðåóãîëüíèêà ABC âçÿòû òî÷êè A1, B1, C1 ñîîòâåò-

ñòâåííî. Ïóñòü p = BA1/BC, q = CB1/CA, r = AC1/AB.
a) Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ A1B1C1 è ABC.
b) Ïóñòü îòðåçêè AA1,BB1 è CC1 ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå. Äîêàæèòå, ïîæàëóéñòà,

÷òî SA1B1C1
/SABC 6 1/4.
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Ôóíêöèÿ Ýéëåðà

1. Ïóñòü pi � ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà. Íàéäèòå a) ϕ(pα1

1 ); b) ϕ(pα1

1 · pα2

2 · . . . · pαs

s ).
2. Ïî êðóãó ðàññòàâëåíû 99 íàòóðàëüíûõ ÷èñåë. Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâà ñîñåäíèõ

÷èñëà îòëè÷àþòñÿ èëè íà 1, èëè íà 2, èëè â äâà ðàçà. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû îäíî èç

ýòèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà 3.

3. Â òàáëèöå 2011×2011 ðàññòàâëÿþòñÿ ÷èñëà 1 è −1 òàê, ÷òîáû ïðîèçâåäåíèÿ ÷èñåë

a) âî âñåõ ñòðîêàõ; b) âî âñåõ ñòðîêàõ è âî âñåõ ñòîëáöàõ áûëè ðàâíû 1. Ñêîëüêèìè

ñïîñîáàìè ýòî ìîæíî ñäåëàòü?

4. Äîêàæèòå, ÷òî ãðà� ÿâëÿåòñÿ äâóäîëüíûì (ò.å. åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü

ïðàâèëüíûì îáðàçîì â äâà öâåòà) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí íå ñîäåðæèò öèêëîâ

íå÷åòíîé äëèíû.

5. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå n òàêèå, ÷òî n
.

.

. ϕ(n).
6. Äèàãîíàëè âûïóêëîãî ÷åòûð¼õóãîëüíèêà ABCD ðàâíû è ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå O.
Òî÷êà P âíóòðè òðåóãîëüíèêà AOD òàêîâà, ÷òî CD ‖ BP è AB ‖ CP . Äîêàæèòå, ÷òî
òî÷êà P ëåæèò íà áèññåêòðèñå óãëà AOD.

7. �åøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé







1

x1
= x2 + x3 + . . .+ x10

1

x2
= x1 + x3 + · · ·+ x10

. . .

1

x10
= x1 + x2 + · · ·+ x9

.
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Õîðîøàÿ

1. Èìåþòñÿ íàòóðàëüíûå ÷èñëà n è a. Èçâåñòíî, ÷òî a2 ïðè äåëåíèè íà n äàåò îñòà-

òîê 8, à a3 � îñòàòîê 25. Íàéäèòå n.
2. Ê íàòóðàëüíîìó ÷èñëó N ïðèáàâèëè íàèáîëüøèé åãî äåëèòåëü, ìåíüøèé N , è

ïîëó÷èëè ñòåïåíü äåñÿòêè. Íàéäèòå âñå òàêèå N .

3. Íàéäèòå âñå ïðîñòûå p òàêèå, ÷òî p6 + 6 � ïðîñòîå.

4. Äîêàæèòå, ÷òî èç ïðîèçâåäåíèÿ 1! · 2! · . . . · 100! ìîæíî âû÷åðêíóòü îäèí èç �àê-

òîðèàëîâ òàê, ÷òîáû îñòàâøååñÿ ÷èñëî áûëî òî÷íûì êâàäðàòîì.

5. Íà êàæäîì ïîëå òàáëèöû n× n ñòîèò áóêâà. Èçâåñòíî, ÷òî âñå ñòðîêè ðàçëè÷íû.

Äîêàæèòå, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòîëáåö, ïîñëå óäàëåíèÿ êîòîðîãî âñå ñòðîêè îñòàíóòñÿ

ðàçëè÷íûìè.

6. Â âûïóêëîì ÷åòûð¼õóãîëüíèêå ABCD áèññåêòðèñû óãëîâ ∠A è ∠C ïåðåñåêàþò-

ñÿ íà äèàãîíàëè BD. Äîêàæèòå, ÷òî áèññåêòðèñû óãëîâ ∠B è ∠D ïåðåñåêàþòñÿ íà

äèàãîíàëè AC.
7. a) Äîêàæèòå, ÷òî â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå íåëüçÿ ïðîâåñòè áîëåå n−3 äèàãîíàëåé,
íå èìåþùèõ îáùèõ âíóòðåííèõ òî÷åê. Âîïðîñ: ìîæíî ëè â n-óãîëüíèêå ïðîâåñòè n−3
íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãîíàëè?

b*) Â âûïóêëîì n-óãîëüíèêå ïðîâåäåíî íåñêîëüêî äèàãîíàëåé. Ïðîâåäåííàÿ äèàãîíàëü
íàçûâàåòñÿ õîðîøåé, åñëè îíà ïåðåñåêàåòñÿ (ïî âíóòðåííèì òî÷êàì) ðîâíî ñ îäíîé èç

äðóãèõ ïðîâåäåííûõ äèàãîíàëåé. Íàéäèòå íàèáîëüøåå âîçìîæíîå êîëè÷åñòâî õîðîøèõ

äèàãîíàëåé.


