
Îáÿçàòåëüíûå óïðàæíåíèÿ, 1 ÷åòâåðòü
Ðàçáîð çàäà÷

1.1. Äîêàæèòå, ÷òî Ck
n = Cn−k

n .
Ðåøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ, Ck

n � ýòî êîëè÷åñòâî k�ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ
n�ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Ýòî íàâîäèò íà ìûñëü î ñëåäóþùåì ðåøåíèè.

Ïóñòü èñõîäíîå n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî A = {1, 2, . . . , n}. Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: ïåðâîå
áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ k�ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà A, à âòîðîå � èç âñåõ n−k�ýëåìåíòíûõ.
Óñòðîèì ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ñîïîñòàâèì êàæäîìó k�ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó B ⊂ A åãî äîïîëíåíèå A \ B � n − k�
ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî. Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ñîîòâåòñòâèå ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êàæäîìó n− k�ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó C ñîîòâåòñòâóåò åãî
äîïîëíåíèå A\C (ýòî ðàññóæäåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî êàæäîìó ÷òî-òî äà ñîîòâåòñòâóåò è ïðèòîì ðîâíî
îäíî).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïåðâîì ìíîæåñòâå ðîâíî Ck
n ýëåìåíòîâ, à âî âòîðîì � Cn−k

n , ïîëó÷àåì òðåáóåìîå.
Âòîðîå ðåøåíèå. Íà ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ck

n ðàâíî êîëè÷åñòâó ïîëñëåäîâàòåëüíîñòåé äëè-
íû n èç 0 è 1, ñîäåðæàùèõ ðîâíî k åäèíèö.

Ðàññìîòðèì äâà ìíîæåñòâà: îäíî ñîñòîèò èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (äëèíû n), ñîäåðæàùèõ
ðîâíî k åäèíèö, à äðóãîå � ñîäåðæàùèõ ðîâíî n− k åäèíèö. Óñòàíîâèì ìåæäó ýòèìè ìíîæåñòâàìè
âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (a1, a2, . . . , an) ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (1− a1, 1− a2, . . . , 1− an) (òî
åñòü çàìåíèì âñå 1 íà 0, à âñå 0 íà 1). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîïîñòàâëåíèå çàäàåò âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàøèìè äâóìÿ ìíîæåñòâàìè.

Äàëüíåéøåå àíàëîãè÷íîìó ïåðâîìó ðåøåíèþ.
1.2. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, è a) äåëÿùèõñÿ íà 2 èëè íà 3; b) äåëÿùèõñÿ
íà 2, íà 3 èëè íà 5.

a) Îòâåò. 80 . Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak ìíîæåñòâî ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ 120, êîòîðûå
äåëÿòñÿ íà k.

Íàì íóæíî íàéòè ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ |A2∪A3|. Ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé�èñêëþ÷åíèé ïîëó÷àåì

|A2 ∪ A3| = |A2|+ |A3| − |A2 ∩ A3|.

Â ïåðåñå÷åíèè A2 è A3 ëåæàò ÷èñëà, êîòîðûå äåëÿòñÿ íà 2 è íà 3, ñòàëî áûòü, äåëÿòñÿ íà 6 è
A2 ∩ A3 = A6. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî |A2| = 60, |A3| = 40, |A6| = 20, ïîëó÷àåì |A2 ∪ A3| = 60 + 40− 20 = 80.

b) Îòâåò. 88 . Ðåøåíèå. Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ ïóíêòà a) ïîëó÷àåì

|A2 ∪ A3 ∪ A5| = |A2|+ |A3|+ |A5| − |A2 ∩ A3| − |A3 ∩ A5| − |A5 ∩ A2|+ |A2 ∩ A3 ∩ A5| =
= |A2|+ |A3|+ |A5| − |A6| − |A15| − |A10|+ |A30| =
= 60 + 40 + 24− 20− 8− 12 + 4 = 88.

1.3. Ñàìûé âûñîêèé ìàòåìàòèê ñðåäè øàõìàòèñòîâ è ñàìûé âûñîêèé øàõìàòèñò ñðåäè ìàòåìàòè-
êîâ � âñåãäà ëè ýòî îäèí è òîò æå ÷åëîâåê?

Îòâåò. Äà. Ðåøåíèå. Ýòîò ÷åëîâåê � ñàìûé âûñîêèé ÷åëîâåê ñðåäè ëþäåé, êîòîðûå îäíîâðå-
ìåííî ÿâëÿþòñÿ è ìàòåìàòèêàìè, è øàõìàòèñòàìè.
2.1. Äîêàæèòå, ÷òî C0

n + C1
n + . . .+ Cn

n = 2n.
Ðåøåíèå. Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ n�ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ñ îäíîé ñòîðîíû, îíî ðàâíî C0

n + C1
n + . . . + Cn

n (êîëè÷åñòâî 0�ýëåìåíòíûõ ïëþñ êîëè÷åñòâî 1�
ýëåìåíòíûõ ïëþñ è òàê äàëåå ïëþñ êîëè÷åñòâî n�ýëåìåíòíûõ).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîäìíîæåñòâ n�ýëåìåíòíîãî ìíî-
æåñòâà ðàâíî 2n.
2.2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàçäåëèòü 10 ÷åëîâåê íà äâå êîìàíäû ïî 5 ÷åëîâåê?
Îòâåò. C5

10/2. Ðåøåíèå. Äàâàéòå äëÿ íà÷àëà âûáåðåì ïåðâóþ êîìàíäó èç 5 ÷åëîâåê. Ýòî ìîæíî
ñäåëàòü C5

10 ñïîñîáàìè.
Òîãäà âòîðàÿ êîìàíäà îïðåäåëèòñÿ îäíîçíà÷íî. Äàâàéòå òåïåðü ïîñìîòðèì íà êàêîé-òî âàðèàíò

ðàçäåëèòü 10 ÷åëîâåê íà äâå êîìàíäû: êîìàíäà A è êîìàíäà B. Çàìåòèì, ÷òî ýòîò âàðèàíò ìû



ïîñ÷èòàëè äâà ðàçà: ïåðâûé ðàç, êîãäà ïåðâîé êîìàíäîé áûëà A, à âòîðîé � B; âòîðîé ðàç, êîãäà
ïåðâîé êîìàíäîé áûëà B, à âòîðîé � A.

Òàêèì îáðàçîì êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè äâà ðàçà, ïîýòîìó C5
10 íóæíî ïîäåëèòü íà 2.

2.3. a) Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ C2
n. b) Íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ C3

n.

Îòâåò. a)
n(n− 1)

2
; b)

n(n− 1)(n− 2)

6
. Ñì. ðåøåíèå çàäà÷è 3.1.

3.1. Âûâåäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ Ck
n.

Îòâåò.
n!

k!(n− k)!
. Ðåøåíèå. Íà ëåêöèè áûëî äîêàçàíî, ÷òî Ck

n ðàâíÿåòñÿ êîëè÷åñòâó ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòåé äëèíû n èç 0 è 1, â êîòîðûõ ðîâíî k åäèíèö.
Ïåðâîå ðåøåíèå. Äàâàéòå ïûòàòüñÿ âûáèðàòü òå k ìåñò, íà êîòîðûõ â íàøåé ïîëåäîâàòåëüíîñòè

ìîãóò ñòîÿòü 1.
Ïåðâàÿ åäèíèöà ìîæåò ñòîÿòü íà îäíîì èç n ìåñò.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ n âàðèàíòîâ åñòü n − 1 âàðèàíò, ãäå ìîæåò ñòîÿòü âòîðàÿ åäèíèöà. Òàêèì

îáðàçîì âûáðàòü ïåðâûå äâå åäèíèöû åñòü n(n− 1) âàðèàíòîâ.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ n(n− 1) âàðèàíòîâ åñòü n− 2 âàðèàíòà, ãäå ìîæåò ñòîÿòü òðåòüÿ åäèíèöà.

Òàêèì îáðàçîì âûáðàòü ïåðâûå òðè åäèíèöû åñòü n(n− 1)(n− 2) âàðèàíòîâ. È òàê äàëåå.
Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíî k ìåñò äëÿ åäèíèö åñòü n(n− 1) . . . (n− k+1) âàðèàíò.
Îäíàêî êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè äàëåêî íå îäèí ðàç. Íàïðèìåð, äëÿ k = 3 è âàðèàíòà

{1, 2, 3} ïîðÿäîê, â êîòîðîì ìû ìîãëè âûáðàòü ýòè 3 ìåñòà ìîã áûòü (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1),
(3, 1, 2), (3, 2, 1) � 6 âàðèàíòîâ.

Òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíî, ÷òî äëÿ k ìåñò êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè k! ñïîñîáàìè. Äëÿ
âàðèàíòà {a1, . . . , ak}, ïåðâûì âûáðàííûì ìåñòîì ìîæåò áûòü îäíî èç k ìåñò. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ
k âàðèàíòîâ åñòü k − 1 âàðèàíò âûáðàòü òî ìåñòî, êîòîðîå áûëî âòîðûì è òàê äàëåå.

Ñòàëî áûòü, Ck
n =

n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!
=

n(n− 1) . . . (n− k + 1)(n− k)!

k!(n− k)!
=

n!

k!(n− k)!
.

Âòîðîå ðåøåíèå. Äàâàéòå ñ÷èòàòü, äëÿ íà÷àëà, ÷òî ó íàñ âñå íóëè ðàçëè÷íû è âñå åäèíèöû
ðàçëè÷íû (òî åñòü ó íàñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç 01, 02, . . . , 0n−k, 11, 12, . . . , 1k). Òîãäà êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîé èç (ðàçëè÷íûõ) 0 è 1 áóäåò ðàâíî n! (íà ïåðâîå ìåñòî � ëþáóþ èç n
öèôð, äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà ïåðâîé öèôðû íà âòîðîå � ëþáóþ èç n− 1 îñòàâøèõñÿ è òàê äàëåå).

Äàâàéòå äëÿ óëó÷øåíèÿ ïîíèìàÿ âûïèøåì âñå ýòè âàðèàíòû íà äîñêó. Ïîñëå ýòîãî äàâàéòå ñîòðåì
âñå èíäåêñû ó íóëåé. Òîãäà êàæäàÿ èç îñòàâøèõñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóäåò íàïèñàíà (n − k)!
ðàç (ïîñêîëüêó èìåííî ñòîëüêî ñïîñîáîâ äëÿ îäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàïèñàòü èíäåêñû ó íóëåé).

Ïîýòîìó ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íà äîñêå îñòàíåòñÿ
n!

(n− k)!
. Ñîòðåì íåêîòîðûå âàðèàíòû òàê, ÷òî

êàæäûé âàðèàíò ïðèñóòñòâîâàë ðîâíî îäèí ðàç.
Òåïåðü ñîòðåì èíäåêñû ó âñåõ åäèíèö. Òîãäà êàæäûé âàðèàíò îêàæåòñÿ íàïèñàí íà äîñêå k! ðàç

(òàê êàê èìåííî ñòîëüêî ó íàñ åñòü ñïîñîáîâ äëÿ âàðèàíòà ïðèïèñàòü èíäåêñû åäèíèöàì). Ïîýòîìó

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ íà äîñêå îñòàíåòñÿ
n!

k!(n− k)!
.

Çàìå÷àíèå. Íåêîòîðûì ýòî ðåøåíèå äîëæíî íàïîìíèòü, êàê ìû ïåðåñòàâëÿëè áóêâû â ñëîâàõ.
Òàê îíî è åñòü: ìû ïåðåñòàâëÿåò �áóêâû�-öèôðû â ñëîâå 00 . . . 011 . . . 1 (n− k íóëåé, k åäèíèö).
3.2. Íîìåðîì áóäåì íàçûâàòü ïðîèçâîëüíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèôð (â îòëè÷èå îò ÷èñëà, íîìåð
ìîæåò íà÷èíàòüñÿ íà 0). Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò øåñòèçíà÷íûõ íîìåðîâ, ó êîòîðûõ ðîâíî òðè öèôðû
÷¼òíûå?

Îòâåò. C3
6 ·56. Ðåøåíèå. Äëÿ íà÷àëà âûáåðåì òå 3 ìåñòà, íà êîòîðûõ ó íàñ áóäóò ñòîÿòü ÷åòíûå

öèôðû. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C3
6 ñïîñîáàìè.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü 56 âàðèàíòîâ çàïèñàòü íîìåð, ó êîòîðîãî ÷åòíûå öèôðû áóäóò
èìåííî íà ýòèõ ìåñòàõ: íà êàæäîì ìåñòå ìîæåò ñòîÿòü îäíà èç 5 öèôð.
3.3. Íà ïëîñêîñòè ëåæàò íåñêîëüêî ïðÿìûõ, ðàçáèâàþùèõ åå íà ÷àñòè. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî
ýòè ÷àñòè ìîæíî çàêðàñèòü â 2 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì, òî åñòü òàê, ÷òîáû ëþáûå äâå ÷àñòè,
ãðàíè÷àùèå ïî îòðåçêó, áûëè çàêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà.

Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî ÷èñëó ïðÿìûõ.
Áàçà. n = 0.



Åñëè ïðÿìûõ íåò, òî êðàñèì ïëîñêîòü â îäèí öâåò è òîãäà ëþáûå äâå ÷àñòè, ãðàíè÷àùèå ïî
îòðåçêó, áóäóò çàêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà, ïîñêîëüêó ïîïðîñòó íåò ÷àñòåé, ãðàíè÷àùèõ ïî îòðåçêó.1

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè: Åñëè íà ïëîñêîñòè ëåæàò k ïðÿìûõ, òî ÷àñòè, íà êîòîðûå îíè ðàçáè-

âàþò ïëîñêîñòü, ìîæíî çàêðàñèòü â 2 öâåòà ïðàâèëüíûì îáðàçîì.
Ó íàñ åñòü k + 1 ïðÿìàÿ íà ïëîñêîñòè. Äàâàéòå óáåðåì îäíó èç ïðÿìûõ. Òîãäà íà ïëîñêîñòè

îñòàíåòñÿ k ïðÿìûõ è ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Çàêðàñèì ÷àñòè íà êîòîðûå
ýòè k ïðÿìûõ ðàçáèâàþò ïëîñêîñòü ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Òåïåðü âñïîìíèì îá óáðàíîé, k + 1�îé, ïðÿìîé. Îíà ïîäåëèò ïëîñêîñòü íà äâå ïîëóïëîñêîñòè.
Äàâàéòå â îäíîé èç ïîëóïëîñêîñòåé èçìåíèì âñå öâåòà íà ïðîòèâîïîëîæíûå.

Òåïåðü íàäî ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàñêðàñêà ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì
äâà ñëó÷àÿ: åñëè ÷àñòè ãðàíè÷àò ïî îòðåçêó, íå ëåæàùåìó íà k + 1�îé ïðÿìîé, èëè ïî îòðåçêó, íà
íåé ëåæàùåìó.

Â ïåðâîì ñëó÷àå ÷àñòè áóäóò ðàçíîãî öâåòà, òàê êàê îíè áûëè ðàçíîãî öâåòà äî äîáàâëåíèÿ k+1�
îé ïðÿìîé, ïîñëå äîáàâëåíèÿ è ïîñëå ïåðåêðàøèâàíèÿ. Âî âòîðîì ñëó÷àå, òàê êàê ïîñëå äîáàâëåíèÿ
k + 1�îé ïðÿìîé, íî äî ïåðåêðàøèâàíèÿ ýòè ÷àñòè áûëè îäíîãî öâåòà, à ïîòîì ìû èçìåíèëè öâåò â
îäíîé èç ÷àñòåé. Ïåðåõîä äîêàçàí.2

4.1. Íàéäèòå, ïîæàëóéñòà, êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü 16 ÷åëîâåê íà ïàðû.

Îòâåò.
16!

28 · 8!
. Ðåøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Äàâàéòå âûáåðåì ïåðâóþ ïàðó. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü

C2
16 ñïîñîáàìè.
Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ åñòü C2

14 ñïîñîáîâ âûáðàòü âòîðóþ ïàðó. Ñòàëî áûòü, âûáðàòü
ïåðâûå äâå ïàðû åñòü C2

16 · C2
14 ñïîñîáà. È òàê äàëåå.

Âûáðàòü ïîñëåäîâàòåëüíî 8 ïàð åñòü C2
16 · C2

14 · . . . · C2
2 =

16 · 15
2
·
14 · 12

2
· . . . ·

2 · 1
2

=
16!

28
ñïîñîáîâ.

Àíàëîãè÷íî ðåøåíèþ çàäà÷è 3.1 âàðèàíò {a1, . . . , a8} ðàçáèåíèÿ íà ïàðû ìû ïîñ÷èòàëè 8! ðàç..
Âòîðîå ðåøåíèå. Äàâàéòå ðàññòàâèì âñåõ ëþäåé ïî ïîðÿäêó è â ïåðâóþ ïàðó îòïðàâèì ïåðâûõ

äâóõ ëþäåé, âî âòîðóþ � ñëåäóþùèõ äâîèõ è òàê äàëåå. Ðàññòàâèòü ëþäåé ïî ïîðÿäêó åñòü 16!
ñïîñîáîâ.

Èç-çà ÷åãî â òàêîì ðåøåíèè ìû ïîñ÷èòàåì îäèí è òîò æå âàðèàíò íåñêîëüêèìè ñïîñîáàìè? Âî-
ïåðâûõ, ïîòîìó ÷òî åñëè ìû ïîìåíÿåì äâóõ ÷åëîâåê ìåñòàìè â îäíîé ïàðå, òî îò ýòîãî ðàçáèåíèå íå
èçìåíèòñÿ. Ïîýòîìó íàäî 16! ïîäåëèòü íà 28 (ïî îäíîé äâîéêå íà êàæäóþ ïàðó).

Âî-âòîðûõ, åñëè ìû òåïåðü ïåðåñòàâèì ïàðû ìåñòàìè, òî ðàçáèåíèå òàêæå íå èçìåíèòñÿ. Ïåðå-
ñòàâèòü 8 ïàð ìåñòàìè åñòü 8! ñïîñîáîâ. Ïîýòîìó 16!/28 íàäî ïîäåëèòü åùå è íà 8!. Òåïåðü êàæäûé
âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè ðîâíî îäèí ðàç.

Ïëàí òðåòüåãî ðåøåíèÿ. Äàâàéòå âûáåðåì èç 16 ÷åëîâåê êàêèõ-òî 8. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C8
16

ñïîñîáàìè. Ïîñëå ýòîãî äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ âàðèàíòîâ åñòü 8! ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå
êàæäîìó ÷åëîâåêó èç âûáðàííûõ êîãî-òî îäíîãî èç îñòàâøèõñÿ. Òàêèì îáðàçîì ó íàñ ïîëó÷àåòñÿ
C8

16 · 8! ñïîñîáîâ.
Íî çàìåòèì, ÷òî êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè 28 ðàç, òàê êàê ìû ìîæåì äëÿ êàæäîé ïàðû èëè

ïîìåíÿòü â íåé äâóõ ÷åëîâåê ìåñòàìè (òî åñòü âûáðàòü â ïåðâîíà÷àëüíîå ìíîæåñòâî èç 8 ÷åëîâåê íå
ñàìîãî ÷åëîâåêà, à åãî ïàðòíåðà, îò ýòîãî ðàçáèåíèå íå èçìåíèòñÿ), èëè íå ïîìåíÿòü.

Ñòàëî áûòü îòâåò
C8

16 · 8!
28

=
16!
8!·8! · 8!
28

=
16!

28 · 8!
.

4.2. Äîêàæèòå àëãåáðàè÷åñêè (ò.å. èñïîëüçóÿ ôîðìóëó), ÷òî Ck
n+1 = Ck

n + Ck−1
n .

Ðåøåíèå.

Ck
n + Ck−1

n =
n!

k!(n− k)!
+

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
=

n!

(k − 1)!(n− k)!

(
1

k
+

1

n− k + 1

)
=

=
n!

(k − 1)!(n− k)!
· n− k + 1 + k

k(n− k + 1)
=

(n+ 1)!

k!(n+ 1− k)!
= Ck

n+1.

1Ïî÷åìó â ïîåçäàõ ñòîï-êðàíû êðàñíûå, à â ñàìîëåòàõ � ãîëóáûå?
2Äðóæåñêèé ñîâåò: íàðèñóéòå êàðòèíêó.



4.3. Â ãðàôå íà n âåðøèíàõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò 9. Äîêàæèòå, ÷òî åãî âåðøèíû
ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì, òî åñòü òàê, ÷òîáû âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì,
áûëè ðàçíîãî öâåòà.

Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. n = 1 � î÷åâèäíî (óæ îäíó òî âåðøèíó ìû òî÷íî ïîêðàñèì).
Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Åñëè â ãðàôå íà k âåðøèíàõ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû íå ïðåâîñõîäèò

9, òî åãî âåðøèíû ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ ïðàâèëüíûì îáðàçîì.
Ðàññìîòðèì ãðàô íà k + 1�îé âåðøèíå, ñòåïåíü êàæäîé èç âåðøèí êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 9.

Âûáåðåì êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó è çàáóäåì î íåé. Òîãäà â îñòàâøåìñÿ ãðàôå áóäåò k âåðøèí è ñòåïåíü
êàæäîé íå ïðåâîñõîäèò 9. Òîãäà, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè èõ ìîæíî ïîêðàñèòü â 10 öâåòîâ
ïðàâèëüíûì îáðàçîì.

Âñïîìíèì î çàáûòîé, k + 1�îé, âåðøèíå. Åå ñòåïåíü íå ïðåâîñõîäèò 9, çíà÷èò ñðåäè âåðøèí,
ñ êîòîðûìè îíà ñîåäèíåíà, íå áîëåå 9 öâåòîâ. Çíà÷èò, ñóùåñòâóåò öâåò, êîòîðîãî ñðåäè íèõ íåò.
Ïîêðàñèì ýòó âåðøèíó â ýòîò öâåò. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷èâøàÿñÿ ðàñêðàñêà � ïðàâèëüíàÿ. Ïåðåõîä
äîêàçàí.
5.1. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîñòàâèòü íà øàõìàòíóþ äîñêó òàê, ÷òîáû îíè íå áèëè äðóã
äðóãà a) òðè ëàäüè; b) äâóõ êîðîëåé?

Îòâåò. a)
64 · 49 · 36

3!
; b)

4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55
2

. Ðåøåíèå. a) Ïîñòàâèòü ïåðâóþ ëàäüþ åñòü 64

ñïîñîáà. Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ 64 ñïîñîáîâ åñòü 49 ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü âòîðóþ ëàäüþ (òàê êàê ó íàñ
åñòü 7 ñòðîê è 7 ñòîëáöîâ, íà êîòîðûå ìû ìîæåì ïîñòàâèòü). Àíàëîãè÷íî, ïîñòàâèòü òðåòüþ ëàäüþ
ó íàñ åñòü 36 ñïîñîáîâ. Òàêèì îáðàçîì, ïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíî 3 ëàäüè åñòü 64 · 49 · 36 ñïîñîáîâ.

Åñëè ìû òåïåðü âîçüìåì âàðèàíò ðàññòàíîâêè ëàäåé íà ìåñòà a, b, c, òî ñóùåñòâóåò 3! â êàêîì
ïîðÿäêå ìû ìîãëè èõ âûáèðàòü (ïåðâûì îäíî èç òðåõ ìåñò, âòîðûì � îäíî èç äâóõ îñòàâøèõñÿ).
Ïîýòîìó êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè 3! ñïîñîáàìè, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.

b) Èíòåðåñ ýòîé çàäà÷è â òîì, ÷òî íå äëÿ êàæäîãî èç 64 âàðèàíòîâ ïîñòàâèòü ïåðâîãî êîðîëÿ
îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ïîñòàâèòü âòîðîãî.

Åñëè ìû ïîñòàâèì ïåðâîãî êîðîëÿ â óãîë, òî ó íàñ áóäåò 60 âàðèàíòîâ ïîñòàâèòü âòîðîãî êîðîëÿ.
Åñëè íà êðàé, íî íå â óãîë, òî 58. Åñëè íå íà êðàé, òî 55. Òàêèì îáðàçîì ïîñòàâèòü ïîñëåäîâàòåëüíî
äâóõ êîðîëåé åñòü 4 · 60 + 24 · 58 + 36 · 55 âàðèàíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé âàðèàíò ìû ïîñ÷èòàëè äâàæäû, îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.
5.2. Â ìàëåíüêîì ïðèõîäå ãðàôñòâà Ëèïøèð âñåãî 5 óñàäåá, íåêîòîðûå èç íèõ ñîåäèíåíû äîðîãàìè.
Èçâåñòíî, ÷òî ëþáûå äâå äîðîãè èìåþò îáùèé êîíåö. Äîêàæèòå, ÷òî íàéäóòñÿ òðè óñàäüáû, íèêàêèå
äâå èç êîòîðûõ íå ñîåäèíåíû äîðîãîé.

Ðåøåíèå. Åñëè äîðîã íåò âîîáùå, òî óòâåðåæäåíèå çàäà÷è î÷åâèäíî. Èíà÷å ðàññìîòðèì êàêóþ-
íèáóäü äîðîãó, ñîåäèÿþùóþ óñàäüáû A è B. Òîãäà ëþáàÿ îñòàâøàÿñÿ äîðîãà èìååò îäèí èç êîíöîâ
èëè A èëè B, à çíà÷èò ìåæäó îñòàâøèìèñÿ òðåìÿ óñàäüáàìè äîðîã íåò.
5.3. Äîêàæèòå ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n > 1 âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(n− 1) · n
=

n− 1

n
.

Ðåøåíèå. Ïåðâîå ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà. n = 2:
1

1 · 2
=

2− 1

2
.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè.
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(k − 1) · k
=

k − 1

k
.

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

k · (k + 1)
=

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(k − 1) · k
+

1

k · (k + 1)
=

=
k − 1

k
+

1

k · (k + 1)
=

k2 − 1 + 1

k · (k + 1)
=

k

k + 1
.



Ïåðâîå ðàâåíñòâî � çäðàâûé ñìûñë, âòîðîå � ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, âñå îñòàëüíûå � ðåçóëüòàò
ïðåîáðàçîâàíèé. Ïåðåõîä äîêàçàí.

Âòîðîå ðåøåíèå.3 Çàìåòèì, ÷òî
1

k(k + 1)
=

1

k
−

1

k + 1
. Òîãäà

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

(n− 1) · n
=

1

1
− 1

2
+

1

2
− 1

3
+ . . .+

1

n− 1
− 1

n
= 1− 1

n
=

n− 1

n
.

6.1. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò 10-çíà÷íûõ ÷èñåë, â êîòîðûõ èìååòñÿ õîòÿ áû äâå îäèíàêîâûå öèôðû?
Îòâåò. 9 · 109 − 9 · 9! . Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî âñåãî 10-çíà÷íûõ ÷èñåë 9 · 109 (íà ïåðâîå ìåñòî

...).
Ïîñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ÷èñåë, â êîòîðûõ íåò äâóõ îäèíàêîâûõ öèôð. Èíûìè ñëîâàìè, â êîòîðûõ

âñå öèôðû ðàçëè÷íû. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî èõ 9 · 9! (íà ïåðâîå ìåñòî ...), îòêóäà è ñëåäóåò îòâåò.
6.2. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: F0 = 0, F1 = 1 è äëÿ ëþáîãî
íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî Fn+1 = Fn + Fn−1. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî
F1 + F2 + . . .+ Fn = Fn+2 − 1.

Ðåøåíèå. Äîêàçàòåëüñòâî áóäåì âåñòè èíäóêöèåé ïî n.
Áàçà. n = 1: Äëÿ íà÷àëà çàìåòèì, ÷òî F2 = F1 + F0 = 1, F3 = F2 + F1 = 2. Òåïåðü áàçà î÷åâèäíà:

F1 = F3 − 1 èëè 1 = 2− 1.
Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.
Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. F1 + F2 + . . .+ Fk = Fk+2 − 1.

F1 + F2 + . . .+ Fk+1 = F1 + F2 + . . .+ Fk + Fk+1 = Fk+2 − 1 + Fk+1 = Fk+3 − 1.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî � çäðàâûé ñìûñë, âòîðîå � ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, òðåòüå � îïðåäåëåíèå ÷èñåë
Ôèáîíà÷÷è. Ïåðåõîä äîêàçàí.
6.3. Äîêàæèòå, ÷òî â äåðåâå, â êîòîðîì õîòÿ áû äâå âåðøèíû, åñòü õîòÿ áû äâå âèñÿ÷èå âåðøèíû.
Ðåøåíèå. Ðåøåíèå â òî÷íîñòü ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî óòâåðåæäåíèÿ ïðî 1 âèñÿ÷óþ âåðøèíó

(ñì. ëåêöèè ïî ãðàôàì), òîëüêî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé âåðøèíû íóæíî âûáðàòü âèñÿ÷óþ (êîòîðàÿ
åñòü ïî äîêàçàííîìó óòâåðæäåíèþ).
7.1. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíû 10, òî ïîñëå óäàëåíèÿ ëþáîãî
ðåáðà ãðàô îñòàíåòñÿ ñâÿçíûì.

Ðåøåíèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáðà ãðàô ðàñïàëñÿ íà äâå êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè.
Çàìåòèì, ÷òî êîíöû ðåáðà ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå

òàê, òî ìåæäó íèìè åñòü ïóòü. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ãðàô îñòàëñÿ ñâÿçíûì. Ðàññìîòðèì ëþáûå äâå
âåðøèíû. Ïî óñëîâèþ, â èñõîäíîì ãðàôå ìåæäó íèìè áûë ïóòü. Åãî ìîãëî íå ñòàòü òîëüêî èçç-çà
òîãî, ÷òî îí ïðîõîäèë ÷åðåç âûêèíóòîå ðåáðî. Çàìåíèâ ýòî ðåáðî â ïóòè íà ïóòü ìåæäó íèìè, ìû
ïîëó÷èì ìàðøðóò, ñîåäèíÿþùèé äâå âûáðàííûå âåðøèíû.

Èòàê, âåðøèíû ðåáðà ëåæàò â ðàçíûõ êîìïîíåíòàõ ñâÿçíîñòè. Çíà÷èò, â êàæäîé èç íèõ ðîâíî ïî
îäíîé âåðøèíå ñòåïåíè 9, à âñå îñòàëüíûå ñòåïåíè 10, ïðîòèâîðå÷èå ñ ëåììîé î ðóêîïîæàòèÿõ.
7.2. Íàéäèòå êîýôôèöèåíò ïðè akblcn−k−l ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ â âûðà-
æåíèè (a+ b+ c)n.

Îòâåò. Ck
n · C l

n−k . Ðåøåíèå.

(a+ b+ c)n = (a+ b+ c) · . . . · (a+ b+ c)︸ ︷︷ ︸
n ðàç

Àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó áèíîìà Íüþòîíà (ñì. ëåêöèþ ïî êîìáèíàòðèêå) çàìåòèì, ÷òî äëÿ
òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü îäíî÷ëåí akblcn−k−l íàì íóæíî èç k ñêîáîê âûáðàòü a, èç l ñêîáîê âûáðàòü b,
à èç îñòàëüíûõ � c. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî Ck

n · C l
n−k ñïîñîáàìè.

7.3. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

13 + 23 + . . .+ n3 = (1 + 2 + . . .+ n)2.

3Äà-äà, íå ïî èíäóêöèè, íî ðåøåíèå æå êëàññíîå.



Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî 1 + 2 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
, ïîýòîìó íàì äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

13 + 23 + . . .+ n3 =
n2(n+ 1)2

4
.

Äîêàæåì åãî èíäóêöèåé ïî n.

Áàçà. n = 1: 13 =
1222

4
.

Ïåðåõîä. n = k −→ n = k + 1.

Ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. 13 + 23 + . . .+ k3 = k2(k+1)2

4
.

13 + 23 + . . .+ (k + 1)3 =
k2(k + 1)2

4
+ (k + 1)3 =

(k2 + 4k + 4)(k + 1)2

4
=

(k + 1)2(k + 2)2

4
,

ïåðåõîä äîêàçàí.


