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Ðàçáîð çàäà÷

13.0. Ðàçëîæèòå 2014 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Çàïîìíèòå ýòî ðàçëîæåíèå!
Îòâåò. 2 · 19 · 53

13.1. ×åìó ðàâåí (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n åäèíèö

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m åäèíèö

)?

Îòâåò. 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(n,m) åäèíèö

Ðåøåíèå. Ïóñòü n > m. Ñîãëàñíî ëåììå èç àëãîðèòìà Åâêëèäà:

(11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

) = (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−m

00 . . . 0︸ ︷︷ ︸
m

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

) = (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−m

·10m, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

).

Çàìåòèì, ÷òî (10m, 11 . . . 1) = 1, ïîýòîìó 10m ìîæíî óáðàòü. Èìååì:

(11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

) = (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n−m

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

).

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïàðû êîëè÷åñòâà åäèíèö (n;m) ìû ïðîäåëàëè îäíó îïåðàöèþ àëãîðèòìà Åâ-
êëèäà (èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷ëè ìåíüøåå). Ïðîäîëæàÿ òàêèì îáðàçîì, ÷åðåç íåñêîëüêî äåéñòâèé,
êîëè÷åñòâà åäèíèö ñòàíåò ðàâíî (n,m) è 0. Òî åñòü

(11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
n

, 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m

) = . . . = (11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(n,m)

, 0) = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
(n,m)

.

13.2. Ïóñòü a = pα1
1 · . . . · pαs

s , b = pβ11 · . . . · pβss . Äîêàæèòå, ÷òî
a) (a, b) = p

min(α1,β1)
1 · . . . · pmin(αs,βs)

s , ãäå min(x, y) � ýòî íàèìåíüøåå èç ÷èñåë x è y;

b) [a, b] = p
max(α1,β1)
1 · . . . · pmax(αs,βs)

s , ãäå max(x, y) � ýòî íàèáîëüøåå èç ÷èñåë x è y;
ñ) (a, b) · [a, b] = a · b.

Ðåøåíèå. a) Ïóñòü d � îáùèé äåëèòåëü a è b. Òîãäà â ðàçëîæåíèå d íå ìîãóò âõîäèòü ïðîñòûå

äåëèòåëè, îòëè÷íûå îò p1, . . . , ps. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü d
... q 6= pi. Òîãäà ó ÷èñëà a áóäåò äâà

êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ: â îäíîì q íåò, â äðóãîì a = d · y = q · xy � åñòü. Ïðîòèâîðå÷èå ñ
îñíîâíîé òåîðåìîé àðèôìåòèêè. Çíà÷èò d = pδ11 · . . . · pδss .

Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî δi 6 αi (åñëè íå òàê, òî ó a áóäóò äâà êàíîíè÷åñêèõ ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ: â îäíîì pi â ñòåïåíè αi, â äðóãîì � â ñòåïåíè ñòðîãî áîëüøåé, ÷åì αi). Àíàëîãè÷íî δi 6 βi,
çíà÷èò δi 6 min(αi, βi).

Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé íàáîð δi, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòîìó óñëîâèþ ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó îáùåìó
äåëèòåëþ a è b. Íàèáîëüøèì èç íèõ, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ òî, â êîòîðîì δi ìàêñèìàëüíî, òî åñòü
δi = min(αi, βi).

b) Àíàëîãè÷íî, ïóñòü c = pγ11 · . . . ·pγss ·q
ε1
1 · . . . ·qεtt � îáùåå êðàòíîå a è b. Àíàëîãè÷íî ðàññóæäåíèþ

ïóíêòà a) ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî γi > αi, γi > βi, ïðî εi ìîæíî òîëüêî ñêàçàòü, ÷òî îíè íåîòðèöàòåëüíû.
Çíà÷èò γi > max(αi, βi), εi > 0. Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé íàáîð γi, εi, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì óñëîâèÿì

ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó îáùåìó êðàòíîìó ýòèõ äâóõ ÷èñåë. Íàèìåíüøèì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ òî, äëÿ
êîòîðîãî γi = max(αi, βi), εi = 0.

ñ) Ñëåäóåò èç ïóíêòîâ a) è b) è òîãî ôàêòà, ÷òî min(x, y) + max(x, y) = x+ y äëÿ ëþáûõ x è y.

14.1. Ïóñòü a > 1 � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Íàéäèòå (an − 1, am − 1).
Îòâåò. a(n,m) − 1. Ðåøåíèå. Ïóñòü n > m. Ïî ëåììà èç àëãîðèòìà Åâêëèäà

(an − 1, am − 1) = (an − am, am − 1) = (am(an−m − 1), am − 1).

Çàìåòèì, ÷òî (am, am − 1) = (1, am − 1) = 1, ïîýòîìó am ìîæíî óáðàòü. Çíà÷èò,

(an − 1, am − 1) = (an−m − 1, am − 1).

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ïàðû ñòåïåíåé (m;n) ìû èç áîëüøåãî ÷èñëà âû÷ëè ìåíüøåå. Ïðîäîëæàÿ, ðàíî
èëè ïîçäíî (ñîãëàñíî àëãîðèòìó Åâêëèäà) ìû ïîëó÷èì ïàðó (n,m) è 0, òî åñòü

(an − 1, am − 1) = (an−m − 1, am − 1) = . . . = (a(n,m) − 1, a0 − 1) = a(n,m) − 1.



14.2. Ïóñòü p � ïðîñòîå è n < p < 2n. Äîêàæèòå, ÷òî Cn
2n äåëèòñÿ íà p.

Ðåøåíèå. Cn
2n =

(2n)!

n! · n!
. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëèòåëü äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p, à çíàìåíàòåëü � íåò.

Òîãäà, òàê êàê Cn
2n � öåëîå, òî îíî äåëèñÿ íà p.

15.1. Ïóñòü a) n = pqr2; b) n = pα1
1 · pα2

2 · . . . · pαs
s . Íàéäèòå ñóììó äåëèòåëåé ÷èñëà n.

Îòâåò. a) (1+p)(1+q)(1+r+r2); b) (1+p1+. . .+p
α1
1 )·. . .·(1+ps+. . .+pαs

s ). Ðåøåíèå. Äîêàæåì
òîëüêî ïóíêò b) (ïîñêîëüêó ïóíêò a) ÿâëÿåòñÿ åãî ÷àñòíûì ñëó÷àåì). Çàìåòèì, ÷òî âñå äåëèòåëè
÷èñëà n èìåþò âèä pβ11 · p

β2
2 · . . . · pβss , ãäå 0 6 βi 6 αi. Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê

êàæäîå èç ýòèõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èòñÿ, ïîëó÷èòñÿ ðîâíî îäèí ðàç è íèêàêèõ äðóãèõ ñëàãàåìûõ íå
âîçíèêíåò (äîñòàòî÷íî âçÿòü èç ïåðâîé ñêîáêè pβ11 , èç âòîðîé � pβ22 , . . . , èç ïîñëåäíåé � pβss ).

Çàìå÷àíèå. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 1 + x + . . . + xn = (xn+1 − 1)/(x − 1), îòâåò â ïóíêòå b) ìîæíî

ïåðåïèñàòü â âèäå
pα1+1
1 − 1

p1 − 1
· . . . ·

pαs+1
s − 1

ps − 1

15.2. Ìîæåò ëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 8 è äàâàòü îñòàòîê îñòàòîê 10 ïðè äåëåíèè íà 12?
Îòâåò. Íåò, íå ìîæåò. Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ÷èñëî äàåò îñòàòîê 10 ïðè äåëåíèè íà 12,

òî îíî èìååò âèä 12k+10, è äàåò îñòàòîê 2 ïðè äåëåíèè íà 4. À ÷èñëî, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 8, äåëèòñÿ
è íà 4, òî åñòü äàåò îñòàòîê 0 ïðè äåëåíèè íà 4.

Çàìå÷àíèå. Åñëè ÷èñëî äåëèòñÿ íà 4, òî ïðè äåëåíèè íà 12 îíî ìîæåò äàâàòü îñòàòêè òîëüêî 0,
4 è 8.


