
Ãèìíàçèÿ 1543, ÂÌØ 7 êëàññ Ñïèñîê íîìåð äâà

Íàïîìèíàåì, ÷òî íîìåð 4.6 îçíà÷àåò 6àÿ çàäà÷à 4îé ñåðèè, f îçíà÷àåò çàäàíèå íà
îñåííèå êàíèêóëû, w � íà çèìíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ïðåäëîæåííûé ñïèñîê � ëèøü íåêîòîðûå îáùèå íàçâàíèÿ äëÿ
ñåìåéñòâ çàäà÷. Â áèëåòå âàì áóäåò ïðåäëîæåíî ðàññêàçàòü ðåøåíèå îäíîé èëè
íåñêîëüêèõ çàäà÷, óêàçàííûõ â ñêîáêàõ, âîçìîæíî, ñ íåáîëüøèìè èçìåíåííèÿìè,
íå âëèÿþùèìè íà ðàññóæäåíèÿ..

1. ×åòíîñòü (çàäà÷è 1.3a, 14.1).

2. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà (çàäà÷è 1.6, 2.2, 3.3, f.4).

3. Ïîäñ÷åò äâóìÿ ñïîñîáàìè (çàäà÷è 2.4, 3.6, f.8).

4. Ïðèçíàêè ðàâíîîñòàòî÷íîñòè ïðè äåëåíèè íà 3, íà 9 (çàäà÷è 5.6, f.11, 6.2, 12.4).

5. Àðèôìåòèêà îñòàòêîâ (çàäà÷è 3.4, 3.5, 4.1, w.1; 9.4, 10.4).

6. Çàöèêëèâàíèå (çàäà÷è 3.1d, 4.4b, 5.1, 12.6).

7. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðèíöèï Äèðèõëå (çàäà÷è 5.3, 5.5, 6.5, 13.3, 17.2).

8. Ãðàôû. Ïîäñ÷åò ÷èñëà ðåáåð (çàäà÷è 9.3, 10.3, 16.6).

9. Ãðàôû. Ðàçíîå (çàäà÷è 10.1, 11.3, 11.4, w.4, w.9).

10. Ïðèíöèï êðàéíåãî (çàäà÷è 13.1, 14.7, 15.1b, 17.5).

11. Ðàñêðàñêè. Ðàçíîå (çàäà÷è 15.5, 16.3).

12. Àëãåáðà. Ðàáîòà ñ âûðàæåíèÿìè (çàäà÷è 7.4, 9.6, 10.5, 16.2).

13. Àëãåáðà. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ (çàäà÷è 12.7, 13.7, 14.5, 14.6).

Ìàòåðèàëû, à òàêæå ïîëåçíàÿ èíôîðìàöèÿ åñòü íà ñàéòå:

http://www.mccme.ru/s43/math/



1. ×åòíîñòü (çàäà÷è 1.3a, 14.1).

• Ñóùåñòâóþò ëè 3 íàòóðàëüíûõ ÷èñëà, ïîïàðíûå ñóììû êîòîðûõ ðàâíû a) 1542,
1543, 1544?

• Ìàãè÷åñêèì êâàäðàòîì íàçûâàåòñÿ êâàäðàò, â êîòîðîì ñóììû ÷èñåë â êàæäîì
ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ìîæíî ëè ñîñòàâèòü ìàãè÷åñêèé
êâàäðàò èç ïåðâûõ 64 ïðîñòûõ ÷èñåë?

2. Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà (çàäà÷è 1.6, 2.2, 3.3, f.4).

• Óìíàÿ äåâî÷êà Ìàøà âçÿëà òðåõíà÷íîå ÷èñëî è íàïèñàëà åãî äâàæäû. Äîêà-
æèòå, ÷òî ïîëó÷åííîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7.

• Èç ïÿòèçíà÷íîãî ÷èñëà âû÷ëè ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Äîêàæèòå, ÷òî ïîëó÷èâøååñÿ ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11.

• Ëåîíèä Àíäðååâè÷ óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè ê ëþáîìó äâóõçíà÷íîìó ÷èñëó ïðèïè-
ñàòü ñïðàâà ÷èñëî, çàïèñàííîå òåìè æå öèôðàìè, íî â îáðàòíîì ïîðÿäêå, òî ïîëó÷èì
÷åòûðåõçíà÷íîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà 11 áåç îñòàòêà. Äîêàæèòå, ÷òî âàø ïðåïîäàâà-
òåëü ïðàâ.

• Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî ababab äåëèòñÿ íà 37.

3. Ïîäñ÷åò äâóìÿ ñïîñîáàìè (çàäà÷è 2.4, 3.6, f.8).

• Ìîæíî ëè âïèñàòü â êëåòêè äîñêè 8×8 ðàçëè÷íûå ÷èñëà îò 1 äî 64, òàê, ÷òîáû
â ëþáîì êâàäðàòèêå 2× 2 ñóììà çàïèñàííûõ ÷èñåë áûëà ðàâíà 120?

• Â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå 8 ñòîëáöîâ, ñóììà â êàæäîì ñòîëáöå � ïî 10, à â
êàæäîé ñòðîêå � ïî 20. Ñêîëüêî â òàáëèöå ñòðîê?

• Ìîæíî ëè â êëåòêàõ ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû 15 × 43 ðàññòàâèòü ÷èñëà òàê,
÷òîáû ñóììà ÷èñåë â êàæäîé ñòðîêå ðàâíÿëàñü 239, à â êàæäîì ñòîëáöå � 146 ?

4. Ïðèçíàêè ðàâíîîñòàòî÷íîñòè ïðè äåëåíèè íà 3, íà 9 (çàäà÷è 5.6, f.11, 6.2, 12.4).

• Èçíà÷àëüíî íà äîñêå íàïèñàíî 1. Ê ÷èñëó ïðèáàâëÿþò ñóììó åãî öèôð, ïîñëå
ýòîãî ñòàðîå ÷èñëî ñòèðàþò è çàïèñûâàþò íîâîå. Äîêàæèòå, ÷òî ìû íèêîãäà íå
ïîëó÷èì ÷èñëî âèäà 99 . . . 9.

• Ìîæåò ëè áûòü êâàäðàòîì ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç 30-òè åäèíèö è ñêîëüêî
óãîäíî íóëåé?

• Íà äîñêå íàïèñàíî ÷èñëî, çàïèñàííîå îäíèìè 9 è 0. Êàæäóþ ìèíóòó ÷èñëî íà
äîñêå ñòèðàþò è âìåñòî íåãî çàïèñûâàþò ñóììó åãî öèôð. Òàê ïðîäîëæàåòñÿ, ïîêà
íà äîñêå íå îñòàíåòñÿ îäíîçíà÷íîå ÷èñëî. Êàêîå?

• Íàñòÿ ïåðåñòàâèëà öèôðû â íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì ÷èñëå, è îò ýòîãî îíî
óìåíüøèëîñü ðîâíî â òðè ðàçà. Äîêàæèòå, ÷òî Íàñòèíî ÷èñëî äåëèëîñü a) íà 9;
b) íà 27.

5. Àðèôìåòèêà îñòàòêîâ (çàäà÷è 3.4, 3.5, 4.1, w.1; 9.4, 10.4).

• Äîêàæèòå, ÷òî n5 + 4n äåëèòñÿ íà 5 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
• Äîêàæèòå, ÷òî n2 + 1 íå äåëèòñÿ íà 3 íè ïðè êàêîì íàòóðàëüíîì n.
• Äîêàæèòå, ÷òî n3 + 2n äåëèòñÿ íà 3 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì n.
• Äîêàæèòå, ÷òî n3 − n äåëèòñÿ íà 24 ïðè ëþáîì íå÷åòíîì n.
• Äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y, z èçâåñòíî, ÷òî x2 + y2 = z2. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû

îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 3.
• Äëÿ íàòóðàëüíûõ x, y, z èçâåñòíî, ÷òî x2 + y2 = z2. Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû

îäíî èç íèõ äåëèòñÿ íà 5.



6. Çàöèêëèâàíèå (çàäà÷è 3.1d, 4.4b, 5.1, 12.6).

• Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ d) 22010 íà 5.
• Âû÷èñëèòå îñòàòîê ïðè äåëåíèè b) 3100 íà 7;
• Íàéäèòå îñòàòîê îò äåëåíèÿ 10100 ïðè äåëåíèè íà 7.
• Íà êàêóþ öèôðó îêàí÷èâàåòñÿ ÷èñëî 2 · 22 · 23 · . . . · 250?

7. Äîêàçàòåëüñòâî îò ïðîòèâíîãî. Ïðèíöèï Äèðèõëå (çàäà÷è 5.3, 5.5, 6.5, 13.3, 17.2).

• Ê ïðàçäíèêó çàë óêðàñèëè 50 âîçäóøíûìè øàðèêàìè. Äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè
íèõ íàéäóòñÿ ëèáî 8 îäíîöâåòíûõ, ëèáî 8 øàðèêîâ ðàçíûõ öâåòîâ.

• Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 7 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà, ñóììà èëè ðàçíîñòü
êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 10. b) Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáûõ 11 ÷èñåë ìîæíî âûáðàòü äâà
ñóììà èëè ðàçíîñòü êîòîðûõ äåëèòñÿ íà 19.

• 16 ìàëü÷èêîâ ïîøëè â ëåñ çà ãðèáàìè. Âñåãî îíè íàáðàëè 100 ãðèáîâ. Äîêàæèòå,
÷òî êàêèå-òî äâà ìàëü÷èêà íàáðàëè îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðèáîâ.

• Íå÷åòíûå ÷èñëà îò 1 äî 169 ðàçáèëè íà 13 ãðóïï. Äîêàæèòå, ÷òî ñóììà ÷èñåë
â êàêîé-òî èç íèõ íå ïðåâîñõîäèò 555.

• Íà êîíôåðåíöèþ ïðèåõàëè 100 ó÷¼íûõ èç ÷åòûð¼õ ñòðàí. Îêàçàëîñü, ÷òî ñðåäè
ëþáûõ 13 ó÷àñòíèêîâ åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, äâîå îäíîãî âîçðàñòà. Äîêàæèòå, ÷òî
èëè èç êàêîé-òî ñòðàíû ïðèåõàëè äâîå ó÷àñòíèêîâ îäíîãî âîçðàñòà è îäíîãî ïîëà.

8. Ãðàôû. Ïîäñ÷åò ÷èñëà ðåáåð (çàäà÷è 9.3, 10.3, 16.6).

• Â ñòðàíå íåêîòîðûå ãîðîäà ñîåäèíåíû äîðîãàìè. Èç êàæäîãî ãîðîäà âûõîäèò
ïî 5 äîðîã. Ìîãëî ëè âñåãî â ñòðàíå áûòü 99 äîðîã?

• Â ïñèõèàòðè÷åñêîé áîëüíèöå åñòü ãëàâíûé âðà÷ è ìíîãî ñóìàñøåäøèõ. Â òå-
÷åíèå íåäåëè êàæäûé ñóìàñøåäøèé îäèí ðàç â äåíü êóñàë êîãî-íèáóäü (âîçìîæíî
è ñåáÿ). Â êîíöå íåäåëè îêàçàëîñü, ÷òî ó êàæäîãî èç áîëüíûõ ïî äâà óêóñà, à ó
ãëàâíîãî âðà÷à � ñòî óêóñîâ. Ñêîëüêî ñóìàñøåäøèõ â áîëüíèöå?

• Â êëàññå 27 ÷åëîâåê. Êàæäûé ìàëü÷èê äðóæèò ñ 4 äåâî÷êàìè, à êàæäàÿ äåâî÷êà
ñ 5 ìàëü÷èêàìè. Ñêîëüêî â êëàññå ìàëü÷èêîâ è ñêîëüêî äåâî÷åê?

9. Ãðàôû. Ðàçíîå (çàäà÷è 10.1, 11.3, 11.4, w.4, w.9).

• Â ñòðàíå Ñåìåðêà 15 ãîðîäîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîåäèíåí äîðîãàìè íå ìåíåå,
÷åì ñ 7 äðóãèìè. Äîêàæèòå, ÷òî èç ëþáîãî ãîðîäà ìîæíî äîáðàòüñÿ äî ëþáîãî
äðóãîãî (âîçìîæíî, ïðîåçæàÿ ÷åðåç äðóãèå ãîðîäà).

• Íåñêîëüêî øàõìàòèñòîâ èãðàþò â îäíîêðóãîâîé òóðíèð ïî øàøêàì. Âå÷åðîì
îäíîãî èç äíåé ñîðåâíîâàíèé, ïîïèâàÿ ÷àé, êàæäûé èç íèõ íàçâàë ñêîëüêî îí ñûãðàë
ïàðòèé íà äàííûé ìîìåíò. Äîêàæèòå, ÷òî êàêèå-òî äâà øàõìàòèñòà íàçâàëè îäíî è
òî æå ÷èñëî.

• Ó êàæäîãî ïàöèåíòà ñïåöëå÷åáíèöû �239 ðîâíî îäèí äðóã è ðîâíî îäèí âðàã.
Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâå íåéòðàëüíûå ïàëàòû. (Òî åñòü òàê, ÷òîáû
ó êàæäîãî ïàöèåíòà â ïàëàòå íå áûëî íè äðóçåé, íè âðàãîâ.)

• Êàæäàÿ èç äåâî÷åê ïîñëå îòáîÿ íå áîëåå äâóõ ðàç ïîáîëòàëà ïî òåëåôîíó.
Äîêàæèòå, ÷òî èõ ìîæíî ðàçáèòü íà òðè ãðóïïû òàê, ÷òîáû â êàæäîé ãðóïïå íå
áûëî áîëòàâøèõ äåâî÷åê.

• Â íåêîòîðîé ñòðàíå ëþáûå äâà ãîðîäà ñîåäèíåíû ëèáî æåëåçíîé äîðîãîé, ëèáî
àâèàëèíèåé. Äîêàæèòå, ÷òî îäíèì èç ýòèõ äâóõ âèäîâ òðàíñïîðòà ìîæíî äîáðàòüñÿ
èç ëþáîãî ãîðîäà â ëþáîé äðóãîé, ñäåëàâ íå áîëåå äâóõ ïåðåñàäîê.



10. Ïðèíöèï êðàéíåãî (çàäà÷è 13.1, 14.7, 15.1b, 17.5).

• Ìîæíî ëè íàòóðàëüíûå ÷èñëà îò 1 äî 99 âûïèñàòü â ñòðî÷êó òàê, ÷òîáû ëþáûå
äâà ñîñåäíèõ îòëè÷àëèñü õîòÿ áû íà 50?

• Â âåðøèíàõ êóáà ðàññòàâëåíû öèôðû 1, 2, . . . , 8. Äîêàæèòå, ÷òî åñòü ðåáðî,
öèôðû íà êîíöàõ êîòîðîãî îòëè÷àþòñÿ íå ìåíåå, ÷åì íà 3.

• b) Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà îò 1 äî 16 íåëüçÿ çàïèñàòü ïî êðóãó òàê, ÷òîáû ñóììà
ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ ÷èñåë áûëà êâàäðàòîì íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

• Ïî ñòàðîìó çàêîíó â äåðåâíå Âèøêèëü ðàñòîÿíèÿ ìåæäó äîìàìè ïîïàðíî ðàç-
ëè÷íû. Êàæäûé æèòåëü íàáëþäàåò çà ñâîèì áëèæàéøèì ñîñåäîì. Äîêàæèòå, ÷òî
êàêèå-òî äâà æèòåëÿ äåðåâíè Âèøêèëü íàáëþäàþò äðóã çà äðóãîì.

11. Ðàñêðàñêè. Ðàçíîå (çàäà÷è 15.5, 16.3).

• Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè 5× 5 ñèäèò æóê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñå æóêè âçëå-
òàþò è êàæäûé ïðèçåìëÿåòñÿ íà ñîñåäíþþ ïî âåðòèêàëè êëåòêó ýòîé äîñêè. Ïîñëå
ýòîãî ïîñ÷èòàëè êîëè÷åñòâî ñâîáîäíûõ êëåòîê. Êàêîå íàèìåíüøåå ÷èñëî ìîãëî ïî-
ëó÷èòüñÿ?

• Íà êàæäîé êëåòêå äîñêè 5 × 5 ñèäèò æóê. Â íåêîòîðûé ìîìåíò âñå æóêè
âçëåòàþò è êàæäûé ïðèçåìëÿåòñÿ íà ñîñåäíþþ ïî äèàãîíàëè êëåòêó ýòîé äîñêè.
Äîêàæèòå, ÷òî õîòÿ áû 5 êëåòîê äîñêè îêàæóòñÿ ñâîáîäíûìè.

12. Àëãåáðà. Ðàáîòà ñ âûðàæåíèÿìè (çàäà÷è 7.4, 9.6, 10.5, 16.2).

• Èçâåñòíî, ÷òî a+b
a−b = 3. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå a2+b2

a2−b2?
(Êàê îáû÷íî, íóæíî íàéòè âñå âàðèàíòû è ïîêàçàòü, ÷òî äðóãèõ íåò.)

• Öåëûå ÷èñëà a, b, c è d òàêîâû, ÷òî a−b
c−d = a+b

c+d , è ad = 60. Íàéäèòå ïðîèçâåäåíèå
âñåõ ÷åòûðåõ ÷èñåë.

• Ïóñòü a è b íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà, ïðè÷¼ì a > b.
Êàêàÿ èç äðîáåé � a/b èëè b/a � ìåíüøå îòëè÷àåòñÿ îò ÷èñëà 1?

• Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëà a) 8999999; b) 100020001; c) 1003003001 ñîñòàâíûå.

13. Àëãåáðà. Äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ (çàäà÷è 12.7, 13.7, 14.5, 14.6).

• Íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ äâóõ ïðîñòûõ ÷èñåë. Êàæäîå èç ýòèõ
ïðîñòûõ ÷èñåë óâåëè÷èëè íà 1. Ïðîèçâåäåíèå ïîëó÷åííûõ ÷èñåë íà 100 áîëüøå, ÷åì
÷èñëî n. ×åìó ìîæåò áûòü ðàâíî ÷èñëî n?

• Íàéäèòå âñå òàêèå ïàðû íàòóðàëüíûõ ÷èñåë x è y, ÷òî âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
a) x2 − y2 = 97; b) x2 = y2 + 91.

• Ê ïðîñòîìó ÷èñëó ïðèáàâèëè 400 è ïîëó÷èëè ïîëíûé êâàäðàò. Íàéäèòå ýòî
ïðîñòîå ÷èñëî.

• Íàéäèòå âñå òàêèå öåëûå ÷èñëà x è y, ÷òî a) x2 + y2 = 99; b) x2 + y2 = 9999.


