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1. Математический фокус
Наверное, проще всего объяснить «диагональное рассуждение Канто-

ра1» на примере такого воображаемого2 математического фокуса.
Фокусник рисует на доске квадратную таблицу 8 × 8 (как шахматная

доска), отворачивается и предлагает зрителям заполнить все клетки таб-
лицы нулями и единицами. В таблице 8 строк, и в каждой строке полу-
чается последовательность из восьми нулей и единиц («двоичное слово
длины 8») — всего восемь таких последовательностей.

1 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0

Потом фокусник оборачивается и с одного взгляда на доску называет по-
следовательность из 8 нулей и единиц, которой в строках таблицы нет.

С одной стороны, ничего особенного. Двоичных слов длины 8 (про-
граммисты называют их «байтами») всего 256 = 28 штук: на первом ме-
сте может стоять любая из цифр 0 и 1, для каждого из этих вариантов
есть два варианта цифры на втором месте, для каждого из четырёх по-
лучившихся есть два варианта на третьем месте — и так далее. А в таб-
лице всего 8 последовательностей — ну вот фокусник и берёт любую из
248 (= 256 − 8) оставшихся.

С другой стороны, даже и прочесть все последовательности в табли-
це не так просто, и ещё надо прикинуть, какой не встретилось. Как же
фокусник прямо сразу называет последовательность, которой нет?

1Георг Кантор (Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845–1918), немецкий ма-
тематик. Родился и прожил первые десять лет в Санкт-Петербурге. Петербургским
математикам — уже в постсоветское время — удалось добиться установки мемо-
риальной доски на доме, где он жил (11-я линия Васильевского острова, дом 24,
во дворе).

2Вряд ли такой фокус поразит зрителей.
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1 Придумайте простой способ показывать такой фокус.

Можно действовать так. Посмотримна цифры, стоящие на диагонали
квадрата, и заменим их на противоположные (0 ↔ 1):

1 1 0 0 1 1 1 0
1 0 0 1 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1 1
1 0 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 0 0 1 0
0 1 0 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 1 0 0 0 1 1

Получится последовательность из 8 цифр (на рисунке 10100011), которая
отличается от первой строки в первой цифре, от второй строки во вто-
рой цифре, …, от восьмой строки в восьмой цифре. И этого достаточно:
две последовательности совпадают, если у них равны все цифры, и для
несовпадения достаточно отличия в одной цифре.

Можно ещё сказать так. Нам нужно было выполнить восемь требо-
ваний: отличаться от первой строки, от второй строки и так далее. Мы
их выполнили по очереди, выделив для каждого требования одну из
цифр.

2 Можно ли было вместо этой диагонали использовать горизон-
таль? вертикаль? другую диагональ?

(Горизонталь и вертикаль не помогут, а другую диагональ использо-
вать, конечно, можно — получится последовательность, которая от пер-
вой отличается в последней цифре, …, от последней — в первой.)

3 Докажите, что 2𝑛 > 𝑛 при всех целых положительных 𝑛.

В самомделе, если было бы 2𝑛 ⩽ 𝑛, то в таблице 𝑛×𝑛 хватило бы строк,
чтобы записать все 𝑛-битовые слова, и фокус бы не удался. (Конечно, это
неравенство можно объяснить и без фокусов: при 𝑛 = 1 получается 2 > 1,
а затем при увеличении 𝑛 на единицу левая часть увеличивается вдвое,
а правая только на 1.)
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2. Несчётность бесконечных дробей
Ровно то же самое рассуждение с диагональю можно провести и для

бесконечной таблицы. Представим себе, что наша таблица бесконечна
вправо и вниз (так что заполняет четверть бесконечной плоскости) и вся
заполнена нулями и единицами. В каждой её строке, таким образом, за-
писана бесконечная последовательность нулей и единиц.3

1 1 0 0 1 1 1 0 ...
1 0 0 1 1 1 0 1 ...
0 0 0 0 1 1 1 1 ...
1 0 0 0 1 0 0 0 ...
1 0 0 1 0 0 1 0 ...
0 1 0 1 0 1 0 1 ...
1 1 1 1 1 1 1 1 ...
0 0 0 1 0 0 0 0 ...

.............................................⋱

1 0 1 0 0 0 1 1 ...

Если прочесть теперь (слева направо и сверху вниз) последователь-
ность цифр по диагонали, то эта последовательность пересекается с 𝑖-й
строкой на 𝑖-м месте, поэтому совпадает с 𝑖-й строкой в 𝑖-м знаке. А если
теперь все цифры с диагонали заменить на противоположные, то полу-
чится «обращённая диагональ» — последовательность, которая отлича-
ется от 𝑖-й на 𝑖-м месте и потому отсутствует в таблице.

Выходит, что невозможно занумеровать все бесконечные последова-
тельности нулей и единиц целыми положительными числами (не пропу-
стив ни одной). В самом деле, предположим, что мы такое сделали. За-
полним таблицу, написав в первой строке первую последовательность,
во второй строке вторую и так далее. Но обращённая диагональ в этой
таблице пропущена (ведь она отличается от любой строки таблицы) —
значит, занумеровали мы не все!

3Можно говорить о бесконечных двоичных дробях и соответствующих им дей-
ствительных числах на отрезке [0, 1] — считая, что последовательность написана
после запятой и слева от запятой стоит нуль. Небольшая проблема, правда, в том,
что одно и то же число, скажем 1/2, может быть записано и как 0,10000…, и как
0,01111…, так что проще иметь дело с последовательностями — и даже можно
называть их бесконечными двоичными дробями, считая дроби вроде 0,10000… и
0,01111… различными.
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Таким образом, мы (вслед за Кантором) доказали, что

множество всех бесконечных двоичных дробей несчётно

(это как раз и значит, что их нельзя перенумеровать, ничего не пропу-
стив).

4 Какдоказать, чтомножество всех бесконечныхдесятичныхдробей
несчётно?

К таблице с десятичными дробями можно применить то же рассуж-
дение, взяв последовательность цифр по диагонали и заменив каждую
цифру на какую-то другую (теперь есть целых 9 вариантов— все цифры,
кроме той, что на диагонали). А можно заметить, что если мы пронуме-
ровали все бесконечные десятичные дроби, то среди них есть ведь и все
бесконечные двоичные дроби, и можно все остальные вычеркнуть и по-
лучить противоречие с уже доказанным.

3. Диагональный метод
Похожие рассуждения оказываются полезными в самых разных зада-

чах. Схему рассуждения можно описать (пусть и несколько расплывчато)
так.

• Мы строим объект (бесконечную последовательность нулей и еди-
ниц), который удовлетворяет бесконечному числу условий: 𝑖-е условие
(назовём его 𝐴𝑖) состоит в том, что строимая последовательность отлича-
ется от 𝑖-й строки таблицы.

• Объект строится не сразу, а постепенно (мы определяем цифры по-
следовательности по очереди), и 𝑖-й шаг гарантирует, что условие 𝐴𝑖 бу-
дет выполнено, независимо от дальнейшего.

Это, конечно, общая схема, но вот пример, где она помогает.
5 Докажите, что можно расставить на прямой точки таким образом,

чтобы расстояние между любой парой (различных) точек было целым
положительным числом, и чтобы каждое целое положительное число
встречалось только один раз (только для одной пары).

Скажем, в этом примере все попарные расстояния (1, 2, 3, 4, 6, 7) раз-
личны— но 5, 8, 9, 10,… не встречаются:

1 2 4

7

3 6

нет: 5, 8, …
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Легко сделать так, чтобы все попарные расстояния были различны-
ми целыми числами (можно, например, взять точки с координатами
1, 10, 100, 1000,…) — если не хотеть, чтобы среди расстояний встречались
все положительные целые числа. Легко сделать и так, чтобы все положи-
тельные целые числа встречались среди расстояний (можно взять точки
1, 2, 3, 4,…) — если не требовать, чтобы все попарные расстояния были
разными. Но как совместить оба требования?

Попробуем следовать описанной схеме и строить искомое множество,
добавляя точки постепенно. Другими словами, в каждый момент есть ко-
нечное число точек, и новые добавляются одна за другой (а старые оста-
ются). Ясно, что нельзя допустить появления двух пар на одном и том
же расстоянии, потому что дальше они уже никуда не денутся. Так что
мы будем рассматривать только «хорошие» наборы точек: все попарные
расстояния целые и разные.

Если мы неудачно добавим точку к хорошему набору, он может стать
плохим: может появиться расстояние, которое уже было в другом месте.
Этого можно избежать, если выбрать новую точку достаточно далеко от
старых—так, чтобыминимальное расстояниемежду новой точкой и ста-
рыми (на рисунке это 𝐵) было больше максимального расстояния между
старыми (𝐴).

𝐴
𝐵

Но нам нужно не просто добавить точку, избегая одинаковых рас-
стояний. Надо, чтобы среди попарных расстояний появилось заданное
число 𝑖 («условие 𝐴𝑖»). Можем ли мы это сделать, добавляя точки (и
по-прежнему избегая одинаковых расстояний)?

𝐴 𝐵

𝑖
старые

новые

Можно добавить где-то далеко не одну, а две точки на расстоянии 𝑖.
Если расстояние между ними и старыми точками взять больше макси-
мального расстояния между старыми (𝐵 > 𝐴 на рисунке), то «новые»
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расстояния (между новыми и старыми точками) будут больше всех ста-
рых, и появится расстояние 𝑖. Единственная проблема— не совпадут ли
два «новых» расстояния?

𝑖
𝑖

старые равные

Но это означало бы, что имежду какими-то старыми точками расстояние
было равно 𝑖, а в этом случае ничего добавлять не надо.

Итак, мы показали, что для любой допустимой (без равных расстоя-
ний) конфигурации точек и для любого 𝑖 можно добавить точки так, что-
бы гарантировать условие 𝐴𝑖 (наличие пары точек на расстоянии 𝑖), со-
хранив допустимость. (Если условие 𝐴𝑖 уже было выполнено, то мы «до-
бавляем 0 точек»—нуилиможно добавить одну, какмы уже обсуждали.)
Теперь остаётся сослаться на «диагональный аргумент» — делая это по
очереди для всех 𝑖, мы получим требуемую конфигурацию.4

4. Ещё несколько примеров
В нашем исходном примере, имея таблицу с бесконечными последо-

вательностями 𝛼𝑖 (в строках), мы построили последовательность 𝛼, кото-
рая отличается от каждой из 𝛼𝑖 —отличается хотя бы в одном месте. Но
можно захотеть большего:

6 Докажите, что найдётся последовательность 𝛼, которая отличает-
ся от любой из последовательностей 𝛼𝑖 хотя бы в двух местах.

Теперь условие 𝐴𝑖 означает, что (строимая) последовательность 𝛼 от-
личается от 𝛼𝑖 (при всех 𝑖) по крайней мере в двух местах. Построение бу-
дем тоже проводить по шагам: на каждом шаге мы дописываем к уже по-
строенной конечной последовательности битов (началу будущей 𝛼) ещё
несколько битов. А именно, достаточно дописать два бита, выбрав их так,
чтобы они не совпадали с соответствующими битами в 𝛼𝑖 .

4Педанты сказали бы, что ещё надо проверить, что если на каждом шаге нет
одинаковых расстояний, то и в «предельной» конфигурации из всех добавленных
точек нет одинаковых расстояний. Но это очевидно: нарушение условия включает
четыре точки (две пары), и с какого-то момента все эти четыре точки уже присут-
ствуют и нарушают условие.
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На рисунке это построение можно изобразить так:

1 0 0 1 0 0 1 0 ...
0 1 0 1 0 1 0 1 ...
1 1 1 1 1 1 1 1 ...
0 0 0 1 0 0 0 0 ...

................................................

1 1 0 0 1 0 0 1 ...

Таким же способом можно получить последовательность, отличаю-
щуюся от всех 𝛼𝑖 минимум в трёх местах, или в тысяче мест, — но можно
пойти ещё немного дальше.

7 Докажите, что найдётся последовательность 𝛼, которая отличает-
ся от любой из последовательностей 𝛼𝑖 в бесконечном числе мест.

Тут явно нужна какая-то другая конструкция: никакой начальный от-
резок последовательности 𝛼 не может гарантировать, что она отличается
от 𝛼𝑖 в бесконечном числе мест. Надо действовать иначе: разбить все ме-
ста на бесконечное число бесконечных групп5 (первую, вторую, …). На
первом шаге мы фиксируем значения 𝛼 на местах первой группы, …, на
𝑖-м шаге— на местах 𝑖-й группы, и делаем это назло 𝛼, в том смысле, что
𝛼 отличается от 𝛼𝑖 во всех местах 𝑖-й группы. А группа эта бесконечна, так
что мы построим требуемую последовательность.

Насколько можно усиливать это утверждение дальше? Можно, к при-
меру, поставить вопрос так. Будем говорить, что две бесконечные после-
довательности битов «существенно различны», если для всех достаточно
больших 𝑁 среди первых 𝑁 мест есть по крайней мере 0,49𝑁 различий.6

Можно ли теперь построить последовательность, которая существен-
но отличается от всех 𝛼𝑖? На самом деле да, хотя непонятно, как тут мож-
но использовать диагональный метод.7 А именно, можно доказать, что
если мы будем бросать честную монету, то вероятность того, что мы по-
лучим последовательность, несущественно отличающуюся от 𝛼𝑖 , равна
нулю для каждого 𝑖 (это называется «усиленный закон больших чисел»),
и потому с единичной вероятностью мы получим последовательность,

5Например, первая группа может содержать все нечётные места, вторая — все
чётные, не делящиеся на 4, третья — делящиеся на 4, но не на 8, и так далее.
Можно придумать и много других способов.

6Важно, что эта доля (49%) меньше половины: если мы потребуем, чтобы было
больше 50%, то никакая последовательность не сможет существенно отличаться от
00000… и 11111… одновременно.

7Мы говорим «непонятно», а не «невозможно», так как наше описание диаго-
нального метода было неформальным.
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существенно отличающуюся от всех 𝛼𝑖 («счётная аддитивность вероят-
ности»). Но это тема совсем другого рассказа.

8 Докажите, что всякая функция 𝑓∶ ℤ → ℤ может быть представле-
на как сумма трёх биекций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ∶ ℤ → ℤ.

Утверждение этой задачи проще объяснить на картинке:

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑

...

...

...

...

...

...

...

...

все по разу
все по разу
все по разу
заданные суммы

Есть таблица из четырёх бесконечных вправо и влево строк (разбитых на
клетки). Нижняя строка произвольным образом заполнена целыми чис-
лами. (Среди них могут быть одинаковые, а некоторые числа могут вовсе
не встречаться — никаких ограничений нет.) Нам нужно заполнить три
верхние строки целыми числами. При этом требуется, чтобы:

• в каждом столбце нижнее число было равно сумме трёх чисел над
ним (на рисунке 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑑);

• в каждой из трёх строк встречались все целые числа по одному разу.
(В исходных терминах 𝑓 соответствует нижней строке, а 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 — трём
верхним; первое условие означает, что 𝑓1 + 𝑓2 + 𝑓3 = 𝑓, а второе — что
функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 являются биекциями.)

Будем применять диагональный метод так. В каждый момент у нас
будет заполнено конечное число столбцов таблицы. При этом, конечно,
надо рассматривать только такие заполнения, где суммы заполненных
столбцов правильны и где в каждой строке нет одинаковых чисел (пото-
му что такие нарушения уже не исправить). Какие условия надо выпол-
нить? Нам нужно, чтобы:

• каждый столбец был рано или поздно заполнен;
• каждое число рано или поздно появилось во всех строках.

Допустим, мы хотим, чтобы в одной из строк (скажем, в первой) появи-
лось число 𝑖, которого там раньше не было. Это значит, что нам надо по-
добрать такие числа 𝑥 и 𝑦 для двух других строк, чтобы 𝑖+𝑥+𝑦 равнялось
заданной сумме 𝑑, и чтобы эти самые 𝑥 и 𝑦 в соответствующих строках
не встречались.

∗
∗
∗
∗

∗
∗
∗
∗

∗
∗
∗
∗

∗
∗
∗
∗ 𝑖

𝑥
𝑦
𝑑 заданные суммы
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Первое условие означает, что 𝑥+𝑦 = 𝑑−𝑖, то есть нам нужно выбрать два
целых числа 𝑥 и 𝑦 с известной суммой. Это можно сделать бесконечным
числом способов (для любого 𝑥 можно подобрать соответствующее 𝑦, и
наоборот). Но не все способы годятся: числа, уже встречавшиеся в строке,
брать нельзя. Но пока что лишь конечное число столбцов заполнено, так
что эти запреты исключают конечное число вариантов, и поэтому всегда
можноихизбежать. (Скажем,можно взять 𝑥 очень большимположитель-
ным, а 𝑦— отрицательным, с нужной суммой.)

Это построение можно выполнить для любой из строк и в любом сво-
бодном столбце, так чтоможно выполнятьнашиусловияпо очереди (диа-
гональный метод) и в итоге заполнить все столбцы правильно. На каж-
дое число 𝑖 уйдёт максимум три шага (по одному для каждой строки, где
оно должно появиться). Ещё надо проследить, чтобы не осталось неза-
полненных столбцов (это легко, так как столбец можно брать любой).

5. Изоморфизм плотных множеств
В этом разделе мы обсудим другой известный результат Кантора: два

счётныхплотных упорядоченныхмножествабезпервогоипоследнего эле-
мента изоморфны. Чтобы не отвлекаться на определения всех использо-
ванных слов, рассмотрим конкретный пример (хотя рассуждение будет
общим). А именно, рассмотрим два множества:

• 𝐴 = рациональные числа (простые дроби) в интервале (0, 1);
• 𝐵 = двоично-рациональные числа (конечные двоичные дроби, чис-

ла вида 𝑘/2𝑛) в интервале (0, 1).
9 Докажите, что между этими двумя множествами можно постро-

ить взаимно однозначное соответствие, сохраняющее порядок.
Это означает, что элементы этих множеств можно объединить в пары

(рациональное число 𝑎, двоично-рациональное число 𝑏) таким образом,
что каждый из элементов — как множества 𝐴, так и множества 𝐵— вхо-
дит ровно в одну пару и что меньший элемент соответствует меньшему
(нет пар (𝑎, 𝑏) и (𝑎′, 𝑏′) с 𝑎 < 𝑎′ и 𝑏 > 𝑏′).

Оба множества счётны — это значит, что их элементы можно прону-
меровать. Скажем, в 𝐴 можно сначала перечислить все дроби со знаме-
нателем 2 (такая дробь только одна: 1/2), потом все дроби со знаменате-
лем 3 (их две: 1/3 и 2/3), потом со знаменателем 4 (1/4 и 3/4; мы пропуска-
ем 2/4, так как это число уже было раньше), потом со знаменателем 5, и
так далее. Аналогично и для множества 𝐵 (знаменатели — только степе-
ни двойки). Если мы просто запишем эти множества в порядке номеров:
𝐴 = {𝑎1, 𝑎2,…} и 𝐵 = {𝑏1, 𝑏2,…} и скажем, что 𝑎𝑖 соответствует 𝑏𝑖 (объ-
единив 𝑎𝑖 и 𝑏𝑖 в пару), то получим взаимно однозначное соответствие.
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Но вполне может оказаться (а при нашем способе нумерации точно ока-
жется), что это соответствие не сохраняет порядок: может быть 𝑎𝑖 > 𝑎𝑗 и
𝑏𝑖 < 𝑏𝑗 одновременно.

Как же построить взаимно однозначное соответствие, сохраняющее
порядок? Постепенно, следуя диагональному методу. В каждый момент
у нас есть взаимно однозначное соответствиемежду некоторой конечной
частью 𝐴 и конечной частью 𝐵, сохраняющее порядок (меньшие в 𝐴 со-
ответствуют меньшим в 𝐵):

( )

( )

0 1

0 1

𝐵

𝐴

Сохранение порядка означает, что линии, соединяющие пары соответ-
ствующих элементов сверху и снизу, не пересекаются друг с другом.

На каждом шаге мы будем добавлять какое-то конечное число пар
(=линий, соединяющих точки в 𝐴 с точками в 𝐵), и в итоге получим мно-
жество из всех добавленных нами пар. Что нам нужно от этой конструк-
ции? Прежде всего, чтобы не нарушался порядок, и если мы добавляем
точку 𝑥 в интервал между какими-то двумя уже имеющимися, то добав-
ляемая вместе с ней парная точка 𝑦 должна быть в соответствующем ин-
тервале другого множества:

( )

( )

0 1

0 1

𝐵

𝐴

𝑥

𝑦

новая
Аналогичным образом, если 𝑥 оказалась справа от всех имеющихся (или
слева), то и 𝑦 должна быть справа/слева от всех имеющихся точек в её
множестве.

Теперь вернёмся к нашей схеме. У нас есть счётное число (последова-
тельность) условий: про каждую верхнюю и про каждую нижнюю точ-
ку мы хотим, чтобы она вошла в строимое соответствие. Как мы виде-
ли, любое такое условие можно раз и навсегда удовлетворить, добавив
одну пару. При этом мы используем то, что между любыми двумя точка-
ми— будь то в 𝐴 или 𝐵—всегда можно найти третью (можно взять сред-
нее арифметическое, для рациональных чисел оно рационально, а для
двоично-рациональных — двоично-рационально). А также то, что спра-
ва от любой точки (и слева тоже) есть ещё другие точки. (Можно взять
среднее арифметическое с 1 или 0.)

Эта конструкция позволяет выполнить все условия по очереди и по-
лучить взаимно однозначное соответствие, сохраняющее порядок.
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Если хочется более явно описать порядок действий, то можно сказать,
что мы нумеруем точки в 𝐴 и 𝐵, и действуем сверху вниз (от 𝐴 к 𝐵) на чёт-
ных шагах и снизу вверх на нечётных. Действие состоит в том, что мы бе-
рёмотсутствующуюточку (сверхуна чётныхшагахи снизунанечётных) с
минимальным номером и находим к ней пару, которую можно добавить,
не разрушаябиекции—любуюточку соответствующегоинтервала. Тогда
можно быть уверенным, что после 2𝑘шагов (𝑘шагов каждого вида) у нас
будут обслужены по крайней мере 𝑘 первых точек 𝐴 и 𝑘 первых точек 𝐵.
А может, и больше, если какие-то из первых 𝑘 точек в одном множестве
были непредвиденно обслужены во время шагов противоположного на-
правления.

Иногда эту конструкцию называют back-and-forth (туда-сюда), а не
диагональным аргументом. Кроме того, в исходной работе Кантора кон-
струкция была несимметричной: он перебирал все точки сверху — и
брал в качестве пары точку снизу в нужном интервале, имеющую ми-
нимальный номер. (Это гарантирует, что до любой точки снизу дойдёт
очередь: если выбирается не она, то число стоящих вперединеё в очереди
уменьшается, и это число рано или поздно дойдёт до нуля.) Но не будем
спорить о терминологии: важно лишь, что у нас счётное число условий,
и что каждое из них можно удовлетворить раз и навсегда конечным рас-
ширением монотонной биекции.

6. Теорема Бэра
С помощью нашей технологии можно строить не только последова-

тельности и соответствия, но и действительные числа. При этом понадо-
бится принцип вложенных отрезков, также традиционно связываемый с
именем Кантора (иногда его называют аксиомой Кантора, иногда теоре-
мой — это зависит от выбранного способа изложения). Этот принцип
утверждает, что если у нас есть последовательность вложенных отрезков

[𝑙1, 𝑟1] ⊃ [𝑙2, 𝑟2] ⊃ [𝑙3, 𝑟3] ⊃ … ⊃ [𝑙𝑖, 𝑟𝑖] ⊃ … ,
то обязательно есть общая точка (принадлежащая всем отрезкам [𝑙𝑖, 𝑟𝑖]).
В терминах неравенств: если числа 𝑙1, 𝑙2,… и 𝑟1, 𝑟2,… таковы, что

𝑙1 ⩽ 𝑙2 ⩽ 𝑙3 ⩽ … , 𝑟1 ⩾ 𝑟2 ⩾ 𝑟3 ⩾ … и 𝑙𝑖 < 𝑟𝑖 при всех 𝑖,
то существует число 𝑥, для которого 𝑙𝑖 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝑟𝑖 при всех 𝑖.

𝑙1 𝑙2 𝑙3… 𝑟1𝑟2𝑟3…
𝑥
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В диагональных конструкциях этот принцип применяется так: пусть
нужно построить число, удовлетворяющее последовательности условий
𝐴1, 𝐴2,…; мы строим его постепенно. Сначала находим отрезок [𝑙1, 𝑟1], все
точки которого удовлетворяют условию 𝐴1. Затем внутри этого отрезка
находим отрезок [𝑙2, 𝑟2], все точки которого удовлетворяют условию 𝐴2, и
так далее. Если это удастся, то общая точка 𝑥 всех отрезковпопостроению
будет удовлетворять всем условиям.

Удастся это или нет, конечно, зависит от конкретных условий 𝐴𝑖 . Вот
пример, когда это удаётся легко.

10 Покажите, что для любой последовательности действительных
чисел 𝑢1, 𝑢2,… существует число, которое не входит в эту последователь-
ность.

В самом деле, у нас есть последовательность условий: 𝐴𝑖 требует, что-
бы 𝑥 отличалось от 𝑢𝑖 . Надо найти число, удовлетворяющее всем 𝐴𝑖 . Пер-
вый отрезок возьмём любой, не содержащий числа 𝑢1. (Скажем, можно
взять [𝑢1 + 1, 𝑢1 + 2] — или как-нибудь ещё.) Теперь надо (на 𝑖-м шаге)
внутри уже имеющегося отрезка [𝑙𝑖−1, 𝑟𝑖−1] выбрать отрезок, не содержа-
щий 𝑢𝑖 . Это тоже легко сделать разными способами — скажем, можно
разделить имеющийся отрезок на три части и заметить, что число 𝑢𝑖 мо-
жет попасть только в одну из них или в крайнем случае в две, если оно
попадёт на границу — но не в три.8

Если вспомнить, что действительные числа можно отождествить с
бесконечными двоичными дробями, то мы получаем новое доказатель-
ство несчётности множества всех бесконечных дробей (то, что двум дро-
бям может соответствовать одно число, нам только на руку).

Можно сформулировать и в общем виде, что нам нужно от условий𝐴𝑖 .
Будем говорить, что условие 𝐴 «хорошее», если в любом отрезке9 можно
найти меньший отрезок, все точки которого удовлетворяют условию 𝐴.
(Топологи сказали бы, что «внутренность 𝐴 всюду плотна».)

8Любопытно посмотреть на оригинальное доказательство Кантора 1874 года —
русский перевод и ссылку можно найти на с. 18 сборника работ: Георг Кантор,
Труды по теории множеств (М.:Наука, 1985), который вышел на излёте СССР,
несмотря на попытки академика Понтрягина этого не допустить (в автобиогра-
фии он писал об этом сборнике: «Теория множеств, очень популярная во времена
Лузина, в настоящее время уже утратила актуальность. Моё предложение было
принято группой, и книга была отвергнута. Секция с нами согласилась сразу, и
это несмотря на то, что перевод сочинений Кантора уже был сделан! Так что
[издательству] пришлось его оплатить»). Как часто бывает с первооткрывателями,
доказательство излишне запутано — Кантор смотрит, какие из точек 𝑢𝑖 попадают
в текущий отрезок, без чего мы легко обошлись.

9Мы считаем, что все отрезки ненулевой длины: точка — не отрезок.
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11 Докажите, что если все условия 𝐴𝑖 хорошие, то существует точка,
удовлетворяющая одновременно всем условиям 𝐴𝑖 .

Собственно, тут нечего и доказывать—мы сформулировали ровно то,
что требуется для проведения нашей конструкции.

Это утверждение обычно называют теоремой Бэра о категории или
просто теоремой Бэра10, потому что слово «категория» здесь имеет со-
всем не тот смысл, который с тех пор стал общепринятым («теория кате-
горий и функторов»). Оно было опубликовано в самом конце XIX века.

7. Проблема остановки
Диагональные рассуждения часто встречаются в теории вычислимо-

сти11 (теории алгоритмов — мы интересуемся тем, что могут и чего не
могут сделать алгоритмы). Будем говорить, что последовательность ну-
лей и единиц вычислима, если существует алгоритм (программа12), кото-
рый печатает члены этой последовательности по порядку. Мы рассмат-
риваем только программы, которые могут печатать нули и единицы (дру-
гих операторов вывода у них нет); программа может работать бесконеч-
но. Разумеется, может оказаться, что программа останавливается или с
какого-то момента ничего не печатает — тогда получается конечная по-
следовательность. (Их тоже считают вычислимыми, но нас интересуют
бесконечные.)

Скажем, можно написать программу, которая вычисляет и печатает
один за другим двоичные знаки числа 𝜋. Поэтому последовательность
цифр числа 𝜋 вычислима.13

Вычислимые последовательности (в отличие от всех) можно запи-
сать в таблицу. А именно, мы можем выписывать программы нашего
вида в порядке возрастания их длины (для каждой длины есть конечное
число программ), и напротив каждой программы писать ту последова-
тельность, которую она вычисляет. (Если последовательность конечна,
то можно, скажем, дополнить её нулями, чтобы все последовательности
в таблице были бесконечны.)

10Рене Бэр (René-Louis Baire, 1874–1932), французский математик.
11Подробнее про это можно прочесть в учебниках по теории вычислимо-

сти (раньше её называли ещё теорией рекурсии), скажем, Вычислимые функции,
М.: МЦНМО, https://hal.science/lirmm-01486500.
12Мы предполагаем, что читатель знаком с каким-то языком программирования.
13Для этого есть эффективные алгоритмы, так что вполне можно успеть вы-

числить триллионы цифр этого разложения на домашнем компьютере. Но нас
интересует только теоретическая вычислимость, независимо от необходимого для
этого времени.
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Дальше можно взять последовательность, которая стоит на диагона-
ли, и обратить её. Получится последовательность, у которой 𝑖-й член про-
тивоположен 𝑖-му члену 𝑖-й последовательности: 𝑑(𝑖) ≠ 𝑝𝑖(𝑖).

1 0 1 0 1 ...
0 0 0 0 0 ...
1 1 0 1 1 ...
0 1 1 0 1 ...

..............................
𝑝4
𝑝3
𝑝3
𝑝1

⋮пр
ог
ра
м
м
ы

𝑑: 1 0 1 1 ...

Мы знаем, что этой последовательности не будет в таблице, то есть она
не будет вычислима. Но как же так?

12 Что мешает нам вычислить 𝑖-й член диагональной последова-
тельности 𝑑, найдя 𝑖-ю по счёту программу, запустив её, подождав, пока
на выходе появятся 𝑖 битов, и затем взяв противоположный бит?

Мешает «мелочь», о который мы говорили вскользь — что бывают
программы, которые так и не доходят до 𝑖-го бита. Им соответствуют
конечные последовательности. Эти последовательности можно искус-
ственно продолжить, добавив туда нули. Но наше рассуждение показы-
вает, что этого нельзя сделать алгоритмически, иначе получится проти-
воречие. Другими словами, мы сталкиваемся с алгоритмически неразре-
шимой проблемой: сказать по программе, печатающей биты, и по числу 𝑖,
дойдёт ли когда-нибудь эта программа до 𝑖-го бита или нет. Эта проблема
(в немного другом варианте14) называется в теории алгоритмов пробле-
мой остановки, и мы доказали её неразрешимость (предположив, что
она разрешима, мы приходим к противоречию).

8. Иммунные множества
Вот ещё один результат из теории вычислимости, где полезна диаго-

нальная конструкция. Пусть имеется некоторое множество 𝐴 натураль-
ных чисел. Будем говорить, что оно вычислимо бесконечно, если есть про-
грамма, которая печатает бесконечно много его членов. Скажем, множе-
ство чётных чисел вычислимо бесконечно, потому что программа может
14Проблемой остановки называют обычно такую: дана программа, требуется

узнать, остановится ли она или будет работать бесконечно. Если бы эта проблема
была алгоритмически разрешима, то была бы разрешима и наша: зная 𝑖 и 𝑝𝑖 , легко
переделать программу 𝑝𝑖 в другую программу, которая моделирует действия 𝑝𝑖 и
останавливается, когда 𝑝𝑖 печатает 𝑖-й бит (а в иных случаях не останавливается).
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печатать числа 0, 2, 4, 6,… в порядке возрастания. Мы не запрещаем про-
грамме печатать одно и то же число многократно15 или долго думать над
следующим числом, важно только, чтобы она напечатала бесконечно
много разных чисел.

Разумеется, всякое вычислимо бесконечное множество будет беско-
нечным, но верно ли обратное? Может ли быть так, что множество на-
туральных чисел бесконечно, но нельзя алгоритмически указывать всё
новые и новые его элементы? Оказывается, что да (такие множества тра-
диционно называют иммунными), и что верно даже более сильное утвер-
ждение.

13 Натуральный ряд можно разбить на две части, каждая из кото-
рых не будет вычислимо бесконечной.

Разбить на две части — это представить в виде объединения двух
непересекающихся множеств 𝐴 и 𝐵. Если описанное в задаче возможно,
то обе части будут бесконечны (в самом деле, если 𝐴 конечно, то 𝐵 содер-
жит все числа, начиная с некоторого, и их можно перечислять подряд,
так что 𝐵 вычислимо бесконечно).

Как можно это сделать? В каждый момент некоторый начальный от-
резок натурального ряда уже распределён между 𝐴 и 𝐵, а про все следу-
ющие натуральные числа решение ещё не принято. На следующем шаге
ещё сколько-то чисел (хотя бы одно, чтобы мы не застопорились где-то)
распределяются между 𝐴 и 𝐵, и так далее.

Нам нужно, чтобы 𝐴 и 𝐵 не были вычислимо бесконечны. Это можно
разбить в последовательность условий: 𝑖-е условие говорит, что 𝑖-я про-
грамма (будем обозначать её 𝑝𝑖) не перечисляет бесконечного подмно-
жества в 𝐴, а также не перечисляет бесконечного подмножества в 𝐵.

Осталось объяснить, как можно продолжить уже имеющееся распре-
деление начального отрезка и гарантировать выполнение 𝑖-го условия.
Посмотрим на программу 𝑝𝑖 . Может оказаться, что она вообще не пере-
числяет никакого бесконечного множества (а только конечное). Тогда
условие выполнено автоматически. Опаснее, если 𝑝𝑖 перечисляет какое-
то бесконечное множество 𝑋 — тогда нам надо гарантировать, что это
самое 𝑋 не является подмножеством ни 𝐴, ни 𝐵. Раз 𝑋 бесконечно, а на-
чальный отрезок уже распределённых по 𝐴 и 𝐵 чисел конечен, в 𝑋 есть
бесконечно много чисел, не входящих в этот отрезок. Нам достаточно
двух из них: договоримся, что одно число помещается в 𝐴, а другое по-
мещается в 𝐵. (Чтобы соблюсти наше правило о том, что распределён

15Но можно было бы и запретить — это не изменит определения. В самом де-
ле, программа может хранить список уже напечатанных чисел и проверять перед
каждой печатью, не было ли такого числа раньше.
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начальный отрезок, надо ещё что-то решить про все остальные числа,
меньшие максимального из этих двух; это можно сделать произвольно.)

Предупреждение: описанный процесс напоминает по форме алго-
ритм (делаем то-то, если…), но он не является таковым: глядя на про-
грамму 𝑝𝑖 , мы не можем алгоритмически определить, перечисляет ли
она бесконечное множество или нет (на самом деле нам достаточно про-
верить, перечислит ли она хотя бы два элемента в ещё не фиксирован-
ной зоне; это в некотором смысле проще, но всё равно алгоритмически
сделать нельзя). Что и не удивительно: если бы процесс был алгоритми-
ческим, то можно было бы перечислять элементы множеств 𝐴 и 𝐵, и они
были бы вычислимо бесконечны.

9. Теорема Кантора
Есть другое обобщение рассуждения Кантора, которое уже выходит

за рамки построения по шагам, но использует идею диагонали. Мы дока-
зали, что 2𝑛 > 𝑛, показав, что нельзя записать в таблицу из 𝑛 строк все
последовательности из 𝑛 битов. А также доказали, что нельзя записать
в бесконечную таблицу все бесконечные последовательности битов; это
иногда записывают как 2ℵ0 > ℵ0, где ℵ0 — обозначение для «мощности
счётного множества». Можно от конечных множеств перейти к любым,
это тоже сделал Кантор (1890, см. упомянутый выше сборник его работ,
с. 190). Вот как это делается.

Пусть 𝑋 — произвольное множество. Будем рассматривать множе-
ство всех функций, определённых на (всём) 𝑋 и принимающих значения
0 и 1. Оно обозначается 2𝑋 , и выбор этого обозначения можно объяснить
так. Если 𝑋 конечно и содержит 𝑘 элементов, то множество 2𝑋 состоит
из 2𝑘 функций: для каждой из 𝑘 точек в 𝑋 мы должны решить, равно ли
значение функции в ней нулю или единице. Поэтому операцию перехо-
да от 𝑋 к функциям на 𝑋 можно по аналогии обозначать как 2𝑋 . Теперь
можно сформулировать теорему Кантора.

14 Докажите, чтоне существует взаимнооднозначного соответствия
между множеством 𝑋 и множеством 2𝑋 , каково бы ни было 𝑋 .

Другими словами, 2𝑋 не равномощно 𝑋 (равномощными считают
множества, между которыми есть взаимно однозначное соответствие).

Если 𝑋 —множество натуральных чисел, то это утверждение как раз
говорит, что нельзя пронумеровать все бесконечные последовательности
нулейи единиц так, чтобы каждая последовательность имела ровно один
номер. И это мы уже видели (антидиагональ будет пропущена). Заметим
ещё, что вместо «ровно один» было достаточно предположить, что «хотя
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бы один», и уже получалось противоречие. Это же верно и для любого
множества 𝑋 .

Итак, предположим, что для каждого 𝑥 выбрана некоторая функция
𝑓𝑥 ∶ 𝑋 → {0, 1}, и покажем, что существует функция 𝑓∶ 𝑋 → {0, 1}, которая
не встречается среди 𝑓𝑥 . А именно, положим 𝑓(𝑥) равным 1−𝑓𝑥(𝑥), и тогда
𝑓 отличается от 𝑓𝑥 на аргументе 𝑥. Таким образом, 𝑓 не равна 𝑓𝑥 (отличия
в одной точке уже достаточно) при любом 𝑥, так что 𝑓 искомая.

Можно вместо функций 𝑓∶ 𝑋 → {0, 1} рассматривать подмноже-
ства 𝑋 , считая, что каждой функции соответствует подмножество тех
элементов, где она равна единице. Множество всех подмножеств множе-
ства 𝑋 обозначают 𝒫(𝑋). Теорему Кантора можно переформулировать на
этом языке так:

15 Докажите, что 𝒫(𝑋) не равномощно 𝑋 , каково бы ни было 𝑋 .
Это прямое следствие предыдущей формулировки (потому что меж-

ду 2𝑋 и 𝒫(𝑋) существует взаимно однозначное соответствие), но можно
перевести и доказательство: если для каждого 𝑥 ∈ 𝑋 выбрано какое-то
подмножество 𝑃𝑥 ⊂ 𝑋 , то существует подмножество, которое пропущено,
а именно 𝐷 = {𝑥 ∣ 𝑥 ∉ 𝑃𝑥}. В самом деле, 𝐷 отличается от любого мно-
жества 𝑃𝑥 в точке 𝑥 (потому что 𝑥 ∈ 𝐷 в том и только том случае, когда
𝑥 ∉ 𝑃𝑥 — таково определение 𝐷).

Бертран Рассел16 заметил, что если в качестве 𝑋 взять множество всех
множеств (представим себе, что такое бывает!), то 𝒫(𝑋) будет подмноже-
ством𝑋 , так как тоже состоит измножеств, и теоремаКантора приводит к
противоречию: вспомнив её доказательство, мы берём множество 𝐷 всех
множеств 𝑥, для которых 𝑥 ∉ 𝑥, и замечаем, что 𝐷 ∈ 𝐷 тогда и только
тогда, когда 𝐷 ∉ 𝐷 (таково определение 𝐷). Это наблюдение — знамени-
тый парадокс Рассела.

10. Трансфинитная индукция
Было бы обидно не рассказать о, пожалуй, самом поразительном от-

крытии Кантора, которое получило названиетрансфинитной индукции.
Обычная математическая индукция — это когда мы доказываем или
строим17 что-то последовательно для всех натуральных чисел. Мы зани-
мались этим, строя искомый объект и по очереди выполняя счётное чис-
ло (пронумерованных натуральными числами) условий. Но можно ли

16Bertrand Russell (1872–1970), английский логик, философ, лауреат Нобелевской
премии по литературе.
17Для построений иногда употребляется термин рекурсия, чтобы отличать их от

доказательств.
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как-то обобщить эту техникунанесчётныемножества, элементыкоторых
нельзя пронумеровать и рассматривать по очереди?

Вот, скажем, мы для любой функции 𝑓∶ ℤ → ℤ строили её представ-
ление в виде суммы трёх биекций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ∶ ℤ → ℤ. Мы действовали
так: если в какой-то точке 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ещё не определены, можно подобрать
им такие значения, чтобы они давали нужную сумму и ещё не встреча-
лись — при этом одно из трёх значений можно выбрать произвольно.
Так, одно за другим, мы добавляли целые числа в область определения и
в область значений функций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, и в итоге получали искомые функ-
ции. А можно ли такое сделать, скажем, для функции 𝑓∶ ℝ → ℝ? Все-
гда ли такую функцию можно представить в виде суммы трёх биекций
𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 ∶ ℝ → ℝ?

В общем, да18 — и Кантор придумал, как это сделать. Начать можно
так же, как и раньше: будем по очереди рассматривать какие-то действи-
тельные числа 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4,… и постепенно определять функции 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3
с таким расчётом, чтобы:

• текущая область определения функций 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3 была бы одинако-
вой;

• для всех 𝑥 из этой области определения сумма 𝑓1(𝑥) + 𝑓2(𝑥) + 𝑓3(𝑥)
равнялась бы 𝑓(𝑥);

• все значения функции 𝑓1 были бы различны, то же для 𝑓2 и 𝑓3;
• после 𝑖-го шага число 𝑥𝑖 было бы и в области определения функций

𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, и среди значений каждой из этих функций.
Мы уже видели, как это делается. Для каждого 𝑖 появятся максимум

четыре новых столбца. Нам надо, чтобы функции были определены в 𝑥𝑖 ,
на это уйдёт один столбец. Ещё надо, чтобы каждая из них принимала
значение 𝑥𝑖 , на это могут понадобиться ещё три. (Можно один столбец
сэкономить, используя его для двух целей.) Уже имеющиеся значения
не меняются, так что в результате получается функция, определённая на
всех 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4,…

Но беда в том, что числами 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4,… не исчерпываются все дей-
ствительные числа. (Если бы у нас вместо действительных были рацио-
нальные, то проблем бы не было и доказательство было бы завершено.)
Кантора это не остановило—почему быне рассмотреть «трансфинитное
число» 𝜔, которое идёт после всех натуральных чисел, выбрать действи-
тельное число 𝑥𝜔, которого нет среди 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4,… и повторить все рас-
суждения для него? (При выборе пары чисел с нужной суммой у нас уже
будет счётное число запрещённых вариантов, но всего чисел несчётно
18Такая осторожная формулировка связана с тем, что эти построения используют

так называемую «аксиому выбора» и выглядят странно — так что первое время
многие математики ворчали, что это не настоящее математическое доказательство,
а какая-то фикция и даже шарлатанство.
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много, так что по-прежнему какие-то возможные пары останутся.) И на
этом действительные числа не кончатся— выберем следующее трансфи-
нитное число (его логично обозначить 𝜔 + 1), какое-нибудь ещё не обра-
ботанное действительное число 𝑥𝜔+1 иповторимнаше построение. Тоже
самое можно сделать для трансфинитных чисел 𝜔+2, 𝜔+3, …—и снова
действительные числа не кончатся. Поэтому можно рассмотреть следую-
щее трансфинитное число 𝜔+𝜔 (иначе обозначаемое 𝜔⋅2), затем 𝜔⋅2+1,
𝜔 ⋅2+2, …, затем 𝜔 ⋅2+𝜔 = 𝜔⋅3, затем (после счётного числа шагов) 𝜔 ⋅4,
потом 𝜔 ⋅ 5, …, наконец 𝜔 ⋅ 𝜔 (иначе обозначаемое 𝜔2), потом 𝜔2 +1—«и
так далее, пока все действительные числа не кончатся и мы не построим
искомые биекции».

Слова «и так далее…» выглядят запредельной наглостью. Можно
представить себе ещё несколько шагов этого процесса— дойти до 𝜔2+𝜔,
потом 𝜔2+𝜔⋅2, потом 𝜔2+𝜔2 = 𝜔2 ⋅2, потом 𝜔2 ⋅3, потом 𝜔2 ⋅𝜔 = 𝜔3, потом
𝜔4, 𝜔5,…, потом число, которое называют 𝜔𝜔, «и так далее» — но совер-
шенно не видно, как можно так исчерпать несчётное множество всех
действительных чисел (пока что у нас только счётное число номеров).

Тем не менее всему сказанному можно придать точный смысл. Вме-
сто натуральных чисел и индукции по ним Кантор предложил рассмат-
ривать вполне упорядоченныемножества, в которых, каки внатуральных
числах, задан порядок (для любой пары элементов известно, какой боль-
ше, и из 𝑥 < 𝑦 < 𝑧 следует 𝑥 < 𝑧), и этот порядок полный (во всяком
непустом подмножестве имеется минимальный элемент). В таких мно-
жествах действует принцип наименьшего числа (если какое-то свойство
верно не для всех элементов, то существует наименьший, для которого
оно неверно) — что позволяет доказывать утверждения по (трансфинит-
ной) индукции. Несколько сложнее можно обосновать и построения с
помощью (трансфинитной) рекурсии наподобие нашего. Наконец, суще-
ствует теорема Цермело — если мы для какого-то множества 𝑋 имеем
«функцию выбора» 𝜑, сопоставляющую с любым его непустым подмно-
жеством 𝑌 некоторый элемент 𝑦 ∈ 𝑌 , то описанная нами конструкция
(где мы выбираем следующий элемент, применяя 𝜑 к множеству остав-
шихся) может быть доведена до доказательства существования полного
порядка в 𝑋 . (Откуда взять функцию выбора — другой вопрос, но её су-
ществование можно объявить «аксиомой выбора».) С помощью теоремы
Цермело можно получить достаточно много трансфинитных чисел, что-
бы номеров хватило на все действительные числа, и завершить рассуж-
дение.19

19Сказанное является скорее рекламой великого открытия Кантора, чем его из-
ложением. Подробно можно прочесть, например, в книжке Начала теории мно-
жеств, М.: МЦНМО, https://hal-lirmm.ccsd.cnrs.fr/lirmm-03059731. Кон-
кретно задачи про три биекции там нет, поэтому скажем коротко, как проводится
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Ещё одно любопытное утверждение, где полезна трансфинитная ин-
дукция: существует множество на плоскости, которое пересекается с лю-
бой прямой ровно в двух точках.

11. Теорема Гёделя о полноте
Раз уж мы перешли от математических рассуждений к рекламным

разговорам, то скажем ещё об одной конструкции, в которой условия удо-
влетворяются по очереди — доказательстветеоремы Гёделя о полноте20.
Эта теорема утверждает, что всякая непротиворечивая теория имеет мо-
дель. Совсем приблизительно, теория — это набор утверждений, а мо-
дель—мир, в котором эти утверждения верны. Теория непротиворечива,
если, рассуждая логически и приняв утверждения теории, мы не можем
прийти к противоречию.

Давайте представлять себе так: теория — это нечто вроде романа, в
котором героев как-то зовут, что-то про них утверждается и т. п. Не то
чтобы все романы были непротиворечивы21, но мы будем это предпола-
гать. А модель— это что-то типа виртуальной реальности, в которую мы
можем погрузиться и видеть всё, что происходит с героями в каждый мо-
мент, где они находятся, с кем встречаются, что делают эти люди— в об-
щем, целый мир, о котором мы знаем всё. И, конечно, требуется, чтобы
все утверждения романа в этом мире были верны.

Начав строить модель непротиворечивого романа, мы немедленно
сталкиваемся с тем, что он неполон в том смысле, что про некоторые
утверждения не говорится, верны они или нет. Скажем, из Евгения Оне-

соответствующее рассуждение. Возьмём наименьший ординал 𝛼 мощности конти-
нуум, и пронумеруем все действительные числа меньшими ординалами 𝛽. Затем
для каждого 𝛽 < 𝛼 мы строим инъекции 𝑓𝛽1 , 𝑓

𝛽
2 , 𝑓

𝛽
3 с общей областью определе-

ния мощности меньше континуума, которые продолжают все предыдущие 𝑓𝛾𝑖 (для
𝛾 < 𝛽), определены на числе номер 𝛽 и содержат это число среди своих значений,
причём новых значений (тех, которых не было в 𝑓𝛾𝑖 для 𝛾 < 𝛽) там конечное число
(на самом деле — не более четырёх). Для этого мы объединяем все предыдущие
биекции и добавляем, если надо, ещё числа (не более четырёх) в область опреде-
ления, как мы описывали. То, что найдутся ещё не использованные числа, следует
из того, что 𝛼 — наименьший ординал мощности континуум. В самом деле, на
шаге 𝛽 занятых чисел будет не сильно больше, чем ординалов, меньших 𝛽 (заня-
тых конечное множество для каждого ординала), то есть не больше 𝛽, что меньше
континуума, так как 𝛼 было наименьшим ординалом мощности континуум. (Этот
существенный шаг — выбор наименьшего ординала 𝛼 мощности континуум — в
нашем неформальном описании совсем отсутствовал.)
20Её не надо смешивать с более известной теоремой Гёделя о неполноте.
21Владимир Андреевич Успенский обратил внимание на то, что в Докторе Жи-

ваго один из двух сыновей Марфы Гавриловны Тиверзиной, Киприян Савельевич,
и женат, и холост.
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гина, видимо, нельзя узнать, был ли Зарецкий знаком с Истоминой (хотя
они упоминаются в романе — значит, должны присутствовать в вирту-
альной реальности, где мыможем за нимипроследить и узнать, знакомы
они или нет).

Поэтому при переходе от теории к модели нужно её пополнить: пол-
нота теории означает, что для любого утверждения об объектах теории
либо само это утверждение, либо его отрицание логически следует из
теории. Это самое пополнение как раз и происходит по нашей схеме —
в результате постепенного выполнения последовательности условий.
А именно, мы для каждого утверждения 𝑆 в языке нашей теории форму-
лируем условие 𝐴𝑆 : «либо из теории логически выводится 𝑆, либо из неё
следует, что 𝑆 неверно». (Одновременно этого быть не может, если тео-
рия непротиворечива.) Пополнение (с сохранением непротиворечиво-
сти) происходит по шагам, на каждом шаге мы добиваемся выполнения
одного из условий 𝐴𝑆 . Это делается так: если из теории уже выводится 𝑆
или уже выводится отрицание 𝑆, то ничего делать не надо. Если же ни то
и ни другое, то к теории можно добавить на выбор или 𝑆, или его отрица-
ние — и то, и другое по отдельности оставит теорию непротиворечивой.
(В самом деле, если, скажем, отрицание 𝑆 приводит к противоречию, то
тем самым 𝑆 доказывается в теории «от противного».) Делая это для всех
условий 𝐴𝑆 по очереди (если есть две альтернативы, можно выбирать
любую), мы получим искомое пополнение.

При построении искомой модели (виртуальной реальности) есть и
другая проблема: из сказанного в романе может следовать утверждение
о существовании чего-то, но неконкретное — допустим, сказано, что к
герою приходил кто-то, но не сказано кто. Ясно, что при построении вир-
туальной реальности это надо уточнить. Формально говоря, теорию нуж-
но сделать «экзистенциально полной»— если она утверждает, что суще-
ствует объект с таким-то свойством, то этот объект должен иметь имя.22
(После этого её снова надо пополнять, и эти операции чередуются.)

Вероятно, эти объяснения уж совсем расплывчаты— так что стоит их
воспринимать как рекламу (и теоремы Гёделя о полноте23, и диагональ-
ных конструкций).

Автор благодарен Ивану Яковлеву за возможность рассказать школь-
никам про диагональный метод, а также Татьяне Коробковой и Виктору
Шувалову за советы по улучшению текста.

22Если бы Евгений Онегин остановился бы на словах «Так ты женат! Не знал
я ране!», и Пушкин не ответил бы сам на вопрос «На ком?», то на этот вопрос
пришлось бы отвечать нам при экзистенциальном пополнении.
23Про неё можно прочесть, например, в книге Языки и исчисления, М.: МЦНМО,

https://hal.science/lirmm-01486497v1 .
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