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õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ

úÁÍÅÞÁÎÉÅ Ë ÓÔÁÔØÅ \ï ÞÅÔÙÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
É Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ", \íÁÔÅÍÁ-
ÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", �4(39), 2006 Ç.

õÖÅ ÐÏÓÌÅ ×ÙÈÏÄÁ ÓÔÁÔØÉ \ï ÞÅÔÙÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ä×ÕÈ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ" Á×ÔÏÒ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ × ÖÕÒÎÁÌÅ
American Mathematical Monthly, 54(1947), 38 ÂÙÌÁ ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ
ÆÒÁÎÃÕÚÓËÏÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÁ ÷ÉËÔÏÒÁ ôÅÂÏ (Victor Thebault):

úÁÄÁÞÁ å752. ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ä×ÅÎÁÄÃÁÔØ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ-

×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×Å ÇÒÕÐÐÙ ÐÏ ÛÅÓÔØ ÔÏÞÅË × ËÁÖÄÏÊ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ Ä×ÕÈ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ × ÔÏÞËÁÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó
ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ËÁÔÅÔÏ×.

÷ ÐÒÉÍÅÞÁÎÉÉ ÒÅÄÁËÃÉÉ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÏÍ × American Mathematical
Monthly, 54(1947), 414, ÕËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏ ÜÔÉ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑÀÔ-
ÓÑ ÎÏ×ÙÍÉ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÓÔÁÔØÅ \ï ÞÅÔÙÒÅÈ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÏÞÅË ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ ×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË" ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ
×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ô.Å. ÎÁ ÎÉÈ ÌÅÖÁÔ ÔÁËÖÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ.
÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ Á×ÔÏÒÕ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÏ×ÙÍ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

á×ÔÏÒ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÐÒÑÍÙÈ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁÞÁÔÏÅ × ÓÔÁÔØÅ \ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË", ÓÍ. ÐÒÅÄÙ-
ÄÕÝÉÊ ×ÙÐÕÓË ÖÕÒÎÁÌÁ.

1. ôÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ,

ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÞÅÔ×ÅÒËÉ

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁ-
ÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É
ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ ÞÅÔ×ÅÒËÕ ÔÏÞÅË ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÏÊ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÕÖÉÔ
ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÔÒÅÈ ÔÏÞËÁÈ.
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ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÒÔÏÃÅÎ-
ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ:

AI ; Ab; Bb; BI ; BI ; Ba; Aa; AI ;
Aa; Ab; Bc; BI ; Bb; Ba; Ac; AI ;
Ab; Ac; Bc; Bb; Ba; Bc; Ac; Aa:

¤ ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ AIAbBb ×ÙÓÏÔÙ BbC É AbAH ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ BI (ÒÉÓ. 1), × ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÅ AaAbBc ×ÙÓÏÔÙ Bcó É AbK ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ BI É, ÎÁËÏÎÅÃ, × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ
AbAcBc ×ÙÓÏÔÙ Bcó É AcHa ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ Bb (ÓÍ. ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3 × [1]). äÌÑ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ
ÔÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× BIBaAc, BbBaAa, BbBaAc, BaBcAc ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ
ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ ×ÙÛÅ. ¤

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X É Y ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ óî Ó ÐÒÑÍÙÍÉ AICI É BICI ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. ôÏÞËÉ X É Y ÌÅÖÁÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÐÒÑÍÙÈ AaCc É BbCc É ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÀÔ Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaBaCa É AbBbCb.

¤ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË CbCIHI (ÒÉÓ. 2). ðÏÓËÏÌØËÕ HIH ⊥ CbCI É CIAH ⊥ CbHI ,
ÔÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CbCIHI ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ óî É BICI , Ô. Å.
Ó Y . ôÏÇÄÁ CbY ⊥ CIHI , ÎÏ CIHI ⊥ AIBI (HI | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI), ÐÏÜÔÏÍÕ
CbY ||AIBI ||AcBc.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÁË ËÁË AbAH ⊥ CbBb É CcBb ⊥ AbCb (ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ [1] Bb | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbAcBc), ÔÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ò ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbBbCb ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ
ÐÒÑÍÙÈ AbCI É BbCc. ôÏÇÄÁ CbP ⊥ AbBb, ÎÏ AbBb ⊥ AcBc, ÐÏÓËÏÌØËÕ Bb | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ AbAcBc. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ CbP ||AcBc É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ ò ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Cb ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ AcBc.

éÔÁË, ÔÏÞËÁ P ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ AbCI = BICI Ó ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ
ÞÅÒÅÚ Cb ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ AcBc. ÷ÓÐÏÍÎÉ×, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Y ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ BICI É ÐÒÑÍÏÊ,
ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ Cb ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ AcBc, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ P É Y ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. îÏ ÔÏÞËÁ P
ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ BbCc ËÁË ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbBbCb, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó P ÔÏÞËÁ Y
ÌÅÖÉÔ ÎÁ BbCc.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ X ′ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÙÈ AaCc É óî É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË
CcY X ′. ðÏÓËÏÌØËÕ CcH ⊥ Y X ′ É Y CI ⊥ CcX ′, ÔÏ CI | ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ CcY X ′, Ô. Å.
è ′CI ⊥ CcY, ÎÏ XCI ÔÁËÖÅ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ CcY , ÔÁË ËÁË è ÌÅÖÉÔ ÎÁ AICI , Á AICI ⊥ BIAa É
BIAa||BbCc.

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏX ′ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ AICI , É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉX ′ É è ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. ¤
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ïÒÔÏÃÅÎÔÒÙ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ

ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÁÔÅÔÏ×, ÐÒÏÄÏÌ-
ÖÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÙÓÏÔÕ
ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

éÚ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÊ 1, 3 ÉÚ [1] É ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1 ÓÒÁÚÕ ÖÅ ×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 2. ïÒÔÏÃÅÎÔÒÙ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ÔÒÅÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ
ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ×ÙÓÏÔÕ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.



4 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ

òÉÓ. 1

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaBaCa É AbBbCb ÞÅÒÅÚ Ha É
Hb ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Á ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AcBcHc, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ Ac É Bc |
ÞÅÒÅÚ A1 É B1.
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òÉÓ. 2

2. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏÍ,

É ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞ-
ËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÉÍ
ÉÚ ËÁÔÅÔÏ×, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ.

òÉÓ. 3

¤ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B1 ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaCa, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ
Aa (ÒÉÓ. 3). ðÏÓËÏÌØËÕ CcAa ⊥ BaCa, Á ∠B1AcCc = 45◦, ÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË AcB1Cc
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÍ É ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ B1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÎÏÍ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÅ í÷ ÏÔÒÅÚËÁ
AcCc, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÍ Ó ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÏÊ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
á÷ó. ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ia ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÷B1.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÏÞËÁ Ia ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ áI ÕÇÌÁ ÷áó, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ BH ×ÙÓÏÔÙ BIBH ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ÉÚ [1]).



6 å. ä. ëÕÌÁÎÉÎ

ïÒÔÏÃÅÎÔÒ Ha ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaCa ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏ× CcB1 É AICI ,
ÐÏÜÔÏÍÕ BHIa||HaB1 ËÁË ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ Ë ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ BaCa É HaAI ||B1Ia ËÁË
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ Ë ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ BI.

ôÁË ËÁË Ia | ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaCa, Á Ha | ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ, ÔÏ
ÃÅÎÔÒÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AaBaCa Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ IaHa, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ-
×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ BHB1. îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑÍ 2 É 5 ÉÚ [1] ÔÏÞËÉ BH É B1 ÌÅÖÁÔ
ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÒÅÄÎÀÀ ÌÉÎÉÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ (ÎÁ-
ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ B1 ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AcBcHc, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ
Bc × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ Bc, Cc, Ha, Aa ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ), ÐÏÜÔÏÍÕ É ÓÅÒÅÄÉÎÁ Sa ÏÔÒÅÚËÁ
BHB1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ. äÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AbBbCb ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. ¤

éÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ 1 É 2 ÉÚ [1] É ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ
ôÅÏÒÅÍÁ 3. ãÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÞÅÔÙÒÅÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ

ËÁÓÁÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ÔÒÅÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÓÒÅÄÎÀÀ
ÌÉÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÕÀ ÅÇÏ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÅ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÁÔÅÔÏ×, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ
ÒÁ×ÎÏ ÐÏÌÕÓÕÍÍÅ ËÁÔÅÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

¤ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ë É N ÓÅÒÅÄÉÎÙ ËÁÔÅÔÏ× áó É ÷ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó (ÒÉÓ. 3). ôÁË ËÁË
NB1||÷Ca, ÔÏ ∠NB1÷ = ∠B1÷Ca = ∠N÷B1 É × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ NB1÷ ÉÍÅÅÍ NB1 = NB = a=2.

õÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÏ, ÞÔÏ ∠AaBHAI = 90◦, a N | ÓÅÒÅÄÉÎÁ AaAI , ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

NBH = 1=2AaAI = 1=2(BC −BAa − CAI) = 1=2(a− 2r) = a=2− r:

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ëAH = b=2− r, ÐÏÜÔÏÍÕ

NAH = KN−KAH = c=2−(b=2−r) = r+(c−b)=2 = p−c+(c−b)=2 = (a+b−c)=2+(c−b)=2 = a=2:

ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ, ÞÔÏ É ëBH = b=2 = ëA1. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

B1AH = B1N +NAH = a=2 + a=2 = a É A1BH = A1ë +ëBH = b=2 + b=2 = b:

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×
AaBaCa É AbBbCb, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÍÉ c ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÏ× B1BH É A1AH (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3), ÒÁ×ÎÏ

SaBH +BHAH +AHSb = 1=2B1BH + 1=2A1AH +BHAH =
= 1=2(B1AH −AHBH) + 1=2(A1BH −AHBH) +AHBH =

= 1=2(B1AH +A1BH) = 1=2(a+ b): ¤

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AHBH ÒÁ×ÎÁ ÒÁÄÉÕÓÕ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÃÅÎÔÒÁÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ üÊÌÅÒÁ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó
×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÁÔÅÔÏ×, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ É ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ
ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÒÁÄÉÕÓÏ× ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-
ËÁ.

¤ óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 3 ÄÁÎÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ

1=2(AC +BC) = 1=2(ABI +BIC + CAI +AIB) = 1=2(ACI + CIB + 2r) =
= 1=2(AB + 2r) = 1=2(2R+ 2r) = R+ r: ¤
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3. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ôÅÏÒÅÍÁ 4. ôÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ AI ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ á÷ó
Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÏÍ ÷ó, ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ Aa ÅÇÏ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ËÁÔÅÔÏÍ ÷ó, ×ÎÅÛÎÑÑ
É ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa É F ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ HI É Ha ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ× AIBICI É AaBaCa ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sa.

ôÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ BI ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ó ÅÇÏ ËÁÔÅ-
ÔÏÍ áó, ÔÏÞËÁ ËÁÓÁÎÉÑ Bb ÅÇÏ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó ËÁÔÅÔÏÍ áó, ×ÎÅÛÎÑÑ É ×ÎÕÔÒÅÎ-
ÎÑÑ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fb É F, ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ HI É Hb ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AIBICI É AbBbCb ÔÁËÖÅ
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sb.

¤ ôÁË ËÁË ÐÒÑÍÁÑ BIAa ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ÕÇÌÁ ABC ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC (ÒÉÓ. 4), ÔÏ ∠HIAaAI = �=2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 1
ÉÚ [1] ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ HI ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÙÓÏÔÅ CH, ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ∠HIHaAI =
= ∠CIBI = �=2 (HIH ⊥ CIB, AIHa ⊥ BI).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∠HIHaAI = ∠HIAaAI , ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ AI , HI , Ha, Aa ÌÅÖÁÔ ÎÁ
ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sa. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÉ BI , HI , Hb, Bb ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sb.

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÞÅÒÅÚ P ×ÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Sa É Sb. ôÏÇÄÁ ∠BIPHI =
= ∠BIBbHI = �=2 ËÁË ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÕÇÕBIHI ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sb,
Á ∠HIPAI = ∠HIAaAI = �=2 ËÁË ×ÐÉÓÁÎÎÙÅ ÕÇÌÙ, ÏÐÉÒÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÕÇÕ HIAI
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sa, ÐÏÜÔÏÍÕ

∠BIPAI = ∠BIPHI + ∠HIPAI = ∠BIBbHI + ∠HIAaAI = �=2 + �=2 = (�+ �)=2 =
= 90◦=2 = 45◦ = ∠BICIAI ;

Ô. Å. ∠BIPAI = ∠BICIAI . ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI , ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÊ Ó ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

òÉÓ. 4.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÙÅ BbAI É AaBI ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÍ ÕÇÌÏ× á É ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC,
ÔÏ ∠BIHIBb = ∠AIHIAa = 45◦. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊ-
ÔÉ ÕÇÏÌ BbPAa, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÔÏ, ÞÔÏ P | ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Sa, Sb É ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC:

∠BbPAa = ∠BbPBI + ∠BIPAI + ∠AIPAa =
= ∠BbHIBI + ∠BICIAI +AIHIAa =

= 45◦ + 45◦ + 45◦ = 135◦:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ∠BbPAa = ∠BbCcAa, ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕ-
ÅÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ P ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ BbCcAa. îÏ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 2
ÉÚ [2]), ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁBbCcAa Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

üÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ×ÏÓØÍÉ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÐÉÓÁÎÎÕÀ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC × Ä×ÕÈ
ÔÏÞËÁÈ: ÔÏÞËÅ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÏÊ CI É ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÅ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F . ôÏÇÄÁ ÔÏÞËÁ P ÄÏÌÖÎÁ
ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ ÌÉÂÏ Ó ÔÏÞËÏÊ CI , ÌÉÂÏ Ó ÔÏÞËÏÊ F .

ðÅÒ×ÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÉÓËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sa ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÒÑÍÕÀ AICI × Ä×ÕÈ
ÔÏÞËÁÈ AI É Ha, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ CI . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ P ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ
æÅÊÅÒÂÁÈÁ F ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sa ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ AI , F , Aa, a ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sb | ÞÅÒÅÚ
ÔÏÞËÉ BI , F , Bb. îÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ × ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ ÓÔÁÔØÉ [2] ËÁÖÄÁÑ ÉÚ Ä×ÕÈ ÞÅÔ×ÅÒÏË
ÔÏÞÅË AI , F , Aa, Fa; BI , F, Bb, Fb ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (Ô. Å. ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ
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ÎÁ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÈ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sa ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÁËÖÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Fa, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ
Sb | ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ Fb. ¤

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sa É Sb ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-
ÎÉËÁ ABC.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó
ÏÓÔÒÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ 30◦ É 60◦ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÎÁ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË ÜÔÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 3. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Sa É Sb ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC
ËÁÓÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ AIBI , ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ AI É BI ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó
ËÁÔÅÔÁÍÉ ÷ó É áó, × ÔÏÞËÁÈ AI É BI ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

¤ ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÃÅÎÔÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Sa É Sb ÔÅÍÉ ÖÅ ÂÕË×ÁÍÉ Sa É Sb. ôÏÇÄÁ
∠AISaAa = 2∠AIHIAa = 2 · 45◦ = 90◦;

Ô. Å. AISaAa | ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ∠ SaAIAa = 45◦.
ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÕÇÏÌ BIAISa:

∠BIAISa = 180◦ − ∠BIAIC − ∠SaAIAa = 180◦ − 45◦ − 45◦ = 90◦;
ÎÏ ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ Sa ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ AIBI × ÔÏÞËÅ AI . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ Sb ËÁÓÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ AIBI × ÔÏÞËÅ BI . ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 4. ðÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ, ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ ÏÔÒÅÚÏË, ËÏÎÃÙ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍÉ.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÁÄÉËÁÌØÎÏÊ ÏÓØÀ ÜÔÉÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ (ÓÍ. [3]), ÔÏ ÏÎÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ, ËÏÎÃÙ
ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ó ÜÔÉÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ×ÎÅÛÎÅÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Sa É Sb ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ HI
É F , Á ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 1 ÏÂÝÁÑ ×ÎÅÛÎÑÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Sa É Sb ËÁÓÁÅÔÓÑ ÉÈ ×
ÔÏÞËÁÈ AI É BI . ¤

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ AH É BH | ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI , ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ
ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ AI É BI . ôÏÇÄÁ ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AHCBH ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ AIBI , Á ÅÇÏ ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ | Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ HI ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI .

¤ ôÁË ËÁË ∠AIAHBI = ∠BIBHAI = ∠AICBI = 90◦; ÔÏ ÔÏÞËÉ AH , BH , ó ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ AIBI ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ. ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 3 ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ
AHN = NB1 = CN = NB = a=2 (ÒÉÓ. 5), ÐÏÜÔÏÍÕ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË AHCB1÷ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏÍ É óAH ⊥ AH÷, ÎÏ BIBH ||AHB, ÏÔËÕÄÁ BHBI ⊥ CAH . áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ AHAI ⊥ CBH . ¤

òÉÓ. 5
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ôÅÏÒÅÍÁ 5. ðÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ
ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ | Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕ-
ÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ× ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

¤ óÏÇÌÁÓÎÏ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÀ 4 ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ AIBI , ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ HI ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI É
×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ,
ÎÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ 4 ÃÅÎÔÒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AHCBH ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ AIBI , Á ÏÒÔÏÃÅÎÔÒ | Ó ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÏÍ HI ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBICI .

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÕ AIBI É ÔÏÞËÕ HI , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ üÊÌÅ-
ÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AHCBH . ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ AH É BH ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ó ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ AI É BI ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC.

üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ óAH ⊥ ÷AH , óBH ⊥ áBH (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4) É
ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉAH ÉBH ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁÈBI ÉAI ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁABC (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 2 × [1]). ¤

óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 5. ïÐÉÓÁÎÎÙÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×,
×ÅÒÛÉÎÙ ÐÒÑÍÙÈ ÕÇÌÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÓÔÒÙÈ ÕÇÌÏ× | Ó ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÓÁÎÉÑ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ É ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔÅÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁÍÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ
ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

¤ ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ æÅÊÅÒÂÁÈÁ F ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË Sa ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ ∠AIFAa =
= ∠AIHIAa = 45◦ (ÒÉÓ. 6). îÏ ÔÏÞËÁ F ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÎÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC, ÐÏÜÔÏÍÕ ∠BIFAI = ∠BICIAI = 45◦.

òÉÓ. 6

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

∠BIFAa = ∠BIFAI + ∠AIFAa = 45◦ + 45◦ = 90◦

É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÁ F ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
AaBIC. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ F ÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ AIBbC. ¤

ôÅÏÒÅÍÁ 6. ôÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ab É Ac ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ib É Ic ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁ ÷ó, ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fb É Fc ÔÏÇÏ
ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ Ha É Hc ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaBaCa É AcBcCc ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′a.

ôÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ Ba É Bc ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ Ia É Ic ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
ABC Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ÅÇÏ ËÁÔÅÔÁ áó, ×ÎÅÛÎÉÅ ÔÏÞËÉ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa É Fc, ÏÒÔÏÃÅÎÔÒÙ Hb É Hc
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× AbBbCb É AcBcCc ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ S′b.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 6.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. ÷ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏ× AbBcC É AcBaó ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÎÅÛÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fc ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÒÉÓ. 7).

òÉÓ. 7

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 4. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7. ÷ÔÏÒÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏ× AaBcó É AIBaó, AcBbC É AbBIC ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ Ó ×ÎÅÛÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ
æÅÊÅÒÂÁÈÁ Fa É Fb ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC (ÒÉÓ. 8 É 9).

òÉÓ. 8. òÉÓ. 9.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 5. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 7.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8. ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË S′a É S′b ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC

ËÁÓÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ AcBc × ÔÏÞËÁÈ Ac É Bc ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.
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õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 8.
óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9. ðÒÑÍÁÑ HcFc ÄÅÌÉÔ ÐÏÐÏÌÁÍ ÏÔÒÅÚÏË AcBc.
õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 7. äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ 9.
ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÒÑÍÁÑ üÊÌÅÒÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ×ÅÒÛÉ-

ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ | Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÐÅÒ-
ÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ×, ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÏ×, ÓÍÅÖÎÙÈ Ó ÏÓÔÒÙÍÉ ÕÇÌÁÍÉ
ÜÔÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÕ ×ÎÅÛÎÀÀ ÔÏÞËÕ æÅÊÅÒÂÁÈÁ ÄÁÎÎÏÇÏ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ×ÎÅ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÁÓÁÀÝÅÊÓÑ ÇÉ-
ÐÏÔÅÎÕÚÙ.

õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ 8. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 7.
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ìÉÓÔËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ, 10 ËÌÁÓÓ
î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÉÓÔËÏ× ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ× î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×Á. ÷
ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ×ÙÐÕÓËÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÌÉÓÔËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ.
ðÏ ÜÔÉÍ ÌÉÓÔËÁÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÚÁÎÑÔÉÑ × 10-Í ËÌÁÓÓÅ ÛËÏÌÙ �179 Ç. íÏÓË×Ù.

ìÉÓÔÏË 1, 03.09.2001

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÔÅÓÔÙ. ôÅÍÁ 1 | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ
ãÅÌØ ÐÅÒ×ÙÈ ÐÑÔÉ ÌÉÓÔËÏ× | ×ÙÑÓÎÉÔØ, ËÁËÁÑ ÞÁÓÔØ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ×ÁÍ

ÚÎÁËÏÍÁ. ôÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù ÍÏÖÅÔÅ ÒÅÛÉÔØ, ÒÅÛÉÔÅ É ÓÄÁÊÔÅ. åÓÌÉ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔÅ |
× ×ÁÛÉÈ ÉÎÔÅÒÅÓÁÈ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ ÚÎÁÌÉ ÜÔÏ, ÔÁË ËÁË ÜÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÉÔ ÎÁÍ ÐÏÄÇÏÔÏ×ÉÔØ
ÄÌÑ ×ÁÓ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ ÚÁÄÁÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ: (1 + x)n ≥ 1 + nx (x ≥ −1, n | ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ n > 1, ÞÔÏ 2n > n100.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ 1; 0001k > 1000000.
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ k, ÞÔÏ 0; 999k < 0; 000001.
úÁÄÁÞÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ

1
1× 2 + 1

2× 3 + :::+ 1
n(n+ 1) > 100?

úÁÄÁÞÁ 6. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ

1 + 1
2 + 1

3 + :::+ 1
n > 100?

úÁÄÁÞÁ 7. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ

1 + 1
22 + 1

32 + :::+ 1
n2 > 100?

úÁÄÁÞÁ 8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
úÁÄÁÞÁ 9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ (ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ), ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
úÁÄÁÞÁ 12. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ (ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ), ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ C ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ

×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.
úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ M | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÕÍÍ 1 + 1

2 + 1
4 + ::: + 1

2n ÐÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÎÅÏ-
ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ n. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ).

úÁÄÁÞÁ 14. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÕÍÍ

1
1× 2 + 1

2× 3 + :::+ 1
n(n+ 1) :

ìÉÓÔÏË 2, 03.09.2001

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÔÅÓÔÙ. ôÅÍÁ 2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞÅÔÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÞÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞÅÔÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 0 É 1 ÎÅÓÞÅÔÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 4. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0,1) ÎÅÓÞÅÔÎÏ.
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äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ:
úÁÄÁÞÁ 5. éÎÔÅÒ×ÁÌÁ É ÏÔÒÅÚËÁ.
úÁÄÁÞÁ 6. éÎÔÅÒ×ÁÌÁ É Ë×ÁÄÒÁÔÁ.
âÏÌÅÅ ÓÌÁÂÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:
úÁÄÁÞÁ 6′. îÁÊÄÉÔÅ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÕ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÏÝÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ (ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ).
úÁÄÁÞÁ 7 (ÔÒÕÄÎÁÑ). åÓÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.
úÁÄÁÞÁ 8. ôÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ-âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. åÓÌÉ A ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B, Á B

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A, ÔÏ A É B ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 9-14 ÎÁÊÄÉÔÅ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á; ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÅ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÏ ÕËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÔ×ÅÔÙ.
úÁÄÁÞÁ 9. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÔÏÞËÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ, ÅÓÌÉ

Õ ÎÅÅ ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ).
úÁÄÁÞÁ 10. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÛÁÒÏ× × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
úÁÄÁÞÁ 11. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÆÅÒ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
úÁÄÁÞÁ 12. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÄÏÇÏ×ÏÒÅÎÎÏÓÔÑÍÉ Ï
ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÄÒÏÂÉ ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ).

úÁÄÁÞÁ 13. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÏÓØÍÅÒÏË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ×ÏÓØÍÅÒËÉ
ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË (×ÏÓØÍÅÒËÏÊ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉ-
ÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ).

úÁÄÁÞÁ 14. ðÕÓÔØ f | ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ x. þÉÓÌÏ
x0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ f , ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U
ÔÏÞËÉ x0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÉÚ U , ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ x0, ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: f(x) > f(x0). ëÁËÏ×Á
ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÉÎÉÍÕÍÁ?

úÁÄÁÞÁ 15. ôÅÏÒÅÍÁ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÏ, ÞÅÍ M
(íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÍÏÝÎÙÍ, ÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÑ B É ÐÏÄ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉÅËÃÉÉ A É B).

ìÉÓÔÏË 3, 03.09.2001

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÔÅÓÔÙ. ôÅÍÁ 3 | ÐÏÌÎÏÔÁ É ÅÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ
úÁÄÁÞÁ 1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÅÒÅÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄÅÓÑÔÉÞ-

ÎÙÅ ÄÒÏÂÉ, ×ËÌÀÞÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
úÁÄÁÞÁ 2. åÓÌÉ M | ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

Sup M .
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ: 0; 3, 0; 33, 0; 333,

... , 0; 333:::3 (ÃÉÆÒÁ 3 ÓÔÏÉÔ n ÒÁÚ), ... . ÷ÈÏÄÉÔ ÌÉ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á × ÓÁÍÏ
ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï?

úÁÄÁÞÁ 4. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: 0, 0,1, 0,12, 0,123, ... (ÐÏÓÌÅ ÚÁÐÑÔÏÊ ×ÙÐÉÓÙ-
×ÁÀÔÓÑ ÐÏÄÒÑÄ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÁÌØÛÅ ÐÏÑ×ÑÔÓÑ ÄÒÏÂÉ 0; 12345678910111213 É
Ô.Ð.).

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ.
úÁÄÁÞÁ 6. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÓÕÍÍÕ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
úÁÄÁÞÁ 7. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-

ÎÉÑ).
úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (A+B) + C = A+ (B + C) (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÓÌÏ-

ÖÅÎÉÑ).
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (A+B) × C = A × C + B × C (Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ).
ó×ÑÚØ ÎÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏ ÓÔÁÒÙÍÉ. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ, ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÁÑÓÑ ×ÓÅÍÉ ÎÕ-

ÌÑÍÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÎÕÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ.



14 î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×

úÁÄÁÞÁ 10. ðÕÓÔØ A = a; a1a2a3 ::: anb1b2b3 ::: bkb1b2b3 ::: bk ::: | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÁÑ
ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÉÎÙ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÅÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ
ÒÅÖÕÔ ÇÒÕÐÐÙ ÃÉÆÒ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÐÅÒÉÏÄ. A ÅÓÔØ Sup ÜÔÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ. ÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÂÅÓËÏ-
ÎÅÞÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ, ÓÕÍÍÏÊ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ A, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ A ÅÓÔØ
ÅÅ ÓÕÍÍÁ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ×Ù×ÅÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÅÒÅ×ÏÄÁ ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÄÒÏÂÉ × ÐÒÏÓÔÕÀ).

ìÉÓÔÏË 4, 03.09.2001

îÁÞÁÌØÎÙÅ ÔÅÓÔÙ. ôÅÍÁ 4 | ÐÒÅÄÅÌ É ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ
úÁÄÁÞÁ 1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ É ÎÁ

ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 2. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë ÐÌÀÓ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ.
úÁÄÁÞÁ 3. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ×ÁÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

(× ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ).
úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ A É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {yn} ÉÍÅÅÔ

ÐÒÅÄÅÌ B, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn + yn} ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, É ÏÎ ÒÁ×ÅÎ A+B:
úÁÄÁÞÁ 5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 7. ôÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
úÁÄÁÞÁ 8. ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {xn} ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ
{

1
xn

}
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÁÑ.

úÁÄÁÞÁ 9. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ
ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0.

úÁÄÁÞÁ 10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ×ÉÄÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÕÂÙ-
×ÁÀÝÅÊ, ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÝÅ ËÁËÉÅ-
ÎÉÂÕÄØ).

úÁÄÁÞÁ 11. ôÅÏÒÅÍÁ. îÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ.
úÁÄÁÞÁ 12. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ É ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÅÅ ÐÒÅÄÅÌÏÍ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÐÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.
úÁÄÁÞÁ 13. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
úÁÄÁÞÁ 14. åÓÌÉ I1 = [a1; b1], I2 = [a2; b2], . . . , Ik = [ak; bk], . . . | ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏ× ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ.
úÁÄÁÞÁ 15. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ

ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 16. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

×ÓÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ?
úÁÄÁÞÁ 17. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 1=n (n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ) É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ?
úÁÄÁÞÁ 18. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÒÅ-

ÄÅÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ.

ìÉÎÉÑ â. ìÉÓÔÏË 1â, 06.09.2001

ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ
åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ T (N)), ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ N = 1, É ÉÚ T (N) ÓÌÅÄÕÅÔ
T (N + 1), ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ. (éÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÏÍ N). ÷ÏÔ ÓÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ:
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T (1); T (N) → T (N + 1)
T (N)

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ:

(1 + x)n ≥ 1 + nx;
×ÅÒÎÏÅ, ÅÓÌÉ x | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, n | ÃÅÌÏÅ, ÐÒÉÞÅÍ x ≥ −1, n > 0.

úÁÄÁÞÁ 2. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ:

1 + 3 + 5 + :::+ (2n− 1) = n2

(ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ n = 1, É ÞÔÏ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ n, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ
ÄÌÑ n+ 1).

úÁÄÁÞÁ 3. îÁ ÛÏËÏÌÁÄËÅ 4 ÐÒÏÄÏÌØÎÙÈ ÂÏÒÏÚÄÙ É 5 ÐÏÐÅÒÅÞÎÙÈ. óËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÑÍÏÌÉ-
ÎÅÊÎÙÈ ÒÁÚÌÏÍÏ× ÐÏ ÂÏÒÏÚÄÁÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÌÏÍÁÔØ ÛÏËÏÌÁÄËÕ ÎÁ ËÕÓÏÞËÉ ÂÅÚ ÂÏÒÏÚÄÏË? (óÌÏÖÉÔØ
Ä×Á ËÕÓËÁ É ÒÁÚÌÏÍÉÔØ ÉÈ ÏÄÎÉÍ ÒÁÚÌÏÍÏÍ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ).

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (1 +x)n (ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ, ÐÒÉ×Å-
ÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ × ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÉ x) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ
n-Ê ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ:

ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ
0 1
1 1 1
2 1 2 1
3 1 3 3 1
4 1 4 6 4 1

::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: ::: :::
(ÐÏ ËÒÁÑÍ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÓÐÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á
ÎÁÄ ÎÉÍ).

úÁÄÁÞÁ 5. ÷ ËÁËÉÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ?
îÅ ÏÞÅÎØ ÎÁÕÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ:
åÓÌÉ ÐÅÒ×ÏÊ × ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÔÏÉÔ ÖÅÎÝÉÎÁ, É ÚÁ ËÁÖÄÏÊ ÖÅÎÝÉÎÏÊ ÓÔÏÉÔ ÖÅÎÝÉÎÁ, ÔÏ ×ÓÅ ×

ÏÞÅÒÅÄÉ ÖÅÎÝÉÎÙ.
úÁÄÁÞÁ 6. ëÁËÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÒÅÄØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÀ: \ÚÁ ËÁÖÄÏÊ ÖÅÎÝÉÎÏÊ

ÓÔÏÉÔ ÖÅÎÝÉÎÁ"? äÁÊÔÅ ÐÏÌÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ.

ìÉÓÔÏË 2â, 01.10.2001

ðÒÏÂÎÁÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ÌÉÎÉÑ â
ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÕÓÐÅÛÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÒÅÍÑ ËÌÁÓÓÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ×ÅÒÎÏ ÒÅ-

ÛÅÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ.
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ

1, 2, 4, 8, 16, 32, ...

ËÁÖÄÏÅ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ 8 (× ÄÅÓÑÔÅÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ).
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÞÔÏ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

1, 1, 2, 3, 5, 8, ...

(ÐÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ - ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÄÁÌØÛÅ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÏÑÔ
ÐÅÒÅÄ ÎÉÍ) ËÁÖÄÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÞÉÓÌÏ ÞÅÔÎÏÅ, Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ - ÎÅÞÅÔÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÏÛÉÂËÕ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ.
ôÅÏÒÅÍÁ. ÷ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï.
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äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (ÍÅÔÏÄÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ). åÓÌÉ ÍÏÎÅÔÁ ÏÄÎÁ, ÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ
ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ðÕÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ n ÍÏÎÅÔ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ n ÍÏÎÅÔ ×ÓÅ
ÍÏÎÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ É × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ n + 1 ÍÏÎÅÔÙ ×ÓÅ
ÍÏÎÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n + 1 ÍÏÎÅÔÙ. úÁÂÅÒÅÍ ÉÚ ÜÔÏÊ
ÇÒÕÐÐÙ ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ, ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ n ÍÏÎÅÔ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ×ÓÅ ÜÔÉ n ÍÏÎÅÔ ÉÍÅÀÔ
ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï. ôÅÐÅÒØ ÚÁÂÅÒÅÍ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÍÏÎÅÔÕ, Á ÔÕ ÍÏÎÅÔÕ, ËÏÔÏÒÕÀ
ÚÁÂÒÁÌÉ × ÐÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏ. ïÐÑÔØ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÍÏÎÅÔ. ÷ ÎÅÊ, ÐÏ ÐÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒ×ÁÑ ÍÏÎÅÔÁ
ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ É ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ, ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ, ËÏÇÄÁ ÉÚ ÎÅÅ ÚÁÂÒÁÌÉ
×ÔÏÒÕÀ ÍÏÎÅÔÕ. éÔÁË, × ÇÒÕÐÐÅ ÉÚ n+ 1 ÍÏÎÅÔÙ ×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Ï.

ìÉÓÔÏË 6, 01.10.2001

ðÒÏÂÎÁÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ, ÌÉÎÉÑ á.
ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÕÓÐÅÛÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÒÅÍÑ ËÌÁÓÓÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÉÚ ÔÅÍÙ 1

×ÅÒÎÏ ÒÅÛÅÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ, Á ÉÚ ÔÅÍÙ 2 ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÚÁÄÁÞÁ. úÁÄÁÞÁ 7 ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ.
ôÅÍÁ 1.
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ó, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍ x ×ÙÐÏÌ-

ÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

x
x2 + 1 < C:

úÁÄÁÞÁ 2. äÁÎÏ: ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Ó×ÅÒÈÕ. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {bn} ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: bn = a2

n + an. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {bn} ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ
Ó×ÅÒÈÕ?

úÁÄÁÞÁ 3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {cn} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ:

cn = 1
2 + 2

22 + 3
23 + 4

24 :::+
n
2n :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {cn} ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 3.
ôÅÍÁ 2.
úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

ÓÞÅÔÎÏ.
úÁÄÁÞÁ 6. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÓÞÅÔÎÏ?
úÁÄÁÞÁ 7 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). A | ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï {M} ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A ÔÁ-

ËÏ×Ï, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× M ÏÄÉÎ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÒÕÇÏÇÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞÅÔÎÏ?

ìÉÓÔÏË 7, 01.11.2001

ðÒÏÂÎÁÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �2
ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÕÓÐÅÛÎÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×Ï ×ÒÅÍÑ ËÌÁÓÓÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ÉÚ ÌÉÎÉÉ A

×ÅÒÎÏ ÒÅÛÅÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÉÚ ÌÉÎÉÉ â ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ.
ìÉÎÉÉ á É â.
úÁÄÁÞÁ 1. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:
1) þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U

ÞÉÓÌÁ Á ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n > N xn ∈ U .
2) þÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÉÍÅÀÝÅÊ ÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÅ ËÏÎÃÙ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÞÉÓÌÁ a ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N , ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ n > N xn ∈ U:
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(åÓÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, Á ÅÓÌÉ ÎÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÓÌÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ × ÓÍÙÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÅÄÅÌÏÍ × ÓÍÙÓÌÅ ÄÒÕÇÏÇÏ.)

÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:
úÁÄÁÞÁ 2. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÞÅÒÅÚ [x] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ

ÞÉÓÌÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ x (ÐÒÉÍÅÒÙ: [4,3] = 4, [5] = 5, [-1,5]
= -2).

ôÅÏÒÅÍÁ: åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xn ÒÁ×ÅÎ a, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ [xn]
ÒÁ×ÅÎ [a].

úÁÄÁÞÁ 3. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x É y ÞÅÒÅÚ max(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÉ-
ÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x É y.

ôÅÏÒÅÍÁ: åÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ xn ÒÁ×ÅÎ a É ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ yn ÒÁ×ÅÎ
b, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ max(xn; yn) ÒÁ×ÅÎ max(a; b).

ìÉÎÉÑ á.
úÁÄÁÞÁ 4. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÔÏÒÏÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÁ

Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n ÒÁ×ÎÁ 3=2 + (−1)n
n . îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÌÏÝÁÄÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× (ÄÁÊÔÅ

ÏÔ×ÅÔ É ÚÁÐÉÛÉÔÅ Ñ×ÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ N ÐÏ ").

ìÉÎÉÑ â.
úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = 3=2 + (−1)n

n (ÄÁÊÔÅ ÏÔ×ÅÔ É ÚÁÐÉÛÉÔÅ
Ñ×ÎÏ ÐÒÁ×ÉÌÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ N ÐÏ ").

ìÉÓÔÏË 8, 19.11.2001

ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 1-6 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×ÙÑÓÎÉÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ ÏÎÁ

Ó×ÅÒÈÕ, ÓÎÉÚÕ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ ÉÌÉ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÐÒÅÄÅ-
ÌÏÍ ÞÉÓÌÏ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, É Ô.Ð. ÷Ï ×ÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØ,
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ N ÐÏ " (× ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÄÅÌÁ), n ÐÏ C (× ÓÌÕÞÁÅ
ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ) É Ô.Ð., ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 1. an = n3 − 3n+ 1.
úÁÄÁÞÁ 2. an = n5

n5 − 1.

úÁÄÁÞÁ 3. an = 10n3 − 3n+ 5
n5 − 20; 5× n2 + 2.

úÁÄÁÞÁ 4. an = n!.
úÁÄÁÞÁ 5. an = n!

n5 .
úÁÄÁÞÁ 6. an = 1 + 1

1! + 1
2! + 1

3! + :::+ 1
n! .

úÁÄÁÞÁ 7 (×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É k ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï: 1

n! >
1

(n+ 1)! + 1
(n+ 2)! + :::+ 1

(n+ k)! .
úÁÄÁÞÁ 8. îÁÊÄÉÔÅ ÔÒÉ ÐÅÒ×ÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÁ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 6.

(üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ üÊÌÅÒÁ É ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: e).
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ e | ÞÉÓÌÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ.
úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = (1 + 1

n)n ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ.
úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e.
úÁÄÁÞÁ 12. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ e.

ìÉÓÔÏË 9, 22.11.2001

ðÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 − 1

2 + 1
3 − 1

4 + ::: + (−1)n+1

n ÓÈÏÄÉÔÓÑ. (òÑÄ a1 + a2 + a3 + :::
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ: s1 = a1, s2 = a1 + a2,
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s3 = a1 + a2 + a3, . . . ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ.)
úÁÄÁÞÁ 2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ËÁË-ÔÏ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ

ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ? (÷ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÍ ÒÑÄÅ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ ÄÏÌÖÎÙ ×ÓÔÒÅÔÉÔØÓÑ ÐÏ
ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.)

úÁÄÁÞÁ 3. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: an = xn
n! (x | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). îÁÊÄÉÔÅ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ bn, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ
ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: an < bn:

úÁÄÁÞÁ 4. á ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÐÒÉ
×ÓÅÈ n?

úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1 + x
1! + x2

2! + ::: + xn
n! ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ x.
úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ

x.
úÁÄÁÞÁ 7 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. ïÎÉ ÓÔÒÏÑÔ ×ÌÏÖÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÐÒÉÞÅÍ ÏÎÉ ÈÏÄÑÔ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, É ËÁÖÄÙÊ × Ó×ÏÊ ÈÏÄ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÏÔÒÅÚÏË
×ÎÕÔÒÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. ðÅÒ×ÙÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÍÅÅÔ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÜÔÁ ÔÏÞËÁ | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ. ÷ÔÏÒÏÊ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ
×ÌÏÖÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, É ÜÔÁ ÔÏÞËÁ | ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ.
éÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Õ ËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÎÉÈ ×ÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ?

ìÉÓÔÏË 10, 29.11.2001

ðÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÐÒÅÄÅÌ ÆÕÎËÃÉÉ.
úÁÄÁÞÁ 1. äÁÎÏ:
1. lim

n⇒∞xn = a; ÐÕÓÔØ Na(") | ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ " > 0 ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÔÁËÏÅ
ÞÉÓÌÏ Na("), ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á n > Na(") ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |xn − a| < ".

2. lim
n⇒∞ yn = b; ÐÕÓÔØ Nb(") | ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {yn}.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim
n⇒∞(xn + yn) = a + b; ÎÁÊÄÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÀ M(") ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÉÚ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á n > M(") ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|xn + yn − a− b| < ":

úÁÄÁÞÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.
úÁÄÁÞÁ 3. lim

n⇒∞xn = a, a 6= 0, N(") | ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ " > 0 ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ
ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N("), ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á n > N(") ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |xn− a| < ". äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ yn = 1=xn (ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n) ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌÏÍ
ÞÉÓÌÏ 1=a; ÎÁÊÄÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÆÕÎËÃÉÀ M(") ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á n > M("), ÓÌÅÄÕÅÔ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|yn − 1
a | < ":

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ (ÍÏÖÅÔÅ
ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ G | ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ f(x) ÐÒÉ
x ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
0 < |x− a| < � ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)−A| < " (x ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

lim
x→a

f(x) = A:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. (÷ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ, ÞÔÏ É × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÅÄÅÌÏÍ f(x) ÐÒÉ x ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {xn}, ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë
a É ÎÅ ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {f(xn)} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ A:

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.
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úÁÄÁÞÁ 5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ, ÔÏ
ÄÌÉÎÁ ËÁÔÅÔÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÄÌÉÎÅ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÄÌÉÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ Ë ÎÕÌÀ.

úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÄÉÎ ËÁÔÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ, ÔÏ
ÄÌÉÎÁ ÇÉÐÏÔÅÎÕÚÙ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÄÌÉÎÅ ÜÔÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ÄÌÉÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ËÁÔÅÔÁ Ë
ÎÕÌÀ.
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ðÏÄÇÏÔÏ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ë ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ lim

x→0
x2. õËÁÖÉÔÅ ËÁËÕÀ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ �(") (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ 1-ÇÏ ÏÐÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÇÄÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ).
úÁÄÁÞÁ 2. ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ Ï lim

x→0
√x. (ïÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ √x | ÐÏÌÕÐÒÑÍÁÑ x ≥ 0.)

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = n!
n2 ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁ Ó×ÅÒÈÕ (ÕËÁÖÉÔÅ

ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ËÁË ÐÏ ÞÉÓÌÕ C ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ an > C)
úÁÄÁÞÁ 4. ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = n!

n5 .

úÁÄÁÞÁ 5. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = n3 − 3n− 1
n5 + 2n2 + 3 É ÕËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ

ÐÒÁ×ÉÌÏ, ËÁË ÐÏ " ÎÁÊÔÉ N (ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0
ÎÁÊÄÅÔÓÑ N ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á n > N ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |an−A| < ", ÇÄÅ A | ÉÓËÏÍÙÊ
ÐÒÅÄÅÌ).

úÁÄÁÞÁ 6. ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ an = n3 + 3n+ 1
n5 − 2n2 − 3.

úÁÄÁÞÁ 7. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B, ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÅÎØÛÅ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B.
éÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ a ∈ A É b ∈ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ b=a− 1 < ".
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ � > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÁÒÁ ÞÉÓÅÌ c ∈ A É d ∈ B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ d− c < ":
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ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÐÒÅÄÅÌÁÍ
äÌÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ (ÔÒÏÊËÉ) ÐÏ ÌÉÎÉÉ â ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ×Ï ×ÒÅÍÑ ËÏÎÔÒÏÌØ-

ÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ä×Å ÚÁÄÁÞÉ. äÌÑ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÐÏ ÌÉÎÉÉ â ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ÐÑÔÅÒËÉ
| ÞÅÔÙÒÅ. äÌÑ ÐÑÔÅÒËÉ ÐÏ ÌÉÎÉÉ á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÞÅÔ×ÅÒËÕ ÐÏ ÌÉÎÉÉ â É,
ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÒÅÛÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÏÍÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ 6.

úÁÄÁÞÁ 1. an = 1
1× 3 + 1

2× 4 + 1
4× 6 + ::: 1

n× (n+ 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
{an} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ an = n2 −√n
2n+ 1 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÐÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-

ÓÔÉ. ñ×ÎÏ ÕËÁÖÉÔÅ ËÁËÏÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÁ×ÉÌÏ, ËÁË ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ C ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ N(C), ÞÔÏ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, ÂÏÌØÛÅÇÏ N(ó) ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: an > C:

úÁÄÁÞÁ 3. äÁÎÏ: lim
x→a

f(x) = C. æÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ f ÆÏÒÍÕÌÏÊ: g(x) =
f

(2x
3

)
. îÁÊÄÉÔÅ lim

x→3a=2
g(x) (Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÞÅÒÅÚ " É �).

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏËÏ×ÙÅ ÓÔÏ-
ÒÏÎÙ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ Ë ÎÕÌÀ ÄÌÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = r − √r2 − x2 − x2, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ
−r ≤ x ≤ r (r | ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÁÒÁÍÅÔÒ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÊ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÉÚ ×ÓÅÇÏ
ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÔÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ), ÐÒÉ r = 1/4, 1/2, 1.

úÁÄÁÞÁ 6 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). ðÒÉ ËÁËÉÈ r ×ÅÒÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ
ÚÁÄÁÞÉ: a) lim

x→0
f(x) = 0; Â) lim

x→0
f(x)
x = 0; ×) lim

x→0
f(x)
x2 = 0; Ç) lim

x→0
f(x)
x3 = 0?
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îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, É

ÔÏÞËÁ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ G (ÍÏÖÅÔÅ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ G | ×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ
ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � > 0, ÞÔÏ
ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |x− a| < � ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)− f(a)| < " (x ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M , ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ
× ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á í:

úÁÄÁÞÁ 1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ (ÂÅÚ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ), ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÒÁÚÒÙ×ÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ
ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ) × ÔÏÞËÅ a (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ).

÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 2-5 ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ×ÅÒÎÙÅ. äÏËÁÖÉÔÅ ×ÅÒÎÙÅ
ÔÅÏÒÅÍÙ É ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÉÔÅ ÎÅ×ÅÒÎÙÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, ×
ËÏÔÏÒÏÊ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a É f(a) 6= 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ
ÔÏÞËÉ a, × ËÏÔÏÒÏÊ f ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0 É ÉÍÅÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÚÎÁË, ÞÔÏ É × ÔÏÞËÅ a (ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÉÎÅÒÃÉÉ
ÚÎÁËÁ).

úÁÄÁÞÁ 4. ïÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ s:

s(x) = 0; ÅÓÌÉ x ≤ 0;

s(x) = 1; ÅÓÌÉ x > 0:

÷ ÔÏÞËÅ 0 ÆÕÎËÃÉÑ s ÒÁÚÒÙ×ÎÁ, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 5. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ) ÒÁÚÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ

×ÉÄÁ 1=n (n = 1, 2, 3, ... ), ÔÏ ÏÎÁ ÒÁÚÒÙ×ÎÁ É × ÔÏÞËÅ 0.
æÕÎËÃÉÉ-ÍÏÎÓÔÒÙ. üÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ, ÎÏ ÏÎÉ ÐÏÍÏ-

ÇÁÀÔ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÏÛÉÂËÉ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ.
úÁÄÁÞÁ 6. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ (Ó ÄÏËÁÚÁ-

ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ).
úÁÄÁÞÁ 7. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ), ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×Ï

×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÊ, Á × ÜÔÏÊ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ (Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ).
úÁÄÁÞÁ 8. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ), ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×

ÔÏÞËÁÈ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Á × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ.
ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.
úÁÄÁÞÁ 9. ëÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏËÁÖÕÔÓÑ \ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ", ÅÓÌÉ × ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ 1 ÚÁÂÙÔØ ÎÁÐÉÓÁÔØ,

ÞÔÏ " > 0?
úÁÄÁÞÁ 10. á ÅÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ � > 0?
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ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 1-3 ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏ

ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÎÅÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÌÅÍÍÙ ÏÂ ÏÔÒÅÚËÅ.
úÁÄÁÞÁ 1. åÓÌÉ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, f(a) <

0 É f(b) > 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ Ó ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f(c) = 0.
òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 1: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ×ÌÏÖÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÒÅÚËÏ× ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.
úÁÄÁÞÁ 1′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ
òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 2: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.
úÁÄÁÞÁ 1′′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ
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òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 3: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÔÏ ÏÎÁ
ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 1 (ÓÍ. ×ÙÛÅ).
úÁÄÁÞÁ 2′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÀ 2 (ÓÍ. ×ÙÛÅ).
úÁÄÁÞÁ 2′′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÀ 3 (ÓÍ. ×ÙÛÅ).
úÁÄÁÞÁ 2′′′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ
òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 4: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ×ÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÔÏ ÏÎÁ

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ c ∈ [a; b] ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ
×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ [a; b] f(x) ≤ f(c).

òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 1 (ÓÍ. ×ÙÛÅ).
úÁÄÁÞÁ 3′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÒÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÀ 4 (ÓÍ. ×ÙÛÅ).
úÁÄÁÞÁ 3′′. ôÁ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÎÏ
òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ 5: ÉÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ Ë ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ f 6= 0.
úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚÁÄÁÞÉ 3, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÉÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×ÏÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ?
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ðÏÄÇÏÔÏ×ËÁ Ë ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ [1;5] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = 1=x. îÁÊÄÉÔÅ
ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � (ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË a É b ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÙÈ |a− b| < �, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÅ: |f(a)− f(b)| < 0; 001.

úÁÄÁÞÁ 2. úÁÍÅÎÉÍ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÒÅÚÏË [1;5] ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0;5). îÁÊÄÅÔÓÑ ÌÉ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏÅ �, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ × ÚÁÄÁÞÅ 1?

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ sin ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ. (íÏÖÎÏ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÌÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ sin, ÉÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ×Ù×ÅÄÅ-
ÎÙ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.)

úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ |f | ÔÁËÖÅ
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÁÎÏ: ÆÕÎËÃÉÑ f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ
ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. æÕÎËÃÉÑ g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË: g(x) = f(x);ÅÓÌÉ f(x) ≤ C; g(x) = C ÅÓÌÉ
f(x) > C (ó | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ
ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]. (æÕÎËÃÉÀ g ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÒÅÚËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f).

úÁÄÁÞÁ 6. æÕÎËÃÉÑ f ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f2 ÒÁÚÒÙ×ÎÁ
× ÔÏÞËÅ x0?

úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |x| < � ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-
ÓÔ×Ï

∣∣∣∣
1 + x2 cosx
1− x sinx

∣∣∣∣ < 10:

úÁÄÁÞÁ 8. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x3 + x− 1 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ.
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÅÄÅÌ ÓÐÒÁ×Á × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ

ÒÁ×ÅÎ ÐÒÅÄÅÌÕ ÓÌÅ×Á, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.
äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ.
úÁÄÁÞÁ 10. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×-

ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, É ÐÒÉÔÏÍ ÍÏÎÏ-
ÔÏÎÎÏÊ.
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úÁÄÁÞÁ 11. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ
ÓÞÅÔÎÏ.

ìÉÓÔÏË 17, 11.02.2002

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ.
ìÉÎÉÑ â ×ËÌÀÞÁÅÔ ÚÁÄÁÞÉ 1-6, ÌÉÎÉÑ á ×ËÌÀÞÁÅÔ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ. äÌÑ ÔÒÏÊËÉ ÐÏ ÌÉÎÉÉ â ÎÅÏÂ-

ÈÏÄÉÍÏ ÒÅÛÉÔØ × ËÌÁÓÓÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏÊ ÌÉÎÉÉ, ÄÌÑ ÞÅÔ×ÅÒËÉ | ÞÅÔÙÒÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ÐÑÔÅÒËÉ
| ÐÑÔØ. äÌÑ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÐÏ ÌÉÎÉÉ á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÒÁÂÏÔÁÔØ ÞÅÔ×ÅÒËÕ ÐÏ ÌÉÎÉÉ â É ÒÅÛÉÔØ
ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ, ÉÚ ÚÁÄÁÞ 7-9. äÌÑ ÐÑÔÅÒËÉ ÐÏ ÌÉÎÉÉ á ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÚÁÒÁÂÏÔÁÔØ ÐÑÔÅÒËÕ ÐÏ
ÌÉÎÉÉ â É ÒÅÛÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ Ä×Å ÉÚ ÚÁÄÁÞ 7-9. ôÒÏÊËÉ É Ä×ÏÊËÉ ÚÁ ÌÉÎÉÀ á ÎÅ ÓÔÁ×ÑÔÓÑ. òÅÛÁÑ
ÚÁÄÁÞÉ ÄÏÍÁ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÐÏ×ÙÛÁÔØ ÏÃÅÎËÕ.

úÁÄÁÌÁ 1. f(x) = p(x) + q(x); p É q ÒÁÚÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ x0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f
ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0?

úÁÄÁÞÁ 2:f(x) = p(x) + q(x); p ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, q ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0. íÏÖÎÏ ÌÉ
ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0?

úÁÄÁÞÁ 3. f(x) = p(x) × q(x); p ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, q ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0. íÏÖÎÏ ÌÉ
ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0?

úÁÄÁÞÁ 4. f(x) = p(x) × q(x); p É q ÒÁÚÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ x0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f
ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0?

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1′. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a (ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
� > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á |x−a| < � ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï |f(x)−f(a)| < " (x ÂÅÒÅÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f). (üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1, ÓÍ. ÌÉÓÔÏË 13, ÔÅÍ, ÞÔÏ " É �
ÂÅÒÕÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 5. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÌÉ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ 1 ÌÉÓÔ-
ËÁ 13? (üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ, Á ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÔØ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÁÝÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ.)

úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = 1 + x2

1 + x4 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ?
úÁÄÁÞÁ 7. åÓÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅ-

ÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ.
úÁÄÁÞÁ 8. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÚÁÄÁÞÉ 6 ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ

ÐÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x1 É x2,
ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ |x1 − x2| < �, ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

|f(x1)− f(x2)| < "
(ÉÎÁÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, × ÏÂÙÞÎÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ �, ×ÙÂÒÁÎ-
ÎÏÅ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ", ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÌÏ ÎÁ ×ÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÁÄÁÎÉÑ)?

úÁÄÁÞÁ 9. äÁÎÙ ÐÒÑÍÁÑ l É ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË M , ÌÅÖÁÝÉÊ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ l.
ðÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÑÍÙÅ k, ÌÅÖÁÝÉÅ ÐÏ ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ l, ÞÔÏ É M ; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ
l ÄÏ k ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÅÒÅÚ h É ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÔÏÊ
ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ U , ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ k É l, ÅÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ h:
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.
òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ.
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. æÕÎËÃÉÑ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË [a; b] ÒÁÚÂÉÔ ËÏÎÅÞÎÙÍ

ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË a = a0 < a1 < a2 < ::: < an−1 < an = b ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ, ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
g Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ; ÞÅÒÅÚ gi ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (ai−1; ai) (ÚÎÁÞÅÎÉÑ g ×
ÔÏÞËÁÈ ai ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. éÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÏÔ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ
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S = (a1 − a0)× g1 + (a2 − a1)× g2 + :::+ (an − an−1)× gn:
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. îÉÖÎÅÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÁÑ ÓÔÕÐÅÎ-

ÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ,
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: g(x) ≤ f(x).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (×ÍÅÓÔÏ \≤" | \≥").
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. îÉÖÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ fÏÔ a ÄÏ b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ

ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f .
÷ÅÒÈÎÉÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔ a ÄÏ b ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÏÔ

×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ f . îÉÖÎÉÊ É ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ
ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÞÅÒÅÚ:

b∫

a

f
H

(x)dx É
b∫

a

f
B

(x)dx

úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ×ÓÑËÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ×ÓÑËÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÉÖÎÉÊ É ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ×ÓÅÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, É ÎÉÖÎÉÊ ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ ×ÅÒÈÎÅÇÏ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. æÕÎËÃÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÎÉÖÎÉÊ É ×ÅÒÈÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ
ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ. üÔÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ É ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = x ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0,1] É ÎÁÊÄÉÔÅ ÅÅ
ÉÎÔÅÇÒÁÌ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.
úÁÄÁÞÁ 5 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÉ ÓÔÕÐÅÎÞÁÔÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ?
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÷ÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ
ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ:
1) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ;
2) ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ R ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÔÏÞÅË a = a0 < a1 < a2 < ::: < an−1 < an = b

ÎÁ n ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×;
3) ×ÙÂÏÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V , ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ n ÔÏÞÅË �1 ∈ (a; a1), �2 ∈ (a1; a2), . . . , �n ∈ (an−1; b):
÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ S = (a1 − a)f(�1) + :::(a2 − a1)f(�2) + :::+ (b− an−1)f(�n) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-

ÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b] É ÄÁÎÎÏÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞÅË �i (ÞÔÏÂÙ
ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ S ÏÔ ÔÒÅÈ ×ÅÝÅÊ: ÆÕÎËÃÉÉ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞÅË, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ-
ÚÎÁÞÁÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÞÅÒÅÚ S(f;R; V )):

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÀÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ S(f;R; V ) ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÈ R ÏÔÒÅÚËÁ [a; b]
É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÙÂÏÒÁÈ V ÔÏÞÅË � ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÈ ÜÔÉÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

þÉÓÌÏ á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ S(f;R; V ) ÐÒÉ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ,
ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ R ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÉÎÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ �, É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ V ÔÏÞÅË �i ×ÙÐÏÌ-
ÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: |A− S(f;R; V )| < ".

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] (× ÓÍÙÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ), ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÅÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ ÐÒÉ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ; ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ (×Ï 2-Í ÓÍÙÓÌÅ) ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÔ a ÄÏ b:

úÁÄÁÞÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ (×Ï 2-Í ÓÍÙÓÌÅ).
úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b], ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.
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úÁÄÁÞÁ 3 (ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ). ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {an} ÉÍÅÅÔ ÐÒÅ-
ÄÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ N , ÞÔÏ ÉÚ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ
×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ n > N;m > N ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: |an − am| < ".

úÁÄÁÞÁ 4 (ëÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ). lim
x→a

f(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ � > 0, ÞÔÏ ÉÚ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ 0 < |x1−a| <
�, 0 < |x2 − a| < � ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: |f(x1)− f(x2)| < ".

úÁÄÁÞÁ 5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ëÏÛÉ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÓÕÍÍ.

ìÉÓÔÏË 20, 04.03.2002

óÌÅÄÓÔ×ÉÑ Ä×ÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ Ó ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ (a; b); ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË: f(x) = K,

ÅÓÌÉ x 6= c, É f(c) = 10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) × ÓÍÙÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 2. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) × ÓÍÙÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, É ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÎÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ
g) ÔÏÖÅ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ.

úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f , ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÎÅÍ ×
ÓÍÙÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

òÅËÏÍÅÎÄÁÃÉÑ: ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 2 ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÌÉÓÔËÁ
(ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ) ÉÌÉ ÚÁÄÁÞÅÊ 12
ÌÉÓÔËÁ 5 (ÔÅÏÒÅÍÏÊ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ
ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ ).

úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] × ÓÍÙÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ É × ÓÍÙÓÌÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅ-
ÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, É ÉÎÔÅÇÒÁÌÙ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÐÏ ÜÔÉÍ Ä×ÕÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

úÁÄÁÞÁ 5. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] × ÓÍÙÓÌÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ É × ÓÍÙÓÌÅ ×ÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅ-
ÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔÉ.

ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.
ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å Ó×ÏÊÓÔ× ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÌÀÂÙÍ ÉÚ Ä×ÕÈ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÏÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.
úÁÄÁÞÁ 6. ëÏÎÓÔÁÎÔÕ ÍÏÖÎÏ ×ÙÎÅÓÔÉ ÚÁ ÚÎÁË ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ.
úÁÄÁÞÁ 7. åÓÌÉ Ä×Å ÆÕÎËÃÉÉ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙ, ÔÏ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ, É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÉÈ

ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.
úÁÄÁÞÁ 8. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ ÏÎÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ É ÎÁ ×ÓÑËÏÍ

ÏÔÒÅÚËÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b].
úÁÄÁÞÁ 9. ðÕÓÔØ a < b < c, É ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b]. ôÏÇÄÁ

b∫

a

f(x)dx+
c∫

b

f(x)dx =
c∫

a

f(x)dx

úÁÄÁÞÁ 10 (ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ). åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÔÏ
ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ � (a < � < b), ÞÔÏ

b∫

a

f(x)dx = f(�)(b− a):
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ðÅÒ×ÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍ

ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ (ÏÔÒÅÚËÅ, ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÌÕÞÅ, ÐÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÉÌÉ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑ-
ÍÏÊ).

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ ÔÏÞËÁ a ×ÈÏÄÉÔ × ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f , É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a ÔÏÖÅ ×ÈÏÄÉÔ × ÜÔÕ ÏÂÌÁÓÔØ. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f × ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙ×Á-
ÅÔÓÑ

lim
x→a

f(x)− f(a)
x− a

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ f ′(a).
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = x2 (ÚÁÄÁÎÉÅ \ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ" ÐÒÅÄÐÏ-

ÌÁÇÁÅÔ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ
ÔÁËÏÍÕ-ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ y = f(x) É y = f ′(x) ÎÁ
ÏÄÎÏÍ ÞÅÒÔÅÖÅ.

úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = xn (n ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ).
÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ × ÚÁÄÁÞÁÈ 3-6?
úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÏÎÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ f ′(a) > 0 (ÔÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÍÏÌÞÁÌÉ×Ï ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ

f ′(a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ), ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ U ÉÚ
x > a ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) > f(a), Á ÉÚ x < a ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) < f(a).

úÁÄÁÞÁ 5. åÓÌÉ f ′(a) > 0, ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÆÕÎËÃÉÑ f ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ.
úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ,

ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ÔÏÞËÉ f(a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ) ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÔÏ
ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ U ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(f(x)) = x:

úÁÄÁÞÁ 7. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÌÅ×ÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÁ×ÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ÌÅ×ÏÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÐÒÁ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 8. äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ ÐÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, É
ÐÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 9. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ×ÓÀÄÕ É ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÐÒÁ×ÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÊ ÔÁËÖÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ).

úÁÄÁÞÁ 10. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ: ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÂÒÁÔÎÙ ËÁË ÞÉ-
ÓÌÁ. (ôÅÏÒÅÍÕ ÎÕÖÎÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ: ËÁËÉÅ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, × ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ
ÂÒÁÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÍÏÇÕÔ ÌÉ ÜÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÅ ÉÌÉ ÎÕÖÎÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ?)
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úÁÞÅÔÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÚÁÞÅÔÁ ÐÏ ÔÅÍÁÍ \ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ" É \ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ" ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÐÉÓØÍÅÎÎÏ

ÓÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÆÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ÁÌÉÓØ × ÐÒÏÛÌÙÈ ÌÉÓÔËÁÈ; ÒÁÎÅÅ ÐÒÉÎÑÔÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÓÄÁ×ÁÔØ):

îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ.
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ, ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ

× ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.
úÁÄÁÞÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÆÕÎËÃÉÊ.
úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, É f(x0) 6= 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g(x) = 1=f(x)

ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0:
úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ sin É cos ×ÓÀÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ.
úÁÄÁÞÁ 5. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) = P (x)

Q(x) , ÇÄÅ P É Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ m É
n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ lim f(x) ÐÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÒÁ×ÅÎ 0, ÅÓÌÉ
m < n, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ m > n, É ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÔÁÒÛÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ m = n.
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úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U ÔÏÞËÉ a ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, ÔÏ
× ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ V ÔÏÞËÉ f(a) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÁÑ) ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÔÏ ÅÓÔØ
ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ x ∈ U ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï g(f(x)) = x:

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ.
úÁÄÁÞÁ 7. îÁÊÄÉÔÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = xn (ÚÁÄÁÎÉÅ \ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ" ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÁÇÁÅÔ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ); x | ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, n
| ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 8. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ ÏÎÁ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 9. åÓÌÉ f ′(a) > 0, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ U ÔÏÞËÉ a, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÉ

x ∈ U ÉÚ x > a ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) > f(a), Á ÉÚ x < a ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(x) < f(a).
úÁÄÁÞÁ 10. åÓÌÉ f É g | ×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÂÒÁÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, É f ′(x0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0,

ÔÏ g′(f(x0)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÎÁ 1
f ′(x0) .

ìÉÓÔÏË 23, 29.04.2002

ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÚÁÞÅÔÎÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ É ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
úÁÄÁÞÁ 11. åÓÌÉ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0, É f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ g(x0), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ,

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ËÁË f(g(x)) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ x0.
úÁÄÁÞÁ 12. åÓÌÉ g ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0, É f ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ g(x0), ÔÏ

ÆÕÎËÃÉÑ H(x) = f(g(x)) ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0 É H ′(x0) = f ′(g(x0))× g′(x0).
úÁÄÁÞÁ 13. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (Cf(x))′ = Cf ′(x) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ×ÙÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁ ÚÎÁË ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ).
úÁÄÁÞÁ 14. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ

x0 É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ × ÔÏÞËÅ x0, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0 É

(f(x) + g(x))′x=x0 = f ′(x0) + g′(x0)
úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ

x0 É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ × ÔÏÞËÅ x0 ÔÏ ÉÈ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ × ÔÏÞËÅ x0 É

(f(x)g(x))′x=x0 = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0)
úÁÄÁÞÁ 16. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0,

ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0 É f(x) 6= 0, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ g(x) = 1=f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0 g′(x0) = − f ′(x0)

f2(x0) .
úÁÄÁÞÁ 17. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ sin′ x = cosx; cos′ x = − sinx:
úÁÄÁÞÁ 18. îÁÊÄÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ tg É ctg:
úÁÄÁÞÁ 19. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ-

ÅÍÁ × ÔÏÞËÅ x0 É ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × ÔÏÞËÅ x0 ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ × ÜÔÏÊ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ, f ′(x0) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÔÏ f ′(x0) = 0.

úÁÄÁÞÁ 20. åÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, Á ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ, É f(a) = f(b);ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ′(�) = 0.

úÁÄÁÞÁ 21. åÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, Á ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ′(�) = f(b)−f(a)

b−a (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ).

ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ× îÉËÏÌÁÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË,
ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ
ÛËÏÌÙ �179 Ç. íÏÓË×Ù,
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.
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÷ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÏÊ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÌÅËÃÉÉ î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×Á \ëÁË ÌÀÄÉ ÄÏÇÁÄÁÌÉÓØ, ÞÔÏ
ÉÚ ÚÁËÏÎÏ× ÍÅÈÁÎÉËÉ ÓÌÅÄÕÀÔ ÚÁËÏÎÙ ëÅÐÌÅÒÁ" (ÓÍ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �40, 2007
Ç.) ÐÒÉ×ÅÄÅÎÁ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ çÕËÁ ÐÏ ×Ù×ÏÄÕ ÚÁËÏÎÏ× ëÅÐÌÅÒÁ ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ
ÚÁËÏÎÏ× îØÀÔÏÎÁ. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ, ËÁË ÉÚ ÚÁËÏÎÏ× ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ | ÓÌÅÄÓÔ×ÉÊ
ÚÁËÏÎÏ× îØÀÔÏÎÁ | ×Ù×ÏÄÑÔÓÑ ÆÏÒÍÙ ÏÒÂÉÔ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÌÁÎÅÔ, Á ÔÁËÖÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ
ëÅÐÌÅÒÁ.

îÅÍÎÏÇÏ ÅÓÔØ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ ÓÔÏÌØ ËÒÁÓÉ×ÙÈ, É ÆÉÚÉÞÅÓËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ, ×ÏÐÒÏ-
ÓÏ×, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÅÌÁ × ÐÏÌÅ ÇÒÁ×ÉÔÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÃÅÎÔÒÁ. åÝÅ îØÀÔÏÎ
ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ: ÜÌÌÉÐÓÏÍ (× ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ), ÐÁÒÁÂÏÌÏÊ É ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ. üÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ, ÎÁÈÏÄÉ×ÛÉÊÓÑ ÔÒÉ ×ÅËÁ ÎÁÚÁÄ ÎÁ
ÐÅÒÅÄÎÅÍ ËÒÁÅ ÎÁÕËÉ, ÄÁ×ÎÏ ÕÖÅ ÐÅÒÅÛÅÌ × ×ÕÚÏ×ÓËÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÆÉÚÉËÉ, ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ, ÔÅÏÒÅÔÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ.

îÉÖÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÐÏÎÑÔÎÏÇÏ ÛËÏÌØÎÉËÕ, ×ÌÁÄÅÀÝÅÍÕ ÕÇÌÕÂÌÅÎÎÙÍ ËÕÒÓÏÍ
ÆÉÚÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ×ÙÈÏÄÉÔ (ÐÏ ÓÕÔÉ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏ) ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÛËÏÌØÎÏÊ
ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ | ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. îÏ ÏÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁ-
×ÉÌÁÍ, ËÁË É ÏÂÙÞÎÏÊ | ÓËÁÌÑÒÎÏÊ. ðÒÁ×ÄÁ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÔØ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ. äÌÑ ÏÂÌÅÇÞÅÎÉÑ
×ÏÓÐÒÉÑÔÉÑ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÓÔÁÔØÀ ÎÁ ÏÚÁÇÌÁ×ÌÅÎÎÙÅ ÞÁÓÔÉ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÐÌÁÎÅÔÁ ÉÌÉ ËÏÍÅÔÁ ÍÁÓÓÏÊ m × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t = 0 ÉÍÅÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ
~v0, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÕÀ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ � Ë ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÕ ~R, ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË. çÒÁ×ÉÔÁÃÉÏÎÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÐÌÁÎÅÔ
ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ, ÉÂÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÁÓÓÁ × 750 ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÍÁÓÓÙ óÏÌÎÃÁ M , ËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÎÏ
ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍ.
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1. úÁËÏÎÙ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÚÁËÏÎÙ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (ÜÎÅÒÇÉÉ É ÍÏÍÅÎÔÁ ÉÍÐÕÌØÓÁ), ÞÔÏ ÄÁÅÔ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏÓÔØ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÂÏÊÔÉÓØ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ ÐÅÒ×ÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ:

{
mv2

2 −GmMr = E0; (1)
mvr · sin(~v;∧ ~r) = L0; (2)

ÇÄÅ E0 = mv2
0

2 − GmM
R É L0 = mv0R sin� | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÅÈÁÎÉÞÅÓËÏÊ

ÜÎÅÒÇÉÉ É ÍÏÍÅÎÔÁ ÉÍÐÕÌØÓÁ ÎÅÂÅÓÎÏÇÏ ÔÅÌÁ. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ � 6= 0, ÉÂÏ
× ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (2) ÂÕÄÅÔ ÉÚÌÉÛÎÉÍ. ÷×ÉÄÕ ÐÏÓÔÏÑÎÓÔ×Á ×ÅËÔÏÒÁ ~L0 Ä×ÉÖÅÎÉÅ
ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ × ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ~R É ~v0.

õÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) É (2) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÒÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ: ÍÏÄÕÌØ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÌÁ V , ÅÇÏ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ óÏÌÎÃÁ r É ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ~v É ~r.

ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1)-(2) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÔÏÖÅ ÂÙÌÏ Ä×Á. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ
ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÍÅÅÍ:

cos ∠(~v; ~r) = ~v · ~r
v · r :

îÏ ËÁË ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ? äÅËÁÒÔÏ×ÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÒÁÊÎÅ ÎÅ×Ù-
ÇÏÄÎÏ: ÕÔÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ r, ×ÈÏÄÑÝÁÑ × ÚÁËÏÎ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ É ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÏÓÔØ r =

√
x2 + y2.

2. ïÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× Ë ÐÏÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ

îÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÄÅÌÁÔØ, ËÁË ××ÅÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ ~r0 ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÁ ~r É \ÐÒÉ×ÑÚÁÔØ"
ÅÇÏ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ XOY:

~r0 = ~r
r = cos' ·~i+ sin' ·~j;

ÇÄÅ ~i É ~j | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÏÓÅÊ ïè É OY ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ

~r = r
(

cos' ·~i+ sin' ·~j
)

(3)
É

~v = (~r)′ = vx ·~i+ vy ·~j =
(
r′ cos'− r'′ sin'

)~i+
(
r′ sin'+ r'′ cos'

)~j: (4)

éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (4) ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ v =
√
v2x + v2y =

√
(r′)2 + r2('′)2, Á ÉÚ ÆÏÒÍÕÌ (3) É (4) |

cos ∠(~v; ~r) = r′
v .

óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, sin ∠(~v; ~r) = r'′
v É ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÐÕÌØÓÁ ÔÅÌÁ ÒÁ×ÅÎ mr2'′.

ôÅÐÅÒØ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (1) É (2) ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ÔÁË:




m((r′)2 + r2('′)2)
2 −GmMr = E0; (5)

mr2'′ = L0: (6)
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁË ÂÙ ÓÁÍÁ ÓÏÂÏÊ, ÐÏÑ×ÉÌÁÓØ ÐÏÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.



ëÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ | ËÏÓÍÉÞÅÓËÉÅ ÏÒÂÉÔÙ 29

3. ÷×ÅÄÅÍ ÂÅÚÒÁÚÍÅÒÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ

óÉÓÔÅÍÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (5)-(6) ÕÄÏÂÎÅÅ ÒÅÛÁÔØ, ÅÓÌÉ ÐÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÉÓÔÏ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÕÐÒÏÝÅÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ ××ÅÓÔÉ ×ÅÌÉÞÉÎÕ q, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÕÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:

v0√
2GM
R

= q:

þÅÍ ÜÔÏ ×ÙÚ×ÁÎÏ? îÁÞÁÌØÎÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÔÅÌÁ E0 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÐÒÉ v0 >
√

2GM
R É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ

ÐÒÉ v0 <
√

2GM
R . á ÐÏ ÚÎÁËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ E0 ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ×ÁÖÎÏÅ

ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ Ï ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ÔÅÌÁ.
÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á E0 = mv2

2 − GmM
r ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ GmM

r > −E0. åÓÌÉ E0 < 0, ÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ 0 < r < −GmM

E0
, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÑ ÂÕÄÅÔ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ.

åÓÌÉ E0 ≥ 0, ÔÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ r, ÚÎÁÞÉÔ, ËÒÉ×ÁÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÏÍËÎÕÔÏÊ, É ÔÅÌÏ ÕÊÄÅÔ ×
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.

ðÒÉ \ÒÁÓÛÉÆÒÏ×ËÅ" ×ÅÌÉÞÉÎ E0 É L0 ÓÉÓÔÅÍÁ (5)-(6) ÕÐÒÏÓÔÉÔÓÑ É ÍÁÓÓÁ ÔÅÌÁ m ÉÓÞÅÚÎÅÔ:




r2('′)2 + (r′)2 = v2
0; (7)

r2'′ = v0R sin�: (8)

4. æÏÒÍÁ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ

åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÉÚ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8) ×ÅÌÉÞÉÎÕ '′ É ÐÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÅ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (7). ÷
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÕÇÌÁ ':

(r′)2 = v2
0

(
1 + 1

q2

(R
r − 1

)
− sin2 � · R

2

r2

)
:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (Á × ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÏÎÏ ÎÅÑ×ÎÏ
ÐÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÅÔ: r′ = dr

dt ), ÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (8) ×ÅÌÉÞÉÎÕ r′:

dr
dt = dr

d' ·
d'
dt = dr

d' ·
v0R sin�

r2 :

÷ ÉÔÏÇÅ ÉÍÅÅÍ:

( dr
d'

)2
=

(
1− 1

q2

)

R2 sin2 � + 1
Rq2 sin2 �r

3 − r2: (9)

÷ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÉÓÞÅÚÌÁ É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ v0.
òÁ×ÅÎÓÔ×Ï (9) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÎÏ ÌÕÞÛÅ ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ r = 1

Z ÕÐÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,

dr
d' = − 1

Z2 ·
dZ
d'

É ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (9) ×ÙÔÅËÁÅÔ:

(dZ
d'

)2
=

(
1− 1

q2

)

R2 sin2 � + 1
Rq2 sin2 �Z − Z2 (10)

éÔÁË, ×ÍÅÓÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ × ÆÏÒÍÕÌÅ (9) ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙÊ
Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒÅÈÞÌÅÎ × ÆÏÒÍÕÌÅ (10). ÷ÙÄÅÌÉÍ × ÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔ Ä×ÕÞÌÅÎÁ:

(dZ
d'

)2
= 1 + 4q2(q2 − 1) sin2 �

R2 sin2 � −
(
Z − 1

2Rq2 sin2 �

)2
: (11)
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ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ

2Rq2 sin2 � = P; 1 + 4q2(q2 − 1) sin2 � = "2; 1
r −

1
P = �

É ÕÞÔÑ, ÞÔÏ dZ
d' = d�

d' , ÎÁÈÏÄÉÍ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (11):
(P
" ·

d�
d'

)2
+

(P
" �

)2
= 1: (12)

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ (12) ÌÅÇËÏ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ � É ' ÓÒÁÚÕ ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ. ÷ÓÅ ÅÇÏ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ

� = ± "
P cos('+ '0) ÌÉÂÏ � = ± "

P sin('+ '0) = 1

ÇÄÅ '0 | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ. üÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (12) Ó ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÔÒÉÇÏ-
ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÍ × ×ÉÄÅ:

(cos′('+ '0))2 + cos2('+ '0) = 1 ÉÌÉ (sin′('+ '0))2 + sin2('+ '0) = 1:

éÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ×ÚÑÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ × ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÍ ×ÉÄÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÓ-
ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ:

� = "
P cos':

ôÏÇÄÁ ÐÏÌÕÞÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÏÍ " É ÆÏËÁÌØÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔ-
ÒÏÍ P :

r = P
1 + " cos': (13)

éÓÓÌÅÄÕÅÍ ×ÉÄ ÜÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔÁ ", ËÏÔÏÒÙÊ ÌÅÇËÏ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÔØ Ë ×ÉÄÕ:

" =
√

4 sin2 �
(
q2 − 1

2

)2
+ cos2 �:

îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ "min = | cos�| ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ q = 1√
2 , ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ v0 =

√
GM
R . ñÓÎÏ,

ÞÔÏ ÐÒÉ � = 90◦ ÂÕÄÅÔ \ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÉÚ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ" ÚÎÁÞÅÎÉÅ " = 0, ÞÅÍÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÏËÒÕÖ-
ÎÏÓÔØ. ðÏÎÑÔÎÏ É ÔÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ � 6= 90◦ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ
ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ. òÅÛÉ× ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ " = 1, ÎÁÊÄÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ q = 1, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ
v0 =

√
2GM
R . ôÅÌÏ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÐÁÒÁÂÏÌÅ.

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ " > 1 ÐÒÉ q < 1
(

0 < v0 <
√

GM
R ;

√
GM
R < v0 <

√
2GM
R

)
É × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÅÊ ÂÕÄÅÔ ÜÌÌÉÐÓ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ, ÞÔÏ " > 1 ÐÒÉ q > 1
(
v0 >

√
2GM
R

)
. ôÏÇÄÁ

ÔÅÌÏ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÐÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ.
ëÒÁÊÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×ÉÄ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ (ÜÌÌÉÐÓ, ÐÁÒÁÂÏÌÁ, ÇÉÐÅÒÂÏÌÁ) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÕÇÌÁ �, ÈÏÔÑ ÜËÓÃÅÎÔÒÉÓÉÔÅÔ " ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ � ÚÁ×ÉÓÉÔ.

5. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÅÈÁÎÉËÉ

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÅÌÁ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÛÉÔØ
ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÅÈÁÎÉËÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (6) ÐÏÄÓÔÁ×ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ (13) É ÎÁÊÄÅÍ:

ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÂÅÒÅÔÓÑ ÇÒÏÍÏÚÄËÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×:
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∫ d'
(1 + " cos')2 = − " sin'

(1− "2)(1 + " cos') + 2
(1 + "2) 3

2
arctg

(√
1− "
1 + " tg '2

)
+ C:

æÏÒÍÕÌÁ ×ÅÒÎÁ ÐÒÉ 0 ≤ " < 1.
÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ' = 0 ÐÒÉ t = 0, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÉÍ:

t = P 2

(1− "2)v0R sin�

(
2√

1− "2 arctg
(√

1− "
1 + " tg '2

)
− " sin'

1 + " cos'

)
: (14)

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÒÅÛÅÎÎÏÊ ÎÁÏÂÏÒÏÔ: ×ÒÅÍÑ t ×ÙÒÁÖÅÎÏ ÞÅÒÅÚ ÕÇÏÌ '.
ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÙÒÁÚÉÔØ ' ÞÅÒÅÚ t × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. ðÒÏ×ÅÒÉÍ
ÆÏÒÍÕÌÕ (14) × ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ

" = 0; � = 90◦; P = R:
üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ:

' =

√
GM
R
R t; ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ.

ðÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ r ÞÅÒÅÚ t × ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ ÔÏÖÅ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

6. õÓËÏÒÅÎÉÅ É ÓËÏÒÏÓÔØ ÔÅÌÁ

ðÒÏÝÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÓËÏÒÅÎÉÅ, ÞÅÍ ÓËÏÒÏÓÔØ. éÚ ÚÁËÏÎÁ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

a = GMr2

ó ÕÞÅÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ (13) ÎÁÈÏÄÉÍ:

a = GMP 2 (1 + " cos')2:

÷ÓÐÏÍÎÉÍ ÆÏÒÍÕÌÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÌÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÁÔØÉ:

v =
√

(r′)2 + r2('′)2:
æÏÒÍÕÌÙ (6) É (13) ÄÁÀÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÙ r′ É r'′:

r′ = v0R"
P sin� sin'; r'′ = v0R sin�

P (1 + " cos'):

ôÏÇÄÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÅÂÅÓÎÏÇÏ ÔÅÌÁ

v = v0R sin�
P

√
1 + 2" cos'+ "2: (15)

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (15) ÄÁÅÔ V = V0. ÷ ÜÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÄÕÌØ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÌÁ ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ.

7. úÁËÏÎÙ ëÅÐÌÅÒÁ

éÓÔÏÒÉÞÅÓËÉ ÚÁËÏÎÙ ëÅÐÌÅÒÁ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ ÚÁËÏÎÁÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ.
õÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÎÙÅ ÜÍÐÉÒÉÞÅÓËÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ, ÏÎÉ ÏÔËÒÙÌÉ ÐÕÔØ Ë
ÚÁËÏÎÕ ×ÓÅÍÉÒÎÏÇÏ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÚÁËÏÎÙ ëÅÐÌÅÒÁ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÉÚ ÚÁËÏÎÏ× îØÀÔÏ-
ÎÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÎÅÉÚÍÅÒÉÍÏ ÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÎÏÓÔØÀ.

ðÅÒ×ÙÊ ÚÁËÏÎ. ðÌÁÎÅÔÙ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ×ÏËÒÕÇ óÏÌÎÃÁ ÐÏ ÜÌÌÉÐÓÕ, × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÆÏËÕÓÏ× ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÏÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÚÁËÏÎÁ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (13).
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÷ÔÏÒÏÊ ÚÁËÏÎ. òÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÐÌÁÎÅÔÙ ÚÁ ÒÁ×ÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ
ÐÌÏÝÁÄÉ.

úÁ ×ÅÓØÍÁ ÍÁÌÏÅ ×ÒÅÍÑ dt ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒ ÐÌÁÎÅÔÙ ÐÏ×ÅÒÎÅÔÓÑ ÎÁ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÙÊ ÕÇÏÌ d', ÏÐÉÓÁ×
ÐÌÏÝÁÄØ dS = 1

2r2d'. ðÒÉÍÅÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ (6), ÚÁÐÉÛÅÍ ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÔÁË: dS = 1
2v0R sin� · dt.

ôÏÇÄÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ t1 ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÁ ÐÌÏÝÁÄØ

S1 =
t0+t1∫

t0

1
2v0R sin� · dt = 1

2v0R sin� · t1; (16)

ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÚÁËÏÎ.
ôÒÅÔÉÊ ÚÁËÏÎ. ë×ÁÄÒÁÔÙ ÐÅÒÉÏÄÏ× ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÌÁÎÅÔ ×ÏËÒÕÇ óÏÌÎÃÁ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË ËÕÂÙ

ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÕÏÓÅÊ ÉÈ ÏÒÂÉÔ.
ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ×ÙÒÁÚÉÍ ÐÅÒÉÏÄ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÌÁÎÅÔÙ ô. éÚ ÆÏÒÍÕÌÙ (16) ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ SÜÌÌ: =

1
2v0R sin� · T , ÇÄÅ SÜÌÌ: | ÐÌÏÝÁÄØ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÒÂÉÔÏÊ ÐÌÁÎÅÔÙ. ðÌÏÝÁÄØ ÜÌÌÉÐÓÁ,
ËÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÒÁ×ÎÁ �ab, ÇÄÅ Á É b | ÂÏÌØÛÁÑ É ÍÁÌÁÑ ÐÏÌÕÏÓÉ ÜÌÌÉÐÓÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. éÚ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×ÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ a = P

1−"2 É b = P√
1−"2 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

2�P 2

(1− "2) 3
2
v0R sin� · T;

ÏÔËÕÄÁ ÐÏÓÌÅ ÎÅÓÌÏÖÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÍ:

T = 2�a 3
2√

G ·M ;

ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅ T 2
a3 = 4�2

GM = const, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÚÁËÏÎ ëÅÐÌÅÒÁ:

T 2
1
T 2

2
= a3

1
a3

2
:

äÒÏÚÄÏ× ÷ÉËÔÏÒ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ,
Ç. òÑÚÁÎØ.



õÞÅÂÎÏÅ ÐÏÓÏÂÉÅ × ÖÕÒÎÁÌÅ

úÁÄÁÞÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ (ÏËÏÎÞÁÎÉÅ)
÷. ÷. ÷Á×ÉÌÏ×, á. ÷. õÓÔÉÎÏ×

úÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÕÞÅÂÎÏÇÏ ÐÏÓÏÂÉÑ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ óõîã íçõ ÷. ÷. ÷Á×ÉÌÏ×Á É
á. ÷. õÓÔÉÎÏ×Á \úÁÄÁÞÉ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ". îÁÞÁÌÏ ÐÏÓÏÂÉÑ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ × ÎÏÍÅÒÅ 4(39),
2006 Ç. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÌÉÚËÉÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ × ËÎÉÇÅ ÔÅÈ ÖÅ Á×ÔÏÒÏ× \íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ
ÎÁ ÒÅÛÅÔËÁÈ", íÏÓË×Á, éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íãîíï, 2006.

æÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ

ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ
âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ËÁËÏÊ{ÌÉÂÏ ÒÅÛÅÔËÅ, ÅÓÌÉ

×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.
ðÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ É ×ÎÕÔÒÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

4.1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ÄÅÌÉÔ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ | ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ.

4.2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �( L)=2:
4.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ

ÐÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ �( L)=2:
4.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC | ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÓÅ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÉÚ ABC ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁÍÉ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÍÉ ÕÚÅÌ A
× ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÚÌÙ ÒÅÛÅÔËÉ, ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ.

4.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ M ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ M .

4.6. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÕÚÌÏ× A É B ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅÔ
ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ×, ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÕÚÅÌ C ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC | ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÚÅÌ C
ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÕÇÏÌ ACB ÂÕÄÅÍ ÔÕÐÙÍ ÉÌÉ ÐÒÑÍÙÍ.

âÕÄÅÔ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ  L?
4.7. (ëÉÅ×, [5]). îÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a, b, c É ÒÁÄÉÕÓÏÍ

ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ R. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ abc ≥ 2R:
4.8. (íÏÓË×Á, [7]). îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ A, B, C, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ

ËÌÅÔÏË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÅÇÏ
ÅÓÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ ËÌÅÔËÉ.

4.9. ðÕÓÔØ A É B | Ä×Á ÕÚÌÁ ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÔÏÒÏÊ ÎÁ p ËÌÅÔÏË ÐÒÁ×ÅÅ É ÎÁ
q ×ÙÛÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ ÒÁ×ÎÏ

√
p2 + q2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ

ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ Ë ÐÒÑÍÏÊ AB ÕÚÌÁ ÒÅÛÅÔËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.
4.10. (íÁÔÅÒÉÁÌÙ ÖÀÒÉ ÷íï). ìÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ

ÏÔÒÁÚÉÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÊ É ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÅ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ
ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÐÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÉÌÉ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ?

4.11. (÷ÅÎÇÒÉÑ, [18]). ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÒÅÛÅÔËÉ Z2 É ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏ-
ÎÁÈ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÔÑÖÅÓÔÉ (ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ) ÜÔÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.
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4.12. (á. ÷. õÓÔÉÎÏ×). îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
ÕÚÌÁÍÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ, Á ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÒÅÛ£ÔËÉ (ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ) ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÎÅÔ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÕÚÌÁ ÒÅÛ£ÔËÉ, ÔÏ ÏÎÉ
ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

4.13. (á. ÷. õÓÔÉÎÏ×). îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË ÔÁË, ÞÔÏ ÅÇÏ
×ÅÒÛÉÎÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ, Á ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÒÅÛ£ÔËÉ (ËÒÏÍÅ ×ÅÒÛÉÎ) ÎÁ
ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÎÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÎÕÔÒÉ ÔÁËÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ
ÒÅÛ£ÔËÉ, ÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ.

4.14. (î. â. ÷ÁÓÉÌØÅ×, [4]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÅÛÅÔËÕ Z2 ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀ-
ÝÉÈÓÑ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÉ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ 2× 2, ÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÅÛÅÔËÉ
Z2 ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÐÁÄÕÔ × ÕÚÌÙ ÔÒÅÈ ÒÁÚÎÙÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÏÄÒÅÛÅÔÏË.

4.15. (óÍ. [12] ). þÅÔÙÒÅ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÓÉÄÑÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ëÁÖÄÕÀ ÍÉÎÕÔÕ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ
ÐÒÙÇÁÅÔ × ÔÏÞËÕ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÅÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÕÚÎÅÞÉËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÕÚÎÅÞÉËÉ
ÎÅ ÍÏÇÕÔ × ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.

4.16. éÇÒÁ \þÅÈÁÒÄÁ". (íÏÓË×Á, ÓÍ. [7]). ÷ ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÉ ËÕÚ-
ÎÅÞÉËÁ. ïÎÉ ÉÇÒÁÀÔ × ÞÅÈÁÒÄÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÙÇÁÀÔ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ, ÐÒÉÞÅÍ ÅÓÌÉ ËÕÚÎÅÞÉË A
ÐÒÙÇÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ËÕÚÎÅÞÉËÁ B, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÙÖËÁ ÏÎ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ B ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÞÔÏ
É ÄÏ ÐÒÙÖËÁ, É, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÒÙÖËÏ× ÏÄÉÎ ÉÚ
ËÕÚÎÅÞÉËÏ× ÐÏÐÁÓÔØ × ÞÅÔ×ÅÒÔÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ?

4.17. (î. â. ÷ÁÓÉÌØÅ×, [4]). ôÒÉ ËÕÚÎÅÞÉËÁ (ÔÒÉ ÔÏÞËÉ) × ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÉÄÑÔ ×
ÔÒÅÈ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÄÎÏÊ ËÌÅÔËÉ ÒÅÛÅÔËÉ Z2, Á ÚÁÔÅÍ ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÉÇÒÁÔØ \× ÞÅÈÁÒÄÕ": ËÁÖÄÙÊ ÍÏÖÅÔ
ÐÒÙÇÎÕÔØ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ
ÎÅÇÏ ÔÏÞËÅ (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÙÖËÏ× ËÕÚÎÅÞÉËÉ ÂÕÄÕÔ ÐÏÐÁÄÁÔØ × ÕÚÌÙ
ÒÅÛÅÔËÉ). ÷ ËÁËÉÈ ÔÒÏÊËÁÈ ÔÏÞÅË ÍÏÇÕÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÙÖËÏ× ÏËÁÚÁÔØÓÑ ËÕÚÎÅÞÎÉËÉ?

4.18. Á) ÷ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ 5 ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÒÉ
ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÃÅÌÏÊ ÐÌÏÝÁÄØÀ.

Â) ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÚÁÄÁÎÙ 19 ÔÏÞÅË Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊ-
ÄÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ, ËÏÔÏÒÙÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ Ó ÃÅÌÙÍ ÏÂßÅÍÏÍ.

æÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ É ÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ
íÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÃÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÅË ÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ É Ë ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÅ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ.
äÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ [P ] ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ  L ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

[P ] =
(
Ni + Ne

2 − 1
)
·�( L);

ÇÄÅ Ni É Ne ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ É ÎÁ
ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P , Á �( L) | ÐÌÏÝÁÄØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÒÅÛÅÔËÉ  L.
üÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ × 1899 ÇÏÄÕ äÖ. á. ðÉË (ÓÍ. [37]).

4.19. æÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ I. (óÍ. [33]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
Á) ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÕ ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØ;
Â) ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÉ;
×) ÌÀÂÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÜÔÏÊ ÒÅ-

ÛÅÔËÉ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÅ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ;

Ç) ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÅÛ£ÔËÅ ÎÅ
ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÍÁÎÅÒÙ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ

2Ni +Ne − 2:

Ä) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ æÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ.
4.20. æÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ II. (óÍ. [16]).
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Á) õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Ä×Å ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÙ ÐÏ
ÌÉÎÉÑÍ ÒÅÛÅÔËÉ.

Â) õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ.
×) ëÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ P Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ  L ÐÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

ÞÉÓÌÏ f(P ) = Ni +Ne=2− 1: ðÕÓÔØ P ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ P1 É P2 Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ
ÒÅÛÅÔËÉ. ôÏÇÄÁ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ðÉËÁ ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÉÚ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉ-
ËÏ× P , P1 É P2, ÔÏ ÏÎÁ ×ÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

Ç) äÏËÁÖÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ðÉËÁ.
4.21. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P Ó n ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÌÁËÕÎÁÍÉ (ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ÇÒÁÎÉÃÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ
ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ Ó ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ ÌÁËÕÎ) ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ  L, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[P ] = (Ni +Ne=2− 1 + n)�;

ÇÄÅ � = �( L) | ÐÌÏÝÁÄØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ, Ni | ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ, ÒÁÓ-
ÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ×ÎÕÔÒÉ P , ÎÏ ÎÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÌÁËÕÎ É ÎÅ ×ÎÕÔÒÉ ÌÁËÕÎ, Á Ne | ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÇÒÁÎÉÃÅ P É ÇÒÁÎÉÃÁÍ ×ÓÅÈ ÌÁËÕÎ.

4.22. (óÍ. [36]). ðÕÓÔØ f(P ) = aNi(P ) + bNe(P ) + c, ÇÄÅ a, b, c | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÅÄ-
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÈ É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ
ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ f(P ) = f(P1) + f(P2), ÅÓÌÉ P ÒÁÚÂÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÌÏÍÁ-
ÎÏÊ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ ÎÁ Ä×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P1 É P2 (ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ b = a=2 É c = −a.

4.23. (CÔÕÄÅÎÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, ÍÅÈÍÁÔ íçõ, ÓÍ. [23]). ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÁÎ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ
Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ Z3. ÷ÎÕÔÒÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ a ÕÚÌÏ×,
ÎÁ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÇÒÁÎÅÊ (ÉÓËÌÀÞÁÑ ÒÅÂÒÁ) | b ÕÚÌÏ×, ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ (ÉÓËÌÀÞÁÑ ×ÅÒÛÉÎÙ) | c
ÕÚÌÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁ×ÅÎ a+ b=2 + c=4 + 1:

4.24. (÷ÓÅÓÏÀÚÎÁÑ ÓÔÕÄÅÎÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, ÓÍ. [23]). ÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ
M Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÒÅÛÅÔËÉ Z3. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N(F ) ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ
F ÉÌÉ ÎÁ ÅÇÏ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, Á ÞÅÒÅÚ [M ] | ÏÂßÅÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ M . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ kM ÍÎÏÇÏ-
ÇÒÁÎÎÉË, ÒÁÄÉÕÓ{×ÅËÔÏÒÙ ÔÏÞÅË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ k ÒÁÄÉÕÓ{×ÅËÔÏÒÏ×
ÔÏÞÅË ÉÚ M . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

6[M ] = N(3M)− 3N(2M) + 3N(M)− 1:

4.25. (CÍ. [17]). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2

ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ
2[P ] = N(2P )− 2N(P ) + 1;

ÇÄÅ N(F ) | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ, ÐÏÐÁ×ÛÉÈ ×ÎÕÔÒØ É ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÆÉÇÕÒÙ F ; nF |
ÆÉÇÕÒÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÉÚ F ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ × n ÒÁÚ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

Â) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P ÎÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 ÆÕÎËÃÉÑ N(nP )
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ n ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ n ≥ 0:

×) åÓÌÉ p(n) = N(nP ) = an2 + bn + c; ÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÐÏÐÁ×ÛÉÈ ×ÎÕÔÒØ
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ nP ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ni(nP ) = p(−n):

Ç) äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÕÚÌÏ× Ne(P ), ÐÏÐÁ×ÛÉÈ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÕ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2

ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
Ne(P ) = 4N(P )−N(2P )− 3:

Ä) (CÍ. [3], [17]). ðÕÓÔØ P , Q | ×ÙÐÕËÌÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÉÈ ÓÕÍÍÕ
íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ mP + nQ, ÇÄÅ m, n | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

mP + nQ = {x = mp + nq : p ∈ P;q ∈ Q}:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ N(mP + nQ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÏÔ m É n.
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ðÒÉÌÏÖÅÎÉÑ æÏÒÍÕÌÙ ðÉËÁ
4.26. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÎÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ

ÏÓÑÍ, ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ Á) 2501, Â) 103?
4.27. ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ

√
65 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2. óËÏÌØËÏ ÕÚÌÏ× ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ

ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ? óËÏÌØËÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 5,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2?

4.28. óÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÐÌÏÝÁÄÉ 1 ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ n É m ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÔÏÞËÉ ÄÅ-
ÌÅÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÌÅÎØËÉÈ
ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 1=(mn− 1) É 1=(nm+ 1):

òÉÓ. 1

4.29. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÅÒÛÉÎ
Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÐÌÏÝÁÄÉ 1 Ó ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ, ÒÁ×ÎÁ 1=6, ÓÍ. ÒÉÓ. 2.

òÉÓ. 2

4.30. óÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÐÌÏÝÁÄÉ 1 ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ÔÏÞËÉ ÄÅ-
ÌÅÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ
ÚÁÛÔÒÉÈÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÁ 1=7:

òÉÓ. 3

4.31. (óÍ. [4]). ûÁÈÍÁÔÎÙÊ ËÏÒÏÌØ ÏÂÏÛÅÌ ÄÏÓËÕ 8×8 ËÌÅÔÏË, ÐÏÂÙ×Á× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÐÏÌÅ ÒÏ×ÎÏ
ÏÄÉÎ ÒÁÚ É ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍ ×ÅÒÎÕ×ÛÉÓØ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÐÏÌÅ. ìÏÍÁÎÁÑ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×Á-
ÔÅÌØÎÏ ÃÅÎÔÒÙ ÐÏÌÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌ ËÏÒÏÌØ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË.
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Á) ëÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÁËÁÑ ÌÏÍÁÎÁÑ?
Â) ëÁËÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÏÖÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÔØ ÜÔÁ ÌÏÍÁÎÁÑ?
4.32. Á) ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ n{ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÕÚÌÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ Z2, Á ×ÎÕÔÒÉ É

ÎÁ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ n ≤ 4.
Â) (íÏÓË×Á, [7]). ÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ ÔÒÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ | ÃÅÌÙÅ ÞÉ-
ÓÌÁ). äÒÕÇÉÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ×ÎÕÔÒÉ, ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ É ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 8.

4.33. Á) (ìÅÎÉÎÇÒÁÄ, [22]). ÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÒÅÛÅÔËÉ
Z2, Á ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ | ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÔÁËÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ Ó ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ÄÌÉ-
ÎÁÍÉ Ú×ÅÎØÅ×.

4.34. (òÏÓÓÉÑ, [28]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ
Z2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÎÅ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ?

4.35. ÷ÎÕÔÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ 1 ÕÚÅÌ. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ
ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ?

4.36. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÏÍ n × n ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ (n + 1)2

ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÕÇÌÏ× ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÕÚÌÅ ÒÅÛÅÔËÉ, Á ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ
ÌÉÎÉÑÍ ÒÅÛÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÎ
ÐÏËÒÙ×ÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (n+ 1)2 ÔÏÞÅË ÒÅÛÅÔËÉ Z2.

4.37. ðÕÓÔØ P | ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÐÅÒÉÍÅÔÒÁ p ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Ni(P ) ≤ [P ] + p
2 + 1:

4.38 (íÏÓË×Á, 1973). îÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ Ó ËÌÅÔËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1× 1 ÐÒÏ×ÅÄÅÎÁ
ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑÓÑ ÌÏÍÁÎÁÑ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÐÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÌÅÔÏË. ÷ÎÕÔÒÉ ÌÏÍÁÎÏÊ
ÏËÁÚÁÌÏÓØ k ÞÅÒÎÙÈ ËÌÅÔÏË. ëÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÌÏÝÁÄØ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÆÉÇÕÒÁ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ
ÜÔÏÊ ÌÏÍÁÎÏÊ?

4.39. ðÕÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÒÅÛÅÔËÉ Z2, Á ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.

Á) ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC?
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ [ABC] ≤ 9=2:
4.40. (óÍ. [38]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ

Ne ÔÏÞÅË ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ É Ni ≥ 1 ÔÏÞÅË ×ÎÕÔÒÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ne ≤ 2Ni + 7. ïÐÉÛÉÔÅ
×ÓÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

4.41. (íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, ÓÍ.[19]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ≥ 3, ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ n ÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ:

Á) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÌÀÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ Ñ×ÌÑÌÏÓØ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ;
Â) ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÙÒÁÖÁ-

ÌÁÓØ ÂÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ.
4.42. (óÔÕÄÅÎÞÅÓËÁÑ ÏÌÉÍÐÉÁÄÁ, íÏÓË×Á, ÓÍ. [23]). îÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ

p ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÍÙËÁÀÔ Ë ÏÂÝÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ AB, ÐÒÉ ÜÔÏÍ AB ÎÅ ÍÅÎØÛÅ
×ÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÌÏÝÁÄÅÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ ÍÅÎØÛÅ p2=8.

5. ãÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ

æÕÎËÃÉÉ [x] É {x}
ðÕÓÔØ x | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÅÒÅÚ [x] ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ

ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ

[x] ≤ x < [x] + 1:



38 ÷. ÷. ÷Á×ÉÌÏ×, á. ÷. õÓÔÉÎÏ×

äÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ {x} = x− [x]: ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ
n ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

[x+ n] = [x] + n; {x+ n} = {x} :
5.1. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, x > 0 | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ

a × ÐÒÅÄÅÌÁÈ 0 ≤ a ≤ x, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ n, ÒÁ×ÎÏ [x=n].
5.2. ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ x ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

[x
n

]
−

[x− 1
n

]
= �n(x);

{x
n

}
+

{
−xn

}
= 1− �n(x);

ÇÄÅ �n | ÄÅÌØÔÁ-ÆÕÎËÃÉÑ ëÏÒÏÂÏ×Á, ÓÍ. ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ × �4(39), Á ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏÇÏ x [ [x]

n

]
=

[x
n

]
:

5.3. (üÒÍÉÔ; [20]). ðÕÓÔØ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ x ×ÙÐÏÌÎÑ-
ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

[x] +
[
x+ 1

n

]
+

[
x+ 2

n

]
+ : : :+

[
x+ n− 1

n

]
= [nx]:

5.4. (óÍ. [24]). ðÕÓÔØ � | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É f�(n) =
n∑
k=1

[�k].
Á) îÁÊÄÉÔÅ f�(n) ÄÌÑ � = a, � = a=2, � = a=3, � = a=n ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÃÅÌÙÈ a É n. îÁÊÄÉÔÅ

ÔÁËÖÅ lim
n→∞

f�(n)
n2 .

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

f�(n) = f{�}(n) + 1
2[�]n(n+ 1);

f�(n) + f1=�([n�])−
[n
q

]
= n[n�]:

5.5. úÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÕÍÍ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ. ðÕÓÔØ m É n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

m−1∑

k=0

[nk + x
m

]
=

n∑

k=0

[mk + x
n

]
:

5.6. ðÕÓÔØ p É q | ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
[q
p

]
+

[2q
p

]
+ : : :+

[(p− 1)q
p

]
= (p− 1)(q − 1)

2 :

5.7. (çÁÕÓÓ). ðÕÓÔØ p É q | ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, p′ = (p − 1)=2, q′ = (q − 1)=2.
ðÕÔÅÍ ÐÏÄÓÞÅÔÁ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 1 ≤ x ≤ p′, 1 ≤ y ≤ q′ ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ

[q
p

]
+

[2q
p

]
+ : : :+

[p′q
p

]
+

[p
q

]
+

[2p
q

]
+ : : :+

[q′p
q

]
= p′q′:

5.8. (ôÕÒÎÉÒ ÇÏÒÏÄÏ×). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

[n1=2] + [n1=3] + : : :+ [n1=n] = [log2 n] + [log3 n] + : : :+ [logn n]:

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ{ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
æÕÎËÃÉÑ f(n), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁ-

ÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ä×ÕÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:
1) f(1) = 1; 2) f(m · n) = f(m) · f(n) ÐÒÉ (m;n) = 1:
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åÓÌÉ f(1) = 1 É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(m · n) = f(m) · f(n) ×ÙÐÏÌÎÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ m É n, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f(n) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ.

5.9. ðÕÓÔØ f(n) | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É n = p�1
1 : : : p�ss | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ÞÉÓÌÁ m. ôÏÇÄÁ
∑

d|n
f(d) = (1 + f(p1) + : : :+ f(p�1

1 )) · : : : · (1 + f(ps) + : : :+ f(p�ss ));

ÇÄÅ ÚÎÁË ∑
d|n

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÉÄÅÔ ÐÏ ×ÓÅÍ ÄÅÌÉÔÅÌÑÍ ÞÉÓÌÁ n.

5.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ f(n) É g(n) = ∑
d|n
f(d) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.
5.11. þÅÒÅÚ �(n) | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

n: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = p�1
1 : : : p�ss

�(n) = (�1 + 1) : : : (�s + 1);

É ÐÏÌÕÞÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ �(n).
ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÀ �(n) ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÒÅÛÅÔËÉ

Z2 Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÇÉÐÅÒÂÏÌÅ xy = n.
ðÅÒ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ �(n) ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
�(n) 1 2 2 3 2 4 2 4 3 4

æÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ '(n) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó n.
ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ æÕÎËÃÉÀ üÊÌÅÒÁ '(n) ÍÏÖÎÏ ÔÒÁËÔÏ×ÁÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË

ÒÅÛÅÔËÉ Z2 ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ 1 ≤ x ≤ n, y = n É ×ÉÄÉÍÙÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÒÉÍÉÔÉ×-
ÎÙÈ).

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
'(n) 1 1 2 2 4 2 6 4 6 4

5.12. ôÏÖÄÅÓÔ×Ï çÁÕÓÓÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
∑

d|n
'(d) = n:

5.13. ðÕÓÔØ x > 0 | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, p1, p2, . . . , pn | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ x É ÎÅ ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏ
ÉÚ ÐÒÏÓÔÙÈ p1, p2, . . . , pn, ÒÁ×ÎÏ

[x]−
[ x
p1

]
− : : :−

[ x
pn

]
+

[ x
p1p2

]
+ : : :+

[ x
pn−1pn

]
− : : :+ (−1)n

[ x
p1 : : : pn

]
:

5.14. ðÕÓÔØ n = p�1
1 : : : p�ss . äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

'(n) = n
(

1− 1
p1

)
: : :

(
1− 1

ps

)
:

æÕÎËÃÉÑ í£ÂÉÕÓÁ �(n) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ: �(1) = 1; ÅÓÌÉ n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔ, ÏÔÌÉÞ-
ÎÙÊ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ �(n) = 0; ÅÓÌÉ ÖÅ n = p1 : : : pk, ÇÄÅ p1, . . . , pk | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ,
ÔÏ �(n) = (−1)k.

ðÅÒ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ �(n) ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
�(n) 1 −1 −1 0 −1 1 −1 0 0 1
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5.15. ðÕÓÔØ f(n) | ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É n = p�1
1 : : : p�ss | ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

ÞÉÓÌÁ m. ôÏÇÄÁ ∑

d|n
�(d)f(d) = (1− f(p1))(1− f(p2)) : : : (1− f(ps)):

5.16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:

∑

d|n

�(d)
d = '(n)

n ;
∑

d|n
�(d) =

{
1; ÅÓÌÉ n = 1;
0; ÅÓÌÉ n > 1:

5.17. äÚÅÔÁ-ÆÕÎËÃÉÅÊ òÉÍÁÎÁ �(s) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ s > 1 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÁË
ÓÕÍÍÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ

�(s) = 1
1s + 1

2s + : : :+ 1
ns + : : :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
1
�(s) = �(1)

1s + �(2)
2s + : : :+ �(n)

ns + : : :

5.18. æÏÒÍÕÌÙ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ í£ÂÉÕÓÁ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×

f(n) =
∑

d|n
g(d) É g(n) =

∑

d|n
�(d)f

(n
d

)
:

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ x ≥ 1

f(x) =
∑

n≤x
g

(x
n

)
;

ÔÏ ÐÒÉ x ≥ 1
g(x) =

∑

n≤x
�(n)f

(x
n

)
:

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.

ãÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ × ÏÂÌÁÓÔÑÈ
5.19. Á) ÷ÎÕÔÒÉ ÌÀÂÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 10 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 250 ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ

Z2.
Â) ÷ ËÒÕÇÅ ÒÁÄÉÕÓÁ 10 ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÓÔÉÔØ 300 ÔÏÞÅË ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÐÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ

ÎÉÍÉ ÂÙÌÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1.
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ 11 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 334 ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ

Z2.
5.20. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ a ≤ x ≤ b: äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ËÒÉ×ÏÌÉÎÅÊÎÏÊ ÔÒÁÐÅÃÉÉ a ≤ x ≤ b, 0 < y ≤ f(x) ÒÁ×ÎÏ
∑

a≤x≤b
[f(x)] =

∑

a≤x≤b
f(x)−

∑

a≤x≤b
{f(x)};

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ÃÅÌÙÍ x ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b].
5.21. (çÁÕÓÓ, ÓÍ. [9]). ðÕÓÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, K(R) | ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2 × ËÒÕÇÅ x2 + y2 ≤

R2: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
�(R−

√
2)2 < K(R) < �(R+

√
2)2

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,
K(R) = �R2 +O(R); lim

R→∞
K(R)
R2 = �:
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5.22. ðÕÓÔØ R > 0 É K(R) | ÞÉÓÌÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2 × ËÒÕÇÅ x2 + y2 ≤ R2: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

K(R) = 1 + 4[R] + 8
∑

0<x≤R=√2
[
√
R2 − x2]− 4

[ R√
2

]2
:

5.23. äÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÞÅÒÅÚ r(n) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ
(x; y) ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ n = x2 +y2; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, r(0) = 1, r(1) = 4, r(2) = 4, r(3) = 0, r(4) = 4,
r(5) = 8, r(6) = 0, r(7) = 0, r(8) = 4, . . .

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
Á) r(n) = 0, ÅÓÌÉ n = 4k + 3;
Â) r(n) = 4 (k + 1), ÅÓÌÉ n = 5k;
×) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ çÁÕÓÓÁ; ÓÍ. [9])

lim
n→∞

r(0) + r(1) + : : :+ r(n− 1)
n = �:

5.24. æÏÒÍÕÌÁ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ üÊÌÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕ-
ÅÍÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] É �(x) = 1

2 − {x}. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

∑

a<x≤b
f(x) =

b∫

a

f(x) dx+ �(b)f(b)− �(a)f(a)−
b∫

a

�(x)f ′(x) dx;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÃÅÌÙÍ x.
5.25. (äÉÒÉÈÌÅ; ÓÍ. [2]). ãÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÄ ÇÉÐÅÒÂÏÌÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ T (n) ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË

Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅ ×ÙÛÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÙ xy = n (n > 0).
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

T (n) = 2
∑

1≤k≤√n

[n
k

]
− [√

n
]2

É
T (n) = n lnn+ (2 − 1)n+O(

√
n);

ÇÄÅ  | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ üÊÌÅÒÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ

 = lim
m→∞


 ∑

1≤k≤m

1
k − lnm


 :

5.26. ðÕÓÔØ R ≥ 1 É ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Omn ÚÁÄÁÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ 
(R), ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ
0 < m;n ≤ R. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ 
(R) ÉÍÅÅÔ ËÕÓÏÞÎÏ-ÇÌÁÄËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ
ÅÓÔØ O(R). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M(R) ÞÉÓÌÏ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË × ÏÂÌÁÓÔÉ 
(R), Á ÞÅÒÅÚ M∗(R) | ÞÉÓÌÏ
ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÔÏÞÅË (ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ (m;n) = 1). ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÊ
ÆÏÒÍÕÌÙ

M∗(R) = 1
�(2)M(R) +O(R logR):

äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÊÓÑ ÏÂÌÁÓÔÉ × n-ÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.
5.27. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(2) = �2=6 ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÑ.
Á) ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÔÏÞÅË × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ 0 ≤ x ≤ y ≤ R ÒÁ×ÎÏ

3
�2 R

2 +O(R lnR):

Â) äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÔÏÞÅË K∗(R) ×ÎÕÔÒÉ ËÒÕÇÁ x2 + y2 ≤ R2 ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÓÉÍÐÔÏÔÉ-
ÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

K∗(R) = 6
� R

2 +O(R lnR):
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5.28. Á) äÌÑ ÞÉÓÌÁ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË (x; y; z) × ËÕÂÅ 1 ≤ x; y; z ≤ R, ×ÉÄÉÍÙÈ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ
(ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÈ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (x; y; z) = 1), ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

N(P ) = 1
�(3) R

3 +O(R2):

Â) ðÕÓÔØ S(R) | ÞÉÓÌÏ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÙÈ ÔÏÞÅË ×ÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ x2 + y2 + z2 ≤ R2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

S(R) = 4�
3�(3)R

3 +O(R2):

6. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É Ó×ÏÊÓÔ×Á
ðÕÓÔØ Zn (n ≥ 2) | ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ ÔÏÞÅË É e1, e2, . . . , en | ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ

×ÅËÔÏÒÙ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ Z ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ Ó ÎÅÊ ÔÏÞËÉ z ± ek (k = 1; 2; : : : ; n); ÓÕÍÍÁ
É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÎÁÄ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. åÓÌÉ B | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Zn, ÔÏ ÇÒÁÎÉÃÅÊ
@B ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË z ∈ Zn \ B, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÓÏÓÅÄÎÀÀ ÔÏÞËÕ ÉÚ B;
ÐÏÄ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ B ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �B = B ∪ @B.

äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÚÎÁÞÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f(z), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ �B, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÁÒÍÏÎÉ-
ÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ × B, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ z ∈ B ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ f(z) ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ n = 2 × ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (x; y) ∈ B
ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

4f(x; y) = f(x+ 1; y) + f(x− 1; y) + f(x; y + 1) + f(x; y − 1):

6.1. ðÕÓÔØ f(x; y) É g(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a É b ÆÕÎË-
ÃÉÑ af(x; y) + bg(x; y) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ.

6.2. ðÕÓÔØ f(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ �xf(x; y) =
f(x+ 1; y)− f(x; y) É �yf(x; y) = f(x; y + 1)− f(x; y) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÕÔ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÍÉ.

6.3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ H(x; y) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÔÏ

H(x± 1; y ± 1) ≤ 4H(x; y):

6.4. îÁÊÄÉÔÅ ×ÓÅ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 2.
6.5. ðÕÓÔØ p(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 0 (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n, Á ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ | ÒÁ×ÎÁ n). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

p(x; y) = �Re(x+ iy)n + �Im(x+ iy)n + g(x; y);

ÇÄÅ g(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n− 1 É �, � | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, (�; �) 6= (0; 0):
6.6. ðÕÓÔØ M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 (ÉÌÉ Å£ ÐÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Å). âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÊ {Hn} ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ H, ÅÓÌÉ
Hn(x; y) → H(x; y) × ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ÒÅÛÅÔËÉ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ
ÆÕÎËÃÉÅÊ.

6.7. íÎÏÖÅÓÔ×Ï M , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Z2 (ÏÂÌÁÓÔÉ B) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ Hn → H, Hn ∈M ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H ∈M , É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ,
ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ É ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ {Hn}, Hn ∈ M ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ
ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Z2 (ÏÂÌÁÓÔÉ B) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÍÐÁËÔÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ C(x; y), ÞÔÏ H(x; y) ≤ C(x; y)
ÄÌÑ ×ÓÅÈ H ∈M É (x; y) ∈ Z2 (B).

6.8. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P ÏÐÅÒÁÔÏÒ ÏÓÒÅÄÎÅÎÉÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2:

Pf(x; y) = f(x− 1; y) + f(x+ 1; y) + f(x; y − 1) + f(x; y + 1)
4 :
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äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

@2f
@x2 + @2f

@y2 = lim
h→∞

f(x− h; y) + f(x+ h; y) + f(x; y − h) + f(x; y + h)− 4f(x; y)
h2 ;

ÔÏ ÅÓÔØ ÏÐÅÒÁÔÏÒ ìÁÐÌÁÓÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÉÚ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ P −E ÐÒÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉ-
ÞÅÎÎÏÍ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ ÒÅÛÅÔËÉ, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ.

ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÐÒÉÎÃÉÐÙ
6.9. (íÏÓË×Á). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Z2 ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÓÅ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ
ÒÁ×ÎÙ.

6.10. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ
Z2, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ×ÓÀÄÕ.

6.11. ðÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ H, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ B, ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Ó×ÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ É ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ @B.

6.12. òÁÚÄÅÌÉÍ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ
n ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, Á ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÎÁ m ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. ôÏÞËÉ
ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ \ËÏÓÏÕÇÏÌØÎÁÑ ÛÁÈÍÁÔÎÁÑ ÄÏÓËÁ" ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ mn
\ÐÏÌÅÊ"; ÐÕÓÔØ H(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÌÏÝÁÄØ \ÐÏÌÑ", ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ \ÓÔÏÌÂÃÁ" Ó
ÎÏÍÅÒÏÍ x É \ÓÔÒÏËÉ" Ó ÎÏÍÅÒÏÍ y. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) H(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ (x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ 1 < x < n É 1 < y <
m.

Â) \ðÏÌÑ" Ó ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÌÏÝÁÄÑÍÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÁÈ
\ÄÏÓËÉ".

×) H(k; l) = 1=nm, ÅÓÌÉ n = 2k + 1 É m = 2l + 1.
6.13. ðÕÓÔØ f1(x; y), f2(x; y), . . . , fn(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ

B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

|f1(x; y)|+ |f2(x; y)|+ : : :+ |fn(x; y)|

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ B.
6.14. äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÕ×ÉÌÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË-

ÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ (ÓÍ. [31]).
6.15. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ f(x; y), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÌÁ ÂÙ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

1 × ÔÏÞËÅ (0; 0), ×Ï ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÂÙÌÁ ÂÙ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ É ÓÔÒÅÍÉÌÁÓØ Ë ÎÕÌÀ
ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

6.16. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ f(x; y), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ
Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) f(0; 0) = 1, f(0; 1) = −1;
2) f(x; y) | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ (x; y) 6= (0; 0); (0; 1);
3) f(x; y) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.
6.17. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ Z2,

ÒÁ×ÎÙÈ 1 × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ M | ×ÙÐÕËÌÏÅ É ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ H ∈M , ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ m É n ÆÕÎËÃÉÑ H(x+m; y + n)=H(m;n)

ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M .
×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ G | ËÒÁÊÎÑÑ ÔÏÞËÁ (ÆÕÎËÃÉÑ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÔÏ

G(x± 1; y ± 1) = G(0;±1)±1G(x; y):

ðÏÌÕÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ G ≡ 1:
ðÒÉÍÅÞÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÉÚ H1 ∈M , H2 ∈M ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ pH1 +qH2 ∈M ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ p > 0, q > 0,

p+ q = 1, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÙÍ.
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ëÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÒÁÊÎÉÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ H ∈ A, H = pH1 +qH2,
H1, H2 ∈ M , p > 0, q > 0, p+ q = 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ H1, H2 ∈ A: ëÒÁÊÎÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ
ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÒÁÊÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ.

6.18. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ Z2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ (Ó×ÅÒÈÕ), ÔÏ ÏÎÁ
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ.

6.19. ôÅÏÒÅÍÁ çÁÒÎÁËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ {Hn} ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÈ
× ÏÂÌÁÓÔÉ B ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ B (Hn+1(x; y) ≥
HN (x; y), (x; y) ∈ B, n ∈ IN), ÓÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ B Ë ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÌÉ Ë +∞.

6.20. ó×ÅÒÈÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÅ × ÏÂÌÁÓÔÉ B ⊂ Z2 ÆÕÎËÃÉÉ
fn(x; y), n ∈ IN, ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÒÑÄ

∞∑

n=1
fn(x; y)

ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÏÂÌÁÓÔÉ B.

úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ
6.21. áÌØÔÅÒÎÁÔÉ×Á æÒÅÄÇÏÌØÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ax = B

Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ× aj;k (1 ≤ j; k ≤ n) É ÓÔÏÌÂÃÏÍ B, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÉÚ
ÞÉÓÅÌ b1, b2, . . . , bn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ:

1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ b1, . . . , bn ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ b1 = : : : = bn = 0
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ);

2) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ b1, . . . , bn ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, Á ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÕÌÅ×ÙÈ)
ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.

6.22. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÕÓÔØ B | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ × Z2

É ÎÁ @B ÚÁÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ '(x; y), (x; y) ∈ @B: äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ
ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × ÏÂÌÁÓÔÉ B ÆÕÎËÃÉÑ H, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÁÑ Ó ÆÕÎËÃÉÅÊ ' ×Ï ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

6.23. ðÒÉÎÃÉÐ äÉÒÉÈÌÅ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ðÕÓÔØ B | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ.
ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å 
 ×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ u(P ), P ∈ B, ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ (ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌ äÉÒÉÈÌÅ)

Du =
∑

(P;Q)
(u(P )− u(Q))2;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ ×ÅÄÅÔÓÑ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÎÅÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË P , Q ∈ B
ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ u ∈ 
 ÉÍÅÅÔ
ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Dh ≤ Du;

ÇÄÅ h | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × B ÆÕÎËÃÉÑ É ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ h ≡ u ÎÁ @B, ÐÒÉÞÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ
ÔÏÌØËÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ u ≡ h ÎÁ B.

6.24. ðÕÓÔØ

up(x; y) = 1− ln(1 + |x|+ |y|)
ln(1 + p) ; (x; y) ∈ Bp = {(x; y) : 0 < |x|+ |y| < p} :

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
Dup <

C
ln p:

6.25. ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ ÐÒÉÎÃÉÐ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ. ðÕÓÔØ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ H ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ
ÚÁÍÙËÁÎÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ

B = {(x; y) : x > |y|}
É ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ × B. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

L = inf
Q∈@B

H(Q) É M = sup
Q∈@B

H(Q);
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ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ∈ B
L ≤ H(P ) ≤M:

6.26. ïÂÏÂÝÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ H ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ×
ÏÂÌÁÓÔÉ

B = {(x; y) : x > |y|}
É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ @B, ÔÏ H = Const.

6.27. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ É ÆÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. ðÕÓÔØ K ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ

{P = (x; y) : |x| ≤ s; |y| ≤ s} ⊂ Z2; s ∈ IN;

ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÄÁÌÅÎÙ ×ÅÒÛÉÎÙ (s; s), (−s; s), (s;−s), (−s;−s) É f(P ) | ÆÕÎËÃÉÑ, ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ
×ÎÕÔÒÉ K.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ M ÇÒÁÎÉÃÙ K ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ H(P;M),
ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÊ ×ÎÕÔÒÉ K É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

H(P;M) =
{

1; ÅÓÌÉ P = M ;
0; ÅÓÌÉ P 6= M;P ∈ @K;

É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ,
f(P ) =

∑

M∈@K
f(M)H(P;M):

Â) ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ M = (k;−s), −s < k < s, ÔÏ

H(P;M) = 1
s

2s∑

r=1
sin �r(x+ s)

2s · sin �r(k + s)
2s · shmr(s− y)

sh 2mrs
;

ÇÄÅ mr | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

chmr + cos r�2s = 0:

÷ÙÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ H(P;M) ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÏÞÅË ÇÒÁÎÉÃÙ K.
×) (óÍ. [39]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÇÁÒÍÏÎÉÞÎÁ ×ÎÕÔÒÉ K É |f(P )| < 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË P ∈ @K,

ÔÏ
|f(1; 0)− f(0; 0)| < 50

s :

ðÏÌÕÞÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÕ×ÉÌÌÑ (ÓÍ. ÚÁÄ. 6.143).
6.28. úÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ

�+ = {(x; y) ∈ Z2 : y > 0}

| ×ÅÒÈÎÑÑ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔØ É

H(x; y) = 1
�

�∫

0

py(t) cosxt dt; (x; y) ∈ �+;

ÇÄÅ p(t) | ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

z + 1
z = 4− 2 cos t; 0 ≤ t ≤ �:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
Á) H | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × �+;
Â) H(0; 0) = 1, H(x; 0) = 0 ÐÒÉ x 6= 0;
×) 0 < H(x; y) < 1 ÐÒÉ ×ÓÅÈ (x; y) ∈ �+;
Ç) H(x; y) < C=y ÐÒÉ ×ÓÅÈ (x; y) ∈ �+, C > 0 | ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÝÁÑ ÏÔ y;
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Ä) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ y > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ C1(y) É
C2(y) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ×ÓÅÈ x ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

C1(y)
1 + x2 ≤ H(x; y) ≤ C2(y)

1 + x2 :

6.29. ÷ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÏÌÏÖÉÍ Hm(x; y) = H(x; y − m) − H(x; y + m),
m ≥ 1 | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

Á) Hm(x; 0) = 0 ÐÒÉ x > 0 É Hm(0;m) = 1; Hm(0; y) = 0 ÐÒÉ y > 0, y 6= m.
Â) Hm | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ × ÐÅÒ×ÏÍ Ë×ÁÄÒÁÎÔÅ {(x; y) : x > 0; y > 0}:
×) äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0

Hm(1; 1) ≥ C
m3 :

6.30. æÏÒÍÕÌÁ ðÕÁÓÓÏÎÁ × ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ '(x), x ∈ Z | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË-
ÃÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ äÉÒÉÈÌÅ × �+ Ó ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ '(x) ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ
ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ

∞∑

k=−∞

'(k)
k2 + 1 :

ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ äÉÒÉÈÌÅ ÄÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

U(x; y) = �y +
∞∑

k=−∞
'(k)H(x− k; y); (x; y) ∈ �+;

ÇÄÅ � > 0 | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É H | ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌÏÍ × ÚÁÄ. 6.283 Á). óÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ É ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ × �+ ÆÕÎËÃÉÑ
ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ � = 0; ÐÒÉ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ � ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓÎÉÚÕ × �+.

üÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÃÅÐÉ
6.31. ðÒÁ×ÉÌÁ ëÉÒÈÇÏÆÁ. äÌÑ ÒÁÓÞÅÔÁ ÓÈÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÔÏËÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

ÁÌÇÏÒÉÔÍ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÃÅÐÉ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÔÏË, ÉÄÕÝÉÊ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. úÁÔÅÍ
ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ Ä×ÕÈ ÐÒÁ×ÉÌ ëÉÒÈÇÏÆÁ:

1) ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÏËÏ×, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÌÀÂÏÍ ÕÚÌÅ ÃÅÐÉ, ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ;
2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ËÏÎÔÕÒÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÕÍÍÁ ÐÁÄÅÎÉÊ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÁ ÁÌÇÅ-

ÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÓÕÍÍÅ üäó.

òÉÓ. 4

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÈÅÍÙ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÉÚ
ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏËÉ I1, . . . , I5:





R1 · I1 +R2 · I2 = U;
R1 · I1 −R3 · I3 −R4 · I4 = 0;
R3 · I3 +R2 · I2 −R5 · I5 = 0;

I1 − I2 + I3 = 0;
−I3 + I4 − I5 = 0:
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õÚÌÙ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÉ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ 〈1〉, . . . , 〈n〉. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÕÚÌÏ×
〈j〉 É 〈k〉 ÚÁÐÉÓØ 〈j; k〉 ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÉÈ ÐÒÏ×ÏÄÎÉË, Rj;k | ÅÇÏ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ,
Ij;k | ÔÅËÕÝÉÊ ÉÚ 〈j〉 × 〈k〉 ÔÏË (Ij;k = −Ik;j).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏËÉ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÐÏ ×ÔÏÒÏÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ
ëÉÒÈÇÏÆÁ, ÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÕÚÌÕ 〈j〉 ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÃÅÐÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ
ÞÉÓÌÏ 'j (ÐÏÔÅÎÃÉÁÌ) ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÕÚÌÏ× 〈j〉 É 〈k〉 ÂÕÄÅÔ ×ÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

Ij;k ·Rj;k = 'j − 'k

(ÐÁÄÅÎÉÅ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏ×).
÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÓÏ-

ÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ëÉÒÈÇÏÆÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏÌØÛÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ, É ÞÔÏ ÏÎÁ ×ÓÅÇÄÁ
ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

6.32. ôÅÐÌÏ×ÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÃÅÐÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÃÅÐØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÊ É
ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÑ. ðÒÉ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÉ ÔÏËÁ Ij;k ÐÏ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÕ Ó ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ
Rj;k, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏ× Uj;k = 'j − 'k ÎÁ ÐÒÏ×ÏÄÎÉËÅ 〈j; k〉, ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÔÅÐÌÏ×ÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ

qj;k = Rj;k · I2
j;k = Uj;k · Ij;k = ('j − 'k)2

Rj;k
:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ
Q =

∑

j;k
qj;k

(ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÃÅÐÉ) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÏ× '1, . . . , 'n. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÔÅÎ-
ÃÉÁÌÙ '1 É 'n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÃÁÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÑ É, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ Q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ '2, . . . , 'n−1, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ Ó×ÏÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ, ÄÁÊÔÅ ×ÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ëÉÒÈÇÏÆÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ É
ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏËÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ëÉÒÈ-
ÇÏÆÁ, ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÙ × ÕÚÌÁÈ ÃÅÐÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÔÅÐÌÏ×ÁÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÃÅÐÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Q ÒÁ×ÎÏ U · I = R · I2, ÇÄÅ U = '1 − 'n,
I | ÔÅËÕÝÉÊ ÞÅÒÅÚ ÉÓÔÏÞÎÉË ÎÁÐÒÑÖÅÎÉÑ ÔÏË, É R | ÏÂÝÅÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÃÅÐÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ R = U=I.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÃÅÐÉ ÏÄÎÏ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ, ÔÏ ÏÂÝÅÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÃÅÐÉ
ÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.

6.33. ïÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÒÅÚÉÓÔÏÒÙ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ 1 ïÍ ËÁÖÄÙÊ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÔÁË, ÞÔÏ
ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (ËÕÂ, ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ÄÏÄÅËÁÜÄÒ, . . . ). ëÁËÏ×Ï ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ
ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ?

6.34. ÷ÓÅ ÒÅÂÒÁ ËÕÂÁ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÚÉÓÔÏÒÙ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ 1 ïÍ. ëÁËÏ×Ï ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ËÕÂÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÉÁÇÏ-
ÎÁÌÅÊ? éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÔÁËÖÅ ÏÄÎÏ-, Ä×ÕÈ-, É ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÅ ËÕÂÙ. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ
ÓÌÕÞÁÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ËÕÂÁ.

6.35. óÏÓÅÄÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÊ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅ-
ÎÉÑÍÉ (ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÕÚÌÙ ÒÅÛÅÔËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ).

Á) îÁÊÄÉÔÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É (0; 1).
Â) éÓÔÏÞÎÉË ÔÏËÁ ÐÏÄËÌÀÞÁÅÔÓÑ Ë ÕÚÌÁÍ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É (1; 0). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ n > 0 × ÕÚÌÁÈ (n; n) É (n+ 1; n) ÂÕÄÕÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÙ.
×) éÓÔÏÞÎÉË ÔÏËÁ ÐÏÄËÌÀÞÁÅÔÓÑ Ë ÕÚÌÁÍ (0; 0) É (2; 1). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÕÚÌÁÈ (1; 1) É (1; 2)

ÐÏÔÅÎÃÉÁÌÙ ÒÁ×ÎÙ.
6.36. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ x É p ≥ 2

p−1∑

x=0
sin �kxp sin �lxp = p

2�p(k − l);
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ÇÄÅ

�p(x) =
{

1; x ≡ 0 (mod p);
0; x 6≡ 0 (mod p):

Â) ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x), ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÉÏÄ p ≥ 2 É f(0) = 0.
ðÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÃÅÌÙÈ x ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f(x) =
p−1∑

k=1
C(k) sin �kxp ;

ÇÄÅ

C(k) = 2
p

p−1∑

y=1
f(y) sin �kyp :

6.37. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

�f(x; y) = '(x; y)

× ÏÂÌÁÓÔÉ −p ≤ x; y ≤ p Ó ÎÕÌÅ×ÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ, ÇÄÅ � = P − E É

'(x; y) =
2p−1∑

k;l=1
C(k; l) sin �kx2p sin �ly2p ;

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ

f(x; y) = −
2p−1∑

k;l=1

C(k; l)
�k + �l

sin �kx2p sin �ly2p ; �j = 4 sin2 �j
4p :

6.38. ÷ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ 6.354 ÎÁÊÄÉÔÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0) É
(m;n). ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ × Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÓÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÕÚÌÁÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÅÎÎÙÍÉ ÈÏÄÏÍ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ
ËÏÎÑ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÚÁÄ. 6.374.)

7. çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÞÉÓÅÌ

äÉÏÆÁÎÔÏ×Ù ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ
7.1. ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. (óÍ. [35]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ � 6= 0 É ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ p É q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

|q�− p| < ":

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÒÑÍÁÑ y = �x ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ
" Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÕÚÌÅ ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ ËÒÕÇÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÙ × ËÁÖÄÏÍ ÅÅ ÕÚÌÅ.

7.2. ëÁÎÔÏ×ÁÎÉÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. (óÍ. [11]). îÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ÐÒÁ×ÉÌØ-
ÎÙÊ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a. åÇÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ \ÐÅÒÅËÁÔÙ×ÁÔØ" ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÐÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ-
×ÁÑ (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÖÁÑ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ M ÐÌÏÓËÏÓÔÉ
É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅËÁÔÉÔØ ×ÏÓØÍÉÕÇÏÌØÎÉË × ÔÁËÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÃÅÎÔÒ ÂÕÄÅÔ ÎÁ-
ÈÏÄÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÏÞËÉ M ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ". äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ É ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (n 6= 3; 4; 6).

7.3. ÷ÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. (óÍ. [35]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ � 6= 0 É ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ � É " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÃÅÌÙÈ p É q
ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

|q�− p− �| < ":
çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏÔËÒÙÔÏÊ ÐÏÌÏÓÅ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÛÉ-

ÒÉÎÏÊ 2" É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÕÇÌÏÍ ÎÁËÌÏÎÁ (ÐÏÌÏÓÁ ÉÍÅÅÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÕÀ ÐÒÑÍÏÊ
y = �x− �), ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2.
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äÒÕÇÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÏÎÅËÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË {q�−
p; p; q ∈ Z2} Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ-
×ÁÌ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

7.4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÓÑÔÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÏÇÏ
ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÙÈ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÃÉÆÒ, ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ 0.

7.5. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ 2, ËÏÔÏÒÁÑ × Ó×ÏÅÊ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÍÏÖÅÔ
ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÉÆÒ, ÐÅÒ×ÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔ-
ÌÉÞÎÁ ÏÔ 0.

7.6. ôÒÅÔØÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ. (óÍ. [35]). ðÕÓÔØ �1, �2, . . . , �k | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ pi É q, q > 0, ÞÔÏ

|q�i − pi| < " (i = 1; 2; : : : ; k):

7.7. (óÍ. [6]). ðÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÒÅÛÅÔËÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÌÏÓËÉÊ
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ) ÐÏÞÔÉ ×ÐÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ÌÀÂÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ  L; ÄÒÕÇÉÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÌÏÓËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ P , ÌÀÂÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÔÏÞÅË  L É ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ " >
0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË P ′ ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÕ P Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ
ÐÏÄÏÂÉÑ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ ÍÅÎØÛÉÈ " ÏÔ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ  L.

õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ É ÌÀÂÏÊ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÔÏÞÅË.

7.8. \ðÏÞÔÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ" ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ. ïÐÉÛÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÂÏÌÅÅ ÂÙ-
ÓÔÒÙÊ, ÞÅÍ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÐÅÒÅÂÏÒ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚ×ÏÌÑÌ ÂÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " > 0 ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË), Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÔÏÞÅË ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ.
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îÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÖÉÒ-
ÎÙÈ ËÏÎÔÕÒÏ×.

\ðÏÞÔÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ" ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÕÚÌÁÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ ÂÕÄÕÔ
ÏÂÌÁÄÁÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ
ÒÉÓÕÎËÅ, ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ É ÞÅÔÙÒÅ ÒÁ×ÎÙÈ ÕÇÌÁ.

7.9. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ. ðÕÓÔØ 0 < " < 1
2 . óÒÅÄÉ

×ÓÅÈ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÑÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÃÅÌÙÈ ÔÏÞÅË ÍÏÖÎÏ
×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÁËÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙ-
ÍÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁÓÐÁÄÁÀÔÓÑ ÎÁ Ä×Å ÓÅÒÉÉ. ðÅÒ×ÁÑ ÓÅÒÉÑ (Ó
ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ, ÐÏ×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ±90◦ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎ-
ÔÁÌØÎÙÈ É ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞÅË (0; 0),
(xn; yn), (0; 2yn), ÇÄÅ

{(x1; y1); (x2; y2); : : :} = {(2; 1); (7; 4); (26; 15); (97; 56); : : :}

| ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 − 3y2 = 1. ÷ÔÏÒÁÑ ÓÅÒÉÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÔÅÈ ÖÅ Ä×ÉÖÅÎÉÊ) | ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÂÌÉÚÉ ÔÏÞÅË (0; 0), (un; vn), (vn; un), ÇÄÅ

{(u1; v1); (u2; v2); : : :} = {(1; 0); (4; 1); (15; 4); (56; 15); : : :}
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| ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ u2 − 4uv + v2 = 1, ÐÒÉÞÅÍ un = yn, vn = yn−1.
7.10. ðÕÓÔØ "k | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ k-ÇÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÏ ÕÚÌÏ× ÃÅÌÏÞÉ-

ÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

"k = 1
3(2−

√
3)k=2 = 1

3
(√3− 1√

2

)k
= 1

3(2 sin 15◦)k:

òÉÓ. 6

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÁÈ, ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ

"4 = 1
3(2−√3)2 = 0; 0239323 : : : < 1

41 ;
"5 = 1

3(2−√3)5=2 = 0; 0123882 : : : < 1
80 ;

"6 = 1
3(2−√3)3 = 0; 00641263 : : : < 1

155 :

7.11. ëÁË ÕÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï \ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ" ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×?

çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÃÅÐÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ
ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [26]), ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

× ×ÉÄÅ (ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ) ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ

� = [a0; a1; a2; : : : ; an; : : :] = a0 + 1
a1 + 1

a2 + .. . + 1
an + .. .

;

ÇÄÅ a0 | ÃÅÌÏÅ, a1; a2; : : : ; an; : : : | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ. þÉÓÌÁ a1; a2; : : : ; an ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÐÏÌÎÙÍÉ
ÞÁÓÔÎÙÍÉ, Á ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ

pk
qk

= [a0; a1; a2; : : : ; ak] (k = 0; 1; : : : ; n)

| ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ Ë ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ [a0; a1; a2; : : : ; an; : : :].
ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ × ×ÉÄÅ ÃÅÐÎÏÊ ÄÒÏÂÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×ËÌÉÄÁ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ

ÆÏÒÍÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ â. î. äÅÌÏÎÅ ÏÓÔÒÏÕÍÎÏ ÎÁÚ×ÁÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ×ÙÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÎÏÓÏ× (ÓÍ. [10]; ÓÍ.
ÔÁËÖÅ [25]).

ðÕÓÔØ � | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, 0 < � < 1 É a1 = −−→OA1 = (−1; 0), a2 = −−→OA2 = (�; 1) |
ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÅÛÅÔËÉ  L(�) =  L(a1;a2). ðÏÓÔÒÏÉÍ Ä×Å ÌÏÍÁÎÙÅ A1A3A5 : : : É A2A4A6 : : :,
ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÏÓÉ Ox ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Oxy, ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏÓÉ Oy, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏ-
ÒÙÈ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÚÌÁÍÉ ÒÅÛÅÔËÉ  L(�). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÉÚ ÔÏÞËÉ A1 ÏÔÌÏÖÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ×ÅËÔÏÒ
a2 ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ, ÏÓÔÁ×ÁÑÓØ ÌÅ×ÅÅ ÏÓÉ Oy (ÓËÁÖÅÍ, a1 ÒÁÚ). ëÏÎÅÃ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÏÔÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A3 É ÐÏÌÏÖÉÍ a3 = −−→OA3. éÚ ÔÏÞËÉ A2 ÏÔÌÏ-
ÖÉÍ ×ÅËÔÏÒ a3 ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ (ÐÕÓÔØ a2 ÒÁÚ), ÓËÏÌØËÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÔÌÏÖÉÔØ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÑ ÏÓÉ Oy;
ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÏÞËÕ A4. åÓÌÉ a4 = −−→OA4, ÔÏ ÉÚ ÔÏÞËÉ A3 ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÅÍ ×ÅËÔÏÒ a4 É Ô. Ä. åÓÌÉ ËÁËÁÑ-
ÔÏ ÉÚ ÔÏÞÅË Ak ÐÏÐÁÄÅÔ ÎÁ ÏÓØ Oy, ÔÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÌÏÍÁÎÙÈ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ (ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ
ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ � | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ).
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7.12. áÌÇÏÒÉÔÍ \×ÙÔÑÇÉ×ÁÎÉÑ ÎÏÓÏ×". Á) ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ Ú×ÅÎØÑ ÌÏÍÁÎÙÈA1A3A5 : : :
É A2A4A6 : : : ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ

3=8 = [0; 2; 1; 2];
√

5− 1
2 = [0; 1; 1; 1; : : :]; 1

e− 1 = [0; 1; 1; 2; 1; 1; 4; : : :]:

Â) ðÏÌÏÖÉÍ p−1 = 1, q−1 = 0, p0 = 0, q0 = 1, É ÄÌÑ k ≥ 1 ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ pk ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ×ÄÏÌØ
ÏÓÉ Ox ÏÔ ÔÏÞËÉ Ak+2 ÄÏ ÐÒÑÍÏÊ x = �y, Á ÞÅÒÅÚ qk+2 | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ak+2 ÄÏ ÏÓÉ Ox.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁAk+2 (ÐÒÉ k ≥ −1) ÏÔ×ÅÞÁÅÔ k-ÏÊ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÄÒÏÂÉ pk=qk ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÞÉÓÌÁ

� = [0; a1; a2; a3; : : :]
× ÃÅÐÎÕÀ ÄÒÏÂØ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ k ≥ 1

{
pk = akpk−1 + pk−2;
qk = akqk−1 + qk−2:

×) ðÕÓÔØ rk | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ Ak+2 ÄÏ ÏÓÉ Oy. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ
ÞÉÓÌÁ � ∈ (0; 1)

pk
qk

= pk+1 − pk−1
qk+1 − qk−1

; (k ≥ 0);

pk+1
qk+1

− pk
qk

= (−1)k
qkqk+1

(k ≥ −1);

qkrk−1 + qk−1rk = 1 (k ≥ 0);
rk=rk−1 = [0; ak+1; ak+2; : : :] (k ≥ 0);

qk=qk−1 = [ak; ak−1; ak−2; : : : ; a1] (k ≥ 1):

äÁÊÔÅ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ.
7.13. (óÍ. [15]). ðÏÌÉÇÏÎÙ ëÌÅÊÎÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ. äÌÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

� ∈ (0; 1) × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÌÏÍÁÎÙÈ A1A3A5 : : : É A2A4A6 : : : ×ÍÅÓÔÅ
Ó ÞÁÓÔØÀ ÏÓÉ Ox ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ×ÙÐÕËÌÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ. ä×Å ÜÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÏÌÉÇÏÎÁÍÉ
ëÌÅÊÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÞÉÓÌÕ �.

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ

P = {(x; y) : −1=N < x < 1=N; 0 < y ≤ kN} ;

ÇÄÅ k É N | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ×ÅÒÛÉÎ ÐÏÌÉ-
ÇÏÎÏ× ëÌÅÊÎÁ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ p=q ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ

q ≤ Nk É
∣∣∣∣�−

p
q

∣∣∣∣ <
1
qN :

ðÒÉ k = 1 ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ äÉÒÉÈÌÅ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ p=q ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
|�− p=q| < 1=q2:

×) õÂÅÄÉÔÅÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ p É q, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ
ÎÕÌÀ, É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ

|q�− p| ≤ "; |q| ≤ 1=":
ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÏÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ |y�−x| ≤
" É |y| ≤ 1=", ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ Z2.

7.14. ðÕÓÔØ Ak | ×ÅÒÛÉÎÙ ÐÏÌÉÇÏÎÏ× ëÌÅÊÎÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÉÒÒÁÃÉÏ-
ÎÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ � ∈ (0; 1). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË Bn ÔÅÍ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉË
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OAnBnAn+1 | ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ. äÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ P (x0; y0) ÞÅÒÅÚ P ′ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÔÏÞËÕ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÑÍÏÊ y = y0 Ó ÏÓØÀ Oy. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 1, 2, 3, . . .

Á) [OAnAn+1] = 1=2, ÔÏ ÅÓÔØ OAnBnAn+1 | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ÒÅÛÅÔËÉ
 L(�);

Â) min {[OAnA′n]; [OBnB′n]} < 1=4;
×) min

{
[OAnA′n]; [OBnB′n]; [OAn+1A′n+1]

}
< 1=

√
5.

7.15. (óÍ. [1]). ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÕÎËÔÁ Â) ÚÁÄÁÞÉ 6 ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

pk = lg k + 1
k ;

ÇÄÅ pk | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ×ÚÑÔÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ 2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ c ÃÉÆÒÙ k
(k = 1, 2, . . . , 9). ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ

pk = lim
n→∞

an
n ;

ÇÄÅ an | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ × ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ 21; 22; : : : ; 2n, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ
Ó ÃÉÆÒÙ k.

7.16. Á) ðÕÓÔØ � | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, � ∈ (0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉ-
ÞÅÓËÉÊ ËÒÅÓÔ

K(�) = {(x; y) : |xy| < �} (� > 0):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ � = 1 ÜÔÏÔ ËÒÅÓÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÐÏÌÉÇÏÎÏ× ëÌÅÊÎÁ,
ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÞÉÓÌÕ �.

Â) ôÅÏÒÅÍÁ ÷ÁÌÅÎÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉ � = 1=2.
×) ôÅÏÒÅÍÁ íÁÒËÏ×Á-âÏÒÅÌÑ-çÕÒ×ÉÃÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ×ÅÒÎÏ ÐÒÉ � =

1=
√

5 É ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ ×ÅÒÎÙÍ ÐÒÉ � < 1=
√

5.
7.17. ðÕÓÔØ  L =  L(a1;a2) | ÒÅÛÅÔËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ a1 = (1;'), a2 = (';−1), ÇÄÅ

' = 1+
√

5
2 .

Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÒÅÓÔ K(') ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË ÒÅÛÅÔËÉ  L, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ
ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÉÊ ËÒÅÓÔ K(') ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÕÚÌÏ× ÌÀÂÏÊ
ÒÅÛÅÔËÉ  L′ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) Ó ÐÌÏÝÁÄØÀ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ
�( L′) < �( L) = '2 + 1.

×) ïÐÉÛÉÔÅ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ (x; y) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ x2 − xy − y2 = ±1. ëÁË ÏÎÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÔÏÞËÁÍÉ ÒÅ-
ÛÅÔËÉ  L, ÌÅÖÁÝÉÍÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÇÏ ËÒÅÓÔÁ K(')?

ôÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ
7.18. ôÅÏÒÅÍÁ âÌÉÈÆÅÌØÄÁ. (óÍ. [9]).
Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÅÎØÛÅ 1 ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÒÙ×ÁÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÕÚÌÁ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ Z2.
Â) ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ  L, �( L) = 1, É ÐÌÏÓËÁÑ ÆÉÇÕÒÁ F , ËÏÔÏÒÁÑ

ÉÍÅÅÔ ÐÌÏÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n: [F ] ≥ n. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÆÉÇÕÒÕ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÐÅÒÅÍÅÓÔÉÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÐÏËÒÙ×ÁÌÁ
(ÓÏÄÅÒÖÁÌÁ ×ÎÕÔÒÉ ÉÌÉ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ÇÒÁÎÉÃÅ) ÎÅ ÍÅÎÅÅ n+ 1 ÕÚÌÁ ÒÅÛÅÔËÉ  L.

7.19. ðÕÓÔØ f | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ IRn. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ-
ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ z ∑

x∈Zn
f(x+ z) ≥

∫

IRn
f(x) dx:

7.20. (íÏÓË×Á, ÓÍ. [7]). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÐÌÏÝÁÄÉ 4 ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÎÅ ÍÅÎÅÅ Ä×ÕÈ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 7 ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 9 ÕÚÌÏ×.
7.21. (óÍ. [9], [21], [34]). ôÅÏÒÅÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ.
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Á) õÚÅÌ (0; 0) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÐÌÏÝÁÄÉ ÂÏÌØÛÅ 4 (×ÏÚÍÏÖÅÎ
ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÉÇÕÒÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ Ó
ÃÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ × IRn Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÂßÅÍÏÍ
ÂÏÌØÛÅ 2n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ ÒÅÛÅÔËÉ Zn, ÏÔÌÉÞÎÕÀ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

7.22. ðÕÓÔØ m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, K | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÁÌÁ
ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É V (K) > 2nm. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ m ÐÁÒ ÔÏÞÅË
±ui 6= 0 (i = 1; : : : ; n).

7.23. ðÕÓÔØ
li(x1; : : : ; xn) = ai1x1 + : : :+ ainxn (i = 1; : : : ; n)

| ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xn Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ � =
det‖aij‖. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ M1, . . . , Mn ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ M1 : : :Mn = |�|
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . , xn, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÕÌÀ,
ÔÁËÉÅ ÞÔÏ

|li(x1; : : : ; xn)| ≤Mi (i = 1; : : : ; n):

7.24. (óÍ. [14]). ôÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ{üÊÌÅÒÁ. ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ É p ≡ 1 (mod 4).
a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÃÅÌÏÅ t ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ t2 + 1 ≡ 0 (mod p).
Â) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÔËÕ

 L =
{

(u1; u2) ∈ Z2 : u2 ≡ tu1 (mod p)
}
:

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �( L) ≤ p É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (u1; u2) ∈  L

u2
1 + u2

2 ≡ 0 (mod p):

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÒÕÇ {
(x1; x2) ∈ IR2 : x2

1 + x2
2 < 2p

}

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ÒÅÛÅÔËÉ  L. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ{üÊÌÅÒÁ: ×ÓÑËÏÅ ÐÒÏ-
ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p ×ÉÄÁ 4n+ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ p = a2 + b2.

7.25. (óÍ. [14]). ôÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ. Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ap É bp ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ a2

p + b2p + 1 ≡ 0 (mod p).
Â) ðÕÓÔØ p1, . . . , pr | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ É m = p1 : : : pr. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÛÅÔËÕ  L,

ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÞÅÔ×ÅÒÏË (u1; u2; u3; u4) ∈ Z4, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ 2r ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑÍ

u1 ≡ apu3 + bpu4 (mod p);
u2 ≡ bpu3 − apu4 (mod p);

ÇÄÅ p = p1, . . . , pr. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �( L) ≤ m2 É ÐÒÏ×ÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ (u1; u2; u3; u4) ∈  L

u2
1 + u2

2 + u2
3 + u2

4 ≡ 0 (mod p):

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÛÁÒ
{

(x1; x2; x3; x4) ∈ IR4 : x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 < 2m
}

ÏÂßÅÍÁ 2�2m2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ ÒÅÛÅÔËÉ  L. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÔÅÏÒÅÍÕ ìÁÇÒÁÎÖÁ:
ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÅÌ.

7.26. (òÅÄÅÊ, ÓÍ. [30]). ðÕÓÔØ k1, . . . , kn (n ≥ 1) | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÆÕÎËÃÉÉ �1, . . . , �n
ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ Zn. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ u, u′ ∈ Zn ÉÚ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ

�i(u) ≡ �i(u′) (mod ki) (i = 1; : : : ; n)
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ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
�i(u− u′) (mod ki) (i = 1; : : : ; n):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÔÅÌÏ K Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É ÏÂßÅÍÏÍ
V (K) > 2nk1 : : : kn ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÕÀ ÔÏÞËÕ u ∈ Zn ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

�i(u) ≡ 0 (mod ki) (i = 1; : : : ; n):

7.27. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k É l ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ x2 + l ≡ 0 (mod k) ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ u1, u2, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ
ÕÓÌÏ×ÉÑÍ

u2
1 + lu2

2 ≤
4
�kl; u2

1 + lu2
2 ≡ 0 (mod k):

7.28. (íÉÎËÏ×ÓËÉÊ, ÓÍ. [34], [8]). Á) ðÕÓÔØ |ad− bc| = � 6= 0, mn ≥ �. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ |ax+ by| ≤ m É |cx+ dy| ≤ n.

Â) ðÕÓÔØ |ad− bc| = � 6= 0, m, n | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ
x É y ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

|ax+ by +m| · |cx+ dy + n| ≤ �=4:

ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1=4 ÎÅÌØÚÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÅÎØÛÅÊ.
õÂÅÄÉÔÅÓØ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a=b ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÅ

ÒÅÛÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |ax+ by +m| < ".
×) ðÕÓÔØ � ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ É � ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ � = m� + n, ÇÄÅ m É n | ÃÅÌÙÅ.

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÃÅÌÙÈ q

‖q�+ �‖ < 1
4q ;

ÇÄÅ ‖x‖ = min({x} ; 1− {x}) | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
7.29. (óæòà, [13]). îÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÝÁÄÉ ÍÅÎØÛÅ � ÍÏÖÎÏ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÐÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ 1 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÎÉ
ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.

7.30. (óÍ. [27]). ðÕÓÔØ X | ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÍÁÓÓ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. åÓÌÉ
[X] > 9=2, ÔÏ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ Z2.

7.31. (óÍ. [27]). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË a × b ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ Z2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ a ≥ 1 É b ≥ √

2:
7.32. (óÍ. [35]). Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ Z2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

c2

2(c− 1) ;

ÇÄÅ c | ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.
Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÌÉÐÓ (ÃÅÎÔÒ | × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÏÓÉ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÄÏÌØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÙÈ ÏÓÅÊ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ Z2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ
ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (1=2; 1=2): äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ

x2

b2 + y2

a2 = 1

| ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÜÌÌÉÐÓÁ, ÔÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ ×
×ÉÄÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

1
a2 + 1

b2 ≤ 4:

7.33. ôÅÏÒÅÍÙ äÖ. èÁÍÍÅÒÁ. (óÍ. [27], [32]).
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Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ×ÙÐÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-
ÎÉË) ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÐÌÏÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, � ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-
ÓÔÏÑÎÉÉ 2 ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ.

Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ{ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ Ó ÃÅÎÔÒÏÍ × ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉ-
ÎÁÔ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ �, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏ×ÅÒÎÕÔÁ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÇÏ ÃÅÎÔÒÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ
ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ä×Á ÕÚÌÁ ÒÅÛÅÔËÉ Z2, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÅÅ ÃÅÎÔÒÁ.

×) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÐÌÏÝÁÄØ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÏÌØÛÅ �=2, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÏ×ÅÒÎÕÔÁ ×ÏËÒÕÇ Ó×ÏÅÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÉÎ
ÕÚÅÌ ÒÅÛÅÔËÉ Z2.

7.34. (óÍ. [29]). Á) ðÕÓÔØ  L | ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Ä×ÕÈ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b; F | ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÏÔÏÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ
x = 1=2 É y = 1=2 (× ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÁÚÉÓÁ (a;b)), ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ  L.
äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

[F ]
PF

≤ 1
2 max {|a|; |b|} ;

ÇÄÅ PF | ÐÅÒÉÍÅÔÒ ÆÉÇÕÒÙ F:
Â) éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ Ð. Á) ÄÌÑ ÒÅÛÅÔËÉ  L, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÁÈ a É b c ÕÇÌÏÍ � ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ

É |a| ≤ |b|, ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ
c( L) = sup [F ]

PF
;

ÇÄÅ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÙÐÕËÌÙÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ F , ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ÕÚÌÏ× ÒÅÛÅÔËÉ
 L, ×Ù×ÅÄÉÔÅ, ÞÔÏ

1
2 |b| sin� ≤ c( L) ≤ 1

2 max {|a|; |b| sin�} :
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ïÔËÌÉËÉ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ

ëÁË ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÏ: ×ÉÎÏ×ÁÔ ÕÞÅÂÎÉË!
ó. ç. ëÁÌØÎÅÊ

ïÔÙÝÉ ×ÓÅÍÕ ÎÁÞÁÌÏ, É ÍÎÏÇÏÅ ÐÏÊÍÅÛØ.
ëÏÚØÍÁ ðÒÕÔËÏ×

÷ ÎÏÍÅÒÅ 1 ÚÁ 2006 ÇÏÄ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ" ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎ ÏÐÕÓ Ç-ÎÁ ëÏ-
ÓÔÅÎËÏ é.ð. \ëÏÒÅÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ×ÔÕÚÏ×ÓËÏÇÏ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ", × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ \ÒÁÚÄÅÌÙ-
×ÁÅÔ ÐÏÄ ÏÒÅÈ" ×ÓÅ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÄÌÑ ×ÕÚÏ×, Á ÚÁÏÄÎÏ ÏÂ×ÉÎÑÅÔ × ÌÉÞÎÏÊ
ÐÒÉÓÔÒÁÓÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÒÏ× ÜÔÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×. ëÒÉÔÉËÕ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÏÓÔÏ
ÐÒÏÉÇÎÏÒÉÒÏ×ÁÔØ. îÏ ÅÓÔØ, ÎÁ ÍÏÊ ×ÚÇÌÑÄ, Ä×Á ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÜÐÉÇÒÁÆÏÍ,
×ÚÑÔÙÍ ÉÚ ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÇÏ ÏÐÕÓÁ, É ÔÒÅÂÕÀÝÉÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ.

ðÅÒ×ÏÅ (ÎÅ ÇÌÁ×ÎÏÅ). á × ÞÅÍ ÐÒÉÞÉÎÁ ÔÁËÏÊ ÎÁÐÏÒÉÓÔÏÊ ËÒÉÔÉËÉ? ôÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ Ë ÉÚÄÁÎÎÙÍ
ÕÞÅÂÎÉËÁÍ (ÚÁ ÒÅÄÞÁÊÛÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ) ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ (ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÞÁÓÔÏ ÓÞÉ-
ÔÁÔØ, ÞÔÏ É ×ÓÅ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÓÁÍÉ Á×ÔÏÒÙ) ÉÍÅÀÔ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ | ÎÅ ÐÏÄÌÅÖÉÔ ÓÏÍÎÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ
ÍÎÏÇÏÅ ÉÚ ËÒÉÔÉËÉ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð. ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÏ ×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ
ÉÍ ÷ôõ ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ | ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ ×ÙÓÏËÏÇÏ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÓÐÒÁ×ÅÄ-
ÌÉ×ÙÍ. îÏ ÞÔÏ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð.? ïÎ ÄÁÖÅ ÎÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÐÅÒÅÉÚÄÁ×ÁÔØ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ
ÏÔÍÅÞÁÅÍÙÅ ÉÍ ËÁË ÐÒÉÍÅÒ (ÏÂÒÁÚÅÃ) ÎÅ ÷ôõ ÕÞÅÂÎÉËÁ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÅ ËÎÉÇÉ ìÕÚÉÎÁ î.î. ÐÏ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÍÕ É ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ, Á ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÄÏÓÔÏÊÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ
\ÁÎÔÉ-÷ôõ" ÕÞÅÂÎÉËÁ: ËÎÉÇÕ \÷×ÅÄÅÎÉÅ × ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÇÎÏÚÉÒÏ×ÁÎÉÅ", ÉÚÄÁÎÎÕÀ ÉÚÄÁ-
ÔÅÌØÓÔ×ÏÍ òèä × 2004 ÇÏÄÕ. á×ÔÏÒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ, ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð. ôÁË
ÍÏÖÅÔ ×ÓÅÍÕ ÎÁÞÁÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ×ÓÅ ÄÏÌÖÎÙ ÏÓÏÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ËÔÏ ÍÏÖÅÔ
× ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÷ôõ ÕÞÅÂÎÉË, ÓÐÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ | ÜÔÏ
Ç-Î ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð.? (úÁÍÅÞÕ × ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ × ÓÔÁÔØÅ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð. ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔ \ÓËÒÏÍÎÏÓÔØ",
ÏÔÍÅÞÁÑ, ÞÔÏ ÅÇÏ ËÎÉÇÁ, ×ÏÚÍÏÖÎÏ (!), ÂÕÄÅÔ ÕÄÁÞÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÅ ÷ôõ ÕÞÅÂÎÉËÁ).

÷ÔÏÒÏÅ (É, ÐÏ ÍÏÅÍÕ ÍÎÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÁÖÎÏ É ÍÏÖÅÔ ÏÂÓÕÖÄÁÔØÓÑ). ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ
ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÐÒÉÞÉÎÏÊ ÐÁÄÅÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ? ïÔÍÅÞÕ, ÞÔÏ Ñ ÎÅ ÓÞÉÔÁÀ, ÞÔÏ ÎÅÔ ÈÏÒÏÛÉÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×, ÎÏ ÜÔÏ ÍÏÅ
ÌÉÞÎÏÅ ÍÎÅÎÉÅ. íÎÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉÞÉÎÙ ÐÁÄÅÎÉÑ ÕÒÏ×ÎÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
ÇÏÒÁÚÄÏ ÇÌÕÂÖÅ É ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÅÅ. é ÉÚÄÁÎÉÅ ÄÁÖÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ× ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏ×ÌÉÑÅÔ
ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ.

÷ ÐÅÞÁÔÉ, × ÄÉÓËÕÓÓÉÑÈ ÎÁ ËÏÎÆÅÒÅÎÃÉÑÈ ÐÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÐÒÉÞÉÎÁÍÉ ÐÁÄÅÎÉÑ ËÁÞÅÓÔ×Á ÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÑ × ÃÅÌÏÍ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓÔÁ-
ÒÅÎÉÅ É ÕÈÕÄÛÅÎÉÅ ËÁÞÅÓÔ×Á ËÁÄÒÏ×ÏÇÏ ÓÏÓÔÁ×Á ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ, ÎÅÐÒÏÄÕÍÁÎÎÙÅ, ÓËÏÒÏÓÐÅÌÙÅ
ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÛËÏÌØÎÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ÐÏÒÑÄËÁ ÁÔÔÅÓÔÁÃÉÉ ÚÁ ËÕÒÓ ÓÒÅÄÎÅÊ
ÛËÏÌÙ É ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ ÐÒÉÅÍÁ × ×ÕÚÙ (ÐÒÅÓÌÏ×ÕÔÏÅ åçü) É ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ. óÌÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÁÑ
ÉÚ ÎÉÈ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÌÉÑÎÉÅ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ, × ÄÏÌÇÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÍ ÐÌÁÎÅ (ÈÏÔÑ ÞÁÓÔÏ ×ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ
ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË ÆÉÎÁÎÓÉÒÏ×ÁÎÉÑ ËÁË ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÁÑ ÐÒÉÞÉÎÁ, ÞÔÏ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï).

ñ ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÌÉÛØ Ä×Å ÐÒÉÞÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÄËÏ ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË ÆÁËÔÏÒÙ, ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÌÉÑÀÝÉÅ ÎÁ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ.

1. ÷ÓÅÏÂÝÅÅ ×ÙÓÛÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ × òÏÓÓÉÉ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ×ÓÅÏÂ-
ÝÅÅ ×ÙÓÛÅÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ. ïÂÕÞÅÎÉÅ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ (ÐÏ ÂÀÄÖÅÔÕ ÉÌÉ ËÏÎÔÒÁËÔÎÏÊ
ÏÓÎÏ×Å) 90 -100 % ×ÙÐÕÓËÎÉËÏ× ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. óÒÁ×ÎÉÍ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÒÁÎØÛÅ. ÷ 1940 ÇÏ-
ÄÕ1 × ×ÕÚÙ óóóò ÎÁ ÄÎÅ×ÎÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÓÔÕÐÉÌÏ 155 ÔÙÓÑÞ ÞÅÌÏ×ÅË ÉÚ 303 ÔÙÓÑÞ ÕÞÁÝÉÈÓÑ,

1óóóò × ÃÉÆÒÁÈ × 1986 ÇÏÄÕ. íÏÓË×Á. óÔÁÔÉÓÔÉËÁ É ÆÉÎÁÎÓÙ. 1987 Ç.
58
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ÏËÏÎÞÉ×ÛÉÈ ÐÏÌÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÛËÏÌÕ. ÷ 2000 ÇÏÄÕ × ×ÕÚÙ ÎÁ ÄÎÅ×ÎÏÅ ÏÔÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÏÂÕÞÅÎÉÅ ÐÏ
ÇÏÓÂÀÄÖÅÔÕ ÂÙÌÏ ÐÒÉÎÑÔÏ 622 ÔÙÓÑÞÉ ÞÅÌÏ×ÅË, ÔÏÇÄÁ ËÁË ÐÏÌÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÛËÏÌÕ ÏËÏÎÞÉÌÏ
1304 ÔÙÓÑÞÉ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ × 2000 ÇÏÄÕ ÎÁ ÂÀÄÖÅÔ, ËÁË É × 1940 ÇÏÄÕ, ÐÏÓÔÕÐÉÌÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ
ÐÏÌÏ×ÉÎÁ ×ÙÐÕÓËÎÉËÏ× ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. îÏ × 1940 ÇÏÄÕ ÎÅÐÏÌÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÛËÏÌÕ ÏËÏÎÞÉÌÏ 1860
ÔÙÓÑÞ ÕÞÁÝÉÈÓÑ, × 2000 | 2107 ÔÙÓÑÞ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × 1940 ÇÏÄÕ × ×ÕÚÙ ÐÏÓÔÕÐÁÌ ÐÒÉÍÅÒÎÏ
1 ÉÚ 12 ×ÙÐÕÓËÎÉËÏ× ÎÅÐÏÌÎÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ, Á × 2000 ÇÏÄÕ { ÐÏÞÔÉ 1 ÉÚ 3. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, × ÎÁ-
ÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔ ÜÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×Ï:
ÍÅÔÏÄÉËÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÔÕÄÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ×Ù-
ÓÏËÕÀ ÍÏÔÉ×ÁÃÉÀ Ë ÏÂÕÞÅÎÉÀ × ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ, ÉÍÅÅÔ, ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÅ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÎÁÎÉÊ,
ÐÓÉÈÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ É ÆÉÚÉÞÅÓËÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÕÞÅÎÉÑ × ×ÕÚÅ. ñ ÎÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀ,
ÞÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÐÕÓËÎÉËÉ ÛËÏÌÙ, ÎÅ ÓÐÏÓÏÂÎÙÅ Ë ÏÓ×ÏÅÎÉÀ ×ÕÚÏ×ÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÏÂÕÞÅÎÉÑ. ÷ÐÏÌÎÅ
×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÅÔÏÄÉËÅ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ ÓÍÏÖÅÔ
ÏÓ×ÁÉ×ÁÔØ ÌÀÂÏÊ ×ÙÐÕÓËÎÉË ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. ñ ÌÉÛØ ÏÔÍÅÞÁÀ, ÞÔÏ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ×ÙÓÛÁÑ
ÛËÏÌÁ ÎÅ ÇÏÔÏ×Á Ë ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ×ÓÅÏÂÝÅÇÏ ×ÙÓÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÒÁÎÅÅ ÄÏÓÔÉÇÎÕ-
ÔÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. óÏÈÒÁÎÉÔØ ËÁÞÅÓÔ×Ï ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÎÅ ÓÍÏÇÌÁ
ÓÒÅÄÎÑÑ ÛËÏÌÁ ÐÒÉ ÃÅÌÅÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÏÍ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÎÁ ×ÓÅÏÂÝÅÅ ÐÏÌÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ × 70-È ÇÏÄÁÈ ÐÒÏÛÌÏÇÏ ×ÅËÁ. ÷ÙÓÛÁÑ ÛËÏÌÁ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÎÅ ÇÏÔÏ×Á Ë ÜÔÏÍÕ,
ÔÁË ËÁË ×ÓÅÏÂÝÎÏÓÔØ ×ÙÓÛÅÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÓÔÉÈÉÊÎÏ, Á ÎÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÃÅÌÅÎÁÐÒÁ-
×ÌÅÎÎÏÊ ÐÏÌÉÔÉËÉ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×Á, ×ÕÚÏ×.

2. ðÁÄÅÎÉÅ ËÕÌØÔÕÒÙ ÞÔÅÎÉÑ. äÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÕÞÉÔØÓÑ É ÎÅ ÐÏ ÷ôõ ÕÞÅÂÎÉËÕ, ÎÕÖÎÏ ÅÇÏ
ÞÉÔÁÔØ É ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ×ÌÁÄÅÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÕÌØÔÕÒÏÊ ÞÔÅÎÉÑ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ,
ÜÔÁ ËÕÌØÔÕÒÁ Õ ×ÙÐÕÓËÎÉËÏ× ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ×ÙÒÁÂÁÔÙ×ÁÅÔÓÑ. ðÏ ÄÁÎÎÙÍ ÏÐÒÏÓÁ ÃÅÎÔÒÁ
ÓÏÃÉÏÌÏÇÉÉ òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÉ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ëÏÍÓÏÍÏÌØÓËÁÑ ÐÒÁ×ÄÁ ÏÔ 12 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2007 ÇÏÄÁ)
× 2005 ÇÏÄÕ ×ÙÐÕÓËÎÉË ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÐÒÏÞÉÔÙ×ÁÌ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 1 ËÎÉÇÕ ÚÁ ÍÅÓÑÃ, ÔÏÇÄÁ ËÁË × 1976
ÇÏÄÕ ÐÏÞÔÉ 4 ËÎÉÇÉ. üÔÏ ÓÒÅÄÎÉÅ ÃÉÆÒÙ ÐÏ ×ÓÅÍ ×ÙÐÕÓËÎÉËÁÍ, ÎÏ, ËÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏ ×ÙÛÅ, × ×ÙÓÛÅÊ
ÛËÏÌÅ ÕÞÁÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ×ÓÅ ×ÙÐÕÓËÎÉËÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ. ÷ ÜÔÉÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÈ ÓËÏÒÏ ×ÙÐÕÓËÎÉË
ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ ÎÅ ÔÏ ÞÔÏ ÐÁÒÁÇÒÁÆÙ ÷ôõ ÕÞÅÂÎÉËÁ, Á ÓËÁÚËÕ ÐÒÏ ËÏÌÏÂËÁ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÄÁÖÅ
ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ, ÎÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÕÖÅ ÏÂ ÁÎÁÌÉÚÅ ÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ.

ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ×ÙÛÅÎÁÚ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÉÞÉÎ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ Ë ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÅ É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚÍÅ-
ÎÅÎÁ ×ÏÌÅ×ÙÍÉ ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÐÒÁ×ÉÔÅÌØÓÔ×Á ÐÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÀ ÐÒÉÅÍÁ × ×ÕÚÙ. ÷ÏÐÒÏÓ × ÔÏÍ, ÎÕÖÎÏ
ÌÉ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÐÏÌÅÚÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÏÂÝÅÓÔ×Á
Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÒÏËÁ ÏÂÕÞÅÎÉÑ ÍÏÌÏÄÅÖÉ.

óÌÏÖÎÅÅ Ó ÐÁÄÅÎÉÅÍ ËÕÌØÔÕÒÙ ÞÔÅÎÉÑ. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, × Ó×ÑÚÉ Ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ
ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ, éÎÔÅÒÎÅÔÁ, ×ÓÅÏÂÝÅÊ ËÏÍÐØÀÔÅÒÉÚÁÃÉÅÊ ÕÖÅ ÎÅ ÕÄÁÓÔÓÑ ×ÏÓÐÉÔÙ×ÁÔØ Õ ÛËÏÌØÎÉ-
ËÏ× ÐÒÅÖÎÀÀ ËÕÌØÔÕÒÕ ÒÁÂÏÔÙ Ó ËÎÉÇÏÊ, Ó ÔÅËÓÔÁÍÉ. óÉÓÔÅÍÁ ÒÁÂÏÔÙ Ó ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ (ÐÏÉÓË
ÎÕÖÎÏÊ, ÞÔÅÎÉÅ É ÁÎÁÌÉÚ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ
ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ. õÞÁÝÉÊÓÑ ÞÁÓÔÏ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉ×ÌÅÞØ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÅ ÉÓÔÏÞÎÉËÏ× ÉÎÆÏÒ-
ÍÁÃÉÉ, ÎÅ ×ÙÐÏÌÎÑÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ. ÷ ÉÔÏÇÅ ÓËÁÞÉ×ÁÀÔÓÑ ÄÅÓÑÔËÉ, ÓÏÔÎÉ
ÄÏËÕÍÅÎÔÏ×, ÎÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÏÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ. ÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÁÖÎÏ ÎÅ ÓÔÏÌØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÕÞÅÂÎÉËÏ×, ÕÞÅÂÎÙÈ ÐÏÓÏÂÉÊ, Á ÇÌÕÂÉÎÁ ÐÒÏ-
ÒÁÂÏÔËÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ (ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ÏÄÎÏÇÏ-Ä×ÕÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÊ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÅ). îÏ ÂÅÓÐÅÒ-
ÓÐÅËÔÉ×ÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÔØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, éÎÔÅÒÎÅÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏ ÍÏÅÍÕ
ÍÎÅÎÉÀ, ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÓÒÅÄÎÅÊ É ×ÙÓÛÅÊ ÛËÏÌÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÒÁÂÏÔËÁ ÍÅÔÏÄÉËÉ ÐÒÅ-
ÐÏÄÁ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÈ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÊ, ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ.

ëÁÌØÎÅÊ óÅÒÇÅÊ çÒÉÇÏÒØÅ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, ÄÏÃÅÎÔ,
ÚÁ×. ËÁÆÅÄÒÏÊ \÷ÙÓÛÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ-2"
íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ
ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ).

E-mail: hm2@miee.ru



åÝÅ ÒÁÚ ÏÂ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ É ÒÅÆÏÒÍÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ
÷. â. äÒÏÚÄÏ×

ó ÂÏÌØÛÉÍ ÉÎÔÅÒÅÓÏÍ ÐÒÏÞÉÔÁÌ ÂÌÅÓÔÑÝÕÀ ÓÔÁÔØÀ ëÏÓÔÅÎËÏ é.ð. \ðÏÞÅÍÕ ÎÁÄÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ
Ë ëÉÓÅÌÅ×Õ" (\íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", �3(38), 2006). ó ÕÞÅÂÎÉËÁÍÉ ëÉÓÅÌÅ×Á Ñ ÈÏÒÏÛÏ
ÚÎÁËÏÍ, ÉÍÅÀ ÉÈ ÄÏÒÅ×ÏÌÀÃÉÏÎÎÙÅ ÉÚÄÁÎÉÑ. íÎÅ ÐÏ×ÅÚÌÏ: ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÀ × ÛËÏÌÅ ÕÞÉÌ ÐÏ ëÉÓÅ-
ÌÅ×Õ, ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÀ | ÐÏ îÉËÉÔÉÎÕ, ÁÌÇÅÂÒÕ | ÐÏ âÁÒÓÕËÏ×Õ, ÁÌÇÅÂÒÕ É ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ
| ÐÏ ëÏÞÅÔËÏ×ÙÍ. ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÕÞÅÂÎÉËÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÔÏÖÅ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ËÉÓÅÌÅ×ÓËÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ.
íÏÑ ×ÓÔÒÅÞÁ Ó ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ ÎÅ ÂÙÌÁ ÏÔÒÁ×ÌÅÎÁ ËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ.

îÁ 5-Í ËÕÒÓÅ ÐÅÄÉÎÓÔÉÔÕÔÁ × ÍÏÉ ÒÕËÉ ÐÏÐÁÌ ÎÅ×ÅÓÔØ ËÅÍ ÒÅÁÌØÎÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ ÕÞÅÂÎÉË \çÅÏ-
ÍÅÔÒÉÑ 6-8 (ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÑ)". îÁ ÏÂÌÏÖËÅ ËÒÁÓÏ×ÁÌÁÓØ ÆÁÍÉÌÉÑ \ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×". ÷ÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ |
ÛÏË, ÄÁ ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ ÔÁËÏÅ?! þÅÒÅÚ ÇÏÄ ÂÙÌ ×ÙÎÕÖÄÅÎ ×ÏÊÔÉ × ËÌÁÓÓ Ó ÜÔÏÊ ËÎÉÇÏÊ × ÒÕËÁÈ.
ëÁË ÕÞÉÔÅÌØ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÀ: ÄÅÔÉ ÎÅ ÐÏÎÉÍÁÌÉ ÐÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ. ïÓÏÂÅÎÎÏ, ÐÏÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ
ÎÁÚ×ÁÌÉ \ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÍÉ". ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏ×Ï ×ÙÚÙ×ÁÌÏ ÓÍÅÈ. îÅÍÎÏÇÉÍ ÌÕÞÛÅ ÂÙÌÉ ÎÏ×ÙÅ ÕÞÅÂÎÉ-
ËÉ ÁÌÇÅÂÒÙ. ëÏÌÌÅÇÉ-ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÅÄÉÎÏÄÕÛÎÏ ÏÔ×ÅÒÇÁÌÉ ÎÁ×ÑÚÁÎÎÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÒÅÆÏÒÍÕ ÛËÏÌØÎÏÊ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ.

âÅÚÕÍÎÁÑ É ÂÅÚÄÁÒÎÁÑ ÒÅÆÏÒÍÁ ÎÁÎÅÓÌÁ ÓÔÒÁÛÎÙÊ ÕÒÏÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ×
ÎÁÛÅÊ ÓÔÒÁÎÅ. ëÏÇÄÁ ÅÅ, ÓÐÏÈ×ÁÔÉ×ÛÉÓØ, ÔÉÈÏ Ó×ÅÒÎÕÌÉ, ÎÅ ÂÙÌÏ ÓËÁÚÁÎÏ Ï ÐÏÌÎÏÍ ÐÒÏ×ÁÌÅ ËÏÍ-
ÐÁÎÉÉ ÒÅÆÏÒÍÁÔÏÒÏ× ÐÏÄ ÐÒÉËÒÙÔÉÅÍ ÉÍÅÎÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÎÁ ÎÉ×Å ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÎÏ
| ÂÙÌ ÚÁÓÔÏÊ. ðÏÞÅÍÕ ÖÅ ÓÅÊÞÁÓ ÎÅ ÐÒÉÚÎÁÔØ ÏÆÉÃÉÁÌØÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ?

÷ÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁË-ÔÏ ÚÁÌÅÞÉÔØ ÒÁÎÙ ÏÔ ÒÅÆÏÒÍÙ, ÓÅÊÞÁÓ ××ÏÄÉÔÓÑ åçü ÐÏ ×ÓÅÍ ÐÒÅÄ-
ÍÅÔÁÍ. üÔÏ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÂØÅÔ ×ÓÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × òÏÓÓÉÉ É ÓÄÅÌÁÅÔ ÅÅ ÄÅÇÒÁÄÁÃÉÀ
ÎÅÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÙÔÅËÁÀÝÉÍÉ ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÑÍÉ.

äÒÏÚÄÏ× ÷ÉËÔÏÒ âÏÒÉÓÏ×ÉÞ,
Ç. òÑÚÁÎØ.
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çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÒÉÚÎÁËÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ
â. ò. æÒÅÎËÉÎ

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÚÁÍÅÔËÁ ×ÏÚÎÉËÌÁ ËÁË ÏÔËÌÉË ÎÁ ÓÔÁÔØÀ ÷. â. äÒÏÚÄÏ×Á \ôÒÉ ÚÁÍÅÔËÉ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ
ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁÄÁÞ" (\íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", �4(31), ÏËÔÑÂÒØ-ÄÅËÁÂÒØ 2004 Ç., Ó. 2
{ 18). ÷ ÎÅÊ ÉÄ£Ô ÒÅÞØ (ÎÁÒÑÄÕ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ) Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÍ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÐÒÉÚÎÁËÅ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ: ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ É ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÐÉÓÁÎÎÏÊ. á×ÔÏÒ ÓÔÁÔØÉ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÖÎÉÈ, ÇÒÏÍÏÚÄËÉÈ ÄÏ-
ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ É × ÉÔÏÇÅ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ Ó×Ï£, ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ. ëÁË ÏÔÍÅÞÁÅÔ
÷. â. äÒÏÚÄÏ×, ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. íÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ×ÅÓØÍÁ ÚÎÁÞÉÔÅÌÅÎ.

á×ÔÏÒÕ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÚÁÍÅÔËÉ ÕÄÁÌÏÓØ ÕÓÔÒÁÎÉÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ×ÙËÌÁÄËÉ É ÐÒÉÄÁÔØ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Õ ÂÏÌÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÅÇÏ ÎÁÇÌÑÄÎÙÍ É ÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍ. îÅ ÉÓÐÏÌØ-
ÚÕÀÔÓÑ É ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÐÌÏÝÁÄÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÔÒÉÇÏ-
ÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ; ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÎÅÕÓÔÒÁÎÉÍ, ÔÁË
ËÁË ÒÁÄÉÕÓ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó×ÑÚÁÎ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÞÅÒÅÚ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÉÎÕ-
ÓÁ.

éÔÁË, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ:
ðÕÓÔØ p | ÐÏÌÕÐÅÒÉÍÅÔÒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, R É r | ÒÁÄÉÕÓÙ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ É

×ÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ ×ÅÌÉÞÉÎÁ p − 2R − r ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ
ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ × ÓÌÕÞÁÅ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ É ÒÁ×ÎÁ 0 × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑ-
ÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ.

ðÕÓÔØ A;B;C | ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ; �; �;  | ÐÒÉÌÅÖÁÝÉÅ ÕÇÌÙ, ÐÒÉÞ£Í � ≤ � ≤ ;
a; b; c | ÐÒÏÔÉ×ÏÌÅÖÁÝÉÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. ðÏÌÏÖÉÍ � = �

2 . ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, 2R = a
sin� ; r = b+c−a

2 tg � (×
ÓÔÁÔØÅ ÷. â. äÒÏÚÄÏ×Á ÉÍÅÅÔÓÑ ×Ù×ÏÄ ×ÔÏÒÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ). ïÔÓÀÄÁ

p− 2R− r = b+ c
2 (1− tg �) + a

2

(
1− 2

sin� + tg �
)

=

= b+ c
2

cos � − sin �
cos � + a

2
2 sin � cos � − 2 + 2 sin2 �

2 sin � cos � =

= b+ c
2

cos � − sin �
cos � − a

2
cos � − sin �

sin � :

õÇÏÌ � | ÏÓÔÒÙÊ (ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ � < �
4 É cos � − sin � > 0. ôÁË

ËÁË sin � É cos � ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÎÁËÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ p − 2R − r Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ×ÅÌÉÞÉÎ (b+ c) sin � É a cos �.

òÉÓ. 1

îÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÔÏÒÏÎÙ CA ÏÔÌÏÖÉÍ ÏÔÒÅÚÏË AD, ÒÁ×ÎÙÊ AB (ÓÍ. ÒÉÓÕÎÏË). éÚ ÔÏÞËÉ
C ÏÐÕÓÔÉÍ ÎÁ BD ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ CH. ôÏÇÄÁ CD = b + c, ∠CDB = � É (b + c) sin � = CH =
a cos ∠BCH. óÒÁ×ÎÉÔØ ÜÔÕ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ó a cos � | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ � Ó ∠BCH (ÉÍÅÎÎÏ
× ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; �) ËÏÓÉÎÕÓ ÕÂÙ×ÁÅÔ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∠CBD ÒÁ×ÅÎ
� + � É, ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ  + �. ôÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ ÕÇÌÏ× ÒÁ×ÎÁ �, ÔÏ ∠CBD ≤ �

2 ,
Ô.Å. ÔÏÞËÁ H ÌÅÖÉÔ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ B, ÞÔÏ É D (ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó B). ðÏÜÔÏÍÕ ∠BCH =
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 − ∠DCH =  − �
2 + �, É ÓÒÁ×ÎÉÔØ � Ó ÎÉÍ | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÉÔØ ÐÒÑÍÏÊ ÕÇÏÌ Ó 

(ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ). ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ.
íÏÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÉÌÉ ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÁÎÎÙÊ

ÐÒÉÚÎÁË ×Ù×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ×ÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ, Á ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ
ÕÇÏÌ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ  = �

2 , r = a+b−c
2 tg 

2 = a+b−c
2 ,

2R = c. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. åÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÕÐÏÕÇÏÌØÎÙÊ, ÔÏ 
2 > 1, sin  < 1.

ðÏÜÔÏÍÕ r = a+b−c
2 tg 

2 => a+b−c
2 , 2R = c

sin  > c, ÏÔËÕÄÁ 2R+ r > p. ÷ ÓÌÕÞÁÅ ÖÅ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ r < a+b−c

2 , ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÓÎÏ×Á 2R > c, ÔÁË ÞÔÏ × ÜÔÏÍ (É
ÔÏÌØËÏ × ÜÔÏÍ) ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÚ×ÅÓÔÎÏÍ
ÓÂÏÒÎÉËÅ ÷. ÷. ðÒÁÓÏÌÏ×Á \úÁÄÁÞÉ ÐÏ ÐÌÁÎÉÍÅÔÒÉÉ" (í.: íãîíï, 2001 Ç., Ó. 291, �12.29Á). ïÎÁ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ 12.29Â (ÔÁÍ ÖÅ):

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p = 2R sin'+rctg ('=2), ÔÏ ' | ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÐÒÅÄÐÏÌÁ-
ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ 0 < ' < �).

òÅÛÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ËÌÀÞÁÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÙÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ. ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×ÏÐÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ É ÅÍÕ ÐÒÉÄÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

æÒÅÎËÉÎ âÏÒÉÓ òÁÆÁÉÌÏ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË,
ÓÔÁÒÛÉÊ ÐÁÕÞÎÙÊ ÓÏÔÒÕÄÎÉË
ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜËÏÎÏÍÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ òáî.
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ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ,
ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÌÕÞÛÉÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ É ×ÙÓÏËÏÇÏ
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ÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÉÚÄÁÅÔ ÎÁÕÞÎÕÀ, ÕÞÅÂÎÕÀ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÕ × ÏÂÌÁÓÔÉ
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