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ë 300-ÌÅÔÉÀ ÓÏ ÄÎÑ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ìÅÏÎÁÒÄÁ üÊÌÅÒÁ

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ
é. ò. ûÁÆÁÒÅÆÉÞ

üÔÏÔ ÇÏÄ | ÇÏÄ 300-ÌÅÔÎÅÇÏ ÀÂÉÌÅÑ ìÅÏÎÁÒÄÁ üÊÌÅÒÁ (4 (15) ÁÐÒÅÌÑ 1707, âÁÚÅÌØ { 7 (18)
ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1783, óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). îÁÛ ÖÕÒÎÁÌ ÐÌÁÎÉÒÕÅÔ ÒÑÄ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÊ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÙÈ ×Å-
ÌÉËÏÍÕ ÕÞÅÎÏÍÕ. ðÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ×ÎÉÍÁÎÉÀ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÓÔÁÔØÀ éÇÏÒÑ òÏÓÔÉÓÌÁ×Ï×ÉÞÁ ûÁÆÁÒÅ-
×ÉÞÁ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÕÀ ÔÒÕÄÁÍ üÊÌÅÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

üÊÌÅÒ ÒÏÄÉÌÓÑ × 1707 Ç. × û×ÅÊÃÁÒÉÉ, ÎÏ ÐÒÏ×ÅÌ ÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ Ó×ÏÅÊ ÁËÔÉ×ÎÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ
ÖÉÚÎÉ × òÏÓÓÉÉ.

üÔÉÍÉ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÇÏÄÕ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ 300-ÌÅÔÉÅ ÅÇÏ ÒÏÖÄÅÎÉÑ
É, ÞÔÏ × òÏÓÓÉÉ ÜÔÁ ÄÁÔÁ ÐÒÉ×ÌÅËÁÅÔ ÏÓÏÂÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ.

üÊÌÅÒ ÂÙÌ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÛÉÒÏËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ËÏÇÄÁ-ÌÉÂÏ ÖÉ×ÛÉÈ ÎÁ úÅÍÌÅ. åÇÏ ÍÁ-
ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ,
ÔÅÏÒÉÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É ÄÒÕÇÉÍ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, Á ÔÁË ÖÅ É Ë ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ
ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ÆÉÚÉËÅ É ÎÅÂÅÓÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ É ÄÁÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁÍ, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÍ
× ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, × ÂÁÌÌÉÓÔÉËÅ ÉÌÉ ËÏÒÁÂÌÅÓÔÒÏÅÎÉÉ. ðÏÌÎÏÅ ÓÏÂÒÁÎÉÅ ÅÇÏ
ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÂÏÌÅÅ 70-É ÔÏÍÏ×. éÚ ÎÉÈ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÌÉÛØ 4.

ïÄÎÁËÏ, × ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ ÉÄÅÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉ×ÛÉÅ ÄÁÌØ-
ÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ É ÏÓÎÏ×ÏÐÏÌÁÇÁÀÝÉÅ ÏÔËÒÙÔÉÑ × ÄÒÕÇÉÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ, ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ
üÊÌÅÒÏÍ × Ó×ÑÚÉ Ó ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

÷ ÔÕ ÜÐÏÈÕ, ËÏÇÄÁ ÖÉÌ üÊÌÅÒ (ÔÏ ÅÓÔØ, × XVIII ×ÅËÅ), ÂÌÉÓÔÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÓÐÅÈÉ ÁÎÁÌÉÚÁ ÓÄÅÌÁÌÉ
ÅÇÏ ÓÁÍÏÊ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÞÅÎÙÅ, ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏÓ×ÑÔÉ×ÛÉÅ ÓÅÂÑ ÁÎÁ-
ÌÉÚÕ É ÂÌÉÚËÉÍ ÏÂÌÁÓÔÑÍ, ÎÅ ÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÌÉ, ×ÉÄÉÍÏ, ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÊ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÏÐÒÏÓÏ×
\Ï ÞÉÓÌÁÈ", ËÁË ÔÏÇÄÁ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ (ÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ ËÁË Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ XVII ×ÅËÁ, ÔÁË É ÂÏÌÅÅ
ÐÏÚÄÎÅÊ XIX É XX ×ÅËÏ×). ôÅÍ ÂÏÌÅÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ üÊÌÅÒÁ
ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉÓØ × ÔÅÞÅÎÉÉ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ 50-ÔÉ ÌÅÔ. ðÒÉÞÅÍ ÏÎ ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÌÅÍÉ-
ÚÉÒÕÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÍÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×) ×ÙÒÁÖÁÌ Ó×ÏÅ ÍÎÅÎÉÅ, ÞÔÏ
ÏÎ ÎÅ ÞÕ×ÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÐÒÁ×ÄÙ×ÁÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÔÒÁÔÉÌ ÓÔÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÕÓÉÌÉÊ
ÎÁ ÜÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ. ôÁË, ÏÎ ÐÉÓÁÌ: \÷ÙÓÛÉÊ áÎÁÌÉÚ ÓÔÏÌØ ÍÎÏÇÉÍ ÏÂÑÚÁÎ äÉÏÆÁÎÔÏ×Õ ÍÅÔÏÄÕ (ÔÏ
ÅÓÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÍÕ ÒÁÚÄÅÌÕ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÌÅ), ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁ×Á ÉÍ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ". ëÒÏÍÅ
ÔÏÇÏ, üÊÌÅÒ, ×ÉÄÉÍÏ, ÑÓÎÏ ÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÌ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÉ×ÌÅËÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
ïÎ ÎÅ ÒÁÚ ÐÉÛÅÔ ÏÂ \ÏÞÅÎØ ËÒÁÓÉ×ÙÈ" É \ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ" (he??liche) ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ
ÏÎ ÏÔËÒÙÌ ÉÌÉ ÌÉÛØ ÐÒÅÄ×ÉÄÅÌ.

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØÀ ÒÁÂÏÔÙ üÊÌÅÒÁ × ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÌÅ), ÂÙÌÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÏÎ
ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÇÏ ÄÅÒÖÁÌ ÐÁÍÑÔÉ ÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×ÛÉÅ ÅÇÏ ÎÅËÏÇÄÁ ×ÏÐÒÏÓÙ. éÎÏÇÄÁ ÏÎ ÞÅÒÅÚ 10
ÌÅÔ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÌÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÎÅÐÏÌÎÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÕÂÅÄÉ-
ÔÅÌØÎÙÍ (ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÑÓÎÙÍ) ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌØÛÅ Ñ ÉÚÌÏÖÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÅÇÏ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ (ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ×ÓÅ | ÉÈ ÂÙÌÏ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ) ÎÅ × ÈÒÏÎÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ
ÐÏÒÑÄËÅ, Á ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÉÈ ÐÏ ÉÈ ÉÄÅÊÎÏÍÕ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ. îÁÞÎÕ ÖÅ Ó ËÏÒÏÔËÉÈ ÂÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ
ÄÁÎÎÙÈ. ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ×ÓÅ ÍÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÏ ÉÚ ÐÒÅËÒÁÓÎÏÊ ËÎÉÇÉ ÐÏËÏÊÎÏÇÏ á.÷ÅÊÌÑ
ÐÏ ÉÓÔÏÒÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ (\ïÔ èÁÍÍÕÒÁÂÉ ÄÏ ìÅÖÁÎÄÒÁ") | ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÎÙÊ
ÐÅÒÅÓËÁÚ ÇÌÁ×Ù ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÊ üÊÌÅÒÕ. ñ ÏÞÅÎØ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ËÎÉÇÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÇÄÁ
ÐÅÒÅ×ÅÄÅÎÁ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË. ïÎÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÅÚÎÁ ×ÓÅÍ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÊ É ÄÏÓÔÁ×ÉÔ
ÉÍ ÇÒÏÍÁÄÎÏÅ ÕÄÏ×ÏÌØÓÔ×ÉÅ | ËÎÉÇÁ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÁË ÒÏÍÁÎ.
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1. âÉÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ

÷ÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÖÉÚÎØ üÊÌÅÒÁ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó òÏÓÓÉÊÓËÏÊ áËÁÄÅÍÉÅÊ îÁÕË. ïÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑ áËÁ-
ÄÅÍÉÉ îÁÕË × ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ ÂÙÌÁ ÚÁÄÕÍÁÎÁ ðÅÔÒÏÍ I (ðÅÔÒÏÍ ÷ÅÌÉËÉÍ) × ËÏÎÃÅ ÅÇÏ ÖÉÚÎÉ. îÁÞÁÌÏ
ÅÅ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÃÁÒÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ åËÁÔÅÒÉÎÙ I. ôÏÇÄÁ ÍÏÌÏÄÏÊ üÊÌÅÒ É ÂÙÌ ÐÒÉÇÌÁ-
ÛÅÎ × ðÅÔÅÒÂÕÒÇ. ëÏÇÄÁ ÏÎ ÐÒÉÂÙÌ × ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, ÅÍÕ ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ 20-ÔÉ ÌÅÔ. ÷ÓËÏÒÅ ÏÎ ÂÙÌ
ÚÁÞÉÓÌÅÎ × ÞÉÓÌÏ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ× ÁËÁÄÅÍÉÉ, ÓÎÁÞÁÌÁ × ÎÉÚÛÅÍ Ú×ÁÎÉÉ \ÁÄßÀÎËÔÁ". ÷ ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ
ÏÎ ÖÅÎÉÌÓÑ. ôÁÍ ÖÅ ÐÅÒÅÎÅÓ ÔÑÖÅÌÕÀ ÂÏÌÅÚÎØ, × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÔÅÒÑÌ ÐÒÁ×ÙÊ ÇÌÁÚ | ÎÁ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÒÔÒÅÔÁÈ ÍÙ ×ÉÄÉÍ üÊÌÅÒÁ Ó ÐÏ×ÑÚËÏÊ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ÇÌÁÚÅ.

÷ 1740 Ç. × Ó×ÑÚÉ ÓÏ ÓÍÅÒÔØÀ ÉÍÐÅÒÁÔÒÉÃÙ áÎÎÙ éÏÁÎÎÏ×ÎÙ, × òÏÓÓÉÉ ÒÁÚÒÁÚÉÌÓÑ ÐÏÌÉÔÉ-
ÞÅÓËÉÊ ËÒÉÚÉÓ É ÖÉÚÎØ ÚÄÅÓØ ÓÔÁÌÁ ÎÅÓÐÏËÏÊÎÏÊ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÖÅ × âÅÒÌÉÎÅ ÎÁ ÐÒÕÓÓËÉÊ ÐÒÅÓÔÏÌ
×ÚÏÛÅÌ æÒÉÄÒÉÈ II (æÒÉÄÒÉÈ ÷ÅÌÉËÉÊ). äÏÒÏÖÁ Ó×ÏÉÍ ÐÒÏÚ×ÉÝÅÍ \ëÏÒÏÌØ | ÆÉÌÏÓÏÆ", ÏÎ,
ËÏÎÅÞÎÏ, ÒÅÛÉÌ ÏÓÎÏ×ÁÔØ × âÅÒÌÉÎÅ áËÁÄÅÍÉÀ îÁÕË, ËÕÄÁ ÐÒÉÇÌÁÓÉÌ É üÊÌÅÒÁ. üÊÌÅÒ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÌ ÜÔÏÍÕ ÐÒÉÇÌÁÛÅÎÉÀ É ÂÙÌ ÄÁÖÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎ ÐÒÅÚÉÄÅÎÔÏÍ âÅÒÌÉÎÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ. ïÎ ÐÒÏÖÉÌ ×
âÅÒÌÉÎÅ 24 ÇÏÄÁ. ïÄÎÁËÏ, ÎÉËÁËÏÇÏ ÒÁÚÒÙ×Á Ó ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÊ ÁËÁÄÅÍÉÅÊ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ. üÊÌÅÒ
ÞÉÓÌÉÌÓÑ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ ÐÏÞÅÔÎÙÍ ÉÎÏÓÔÒÁÎÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÎÁÛÅÊ ÁËÁÄÅÍÉÉ É ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ × ÅÅ ÉÚÄÁÎÉÑÈ
ÂÏÌÅÅ 100 ÒÁÂÏÔ (Á ÷ âÅÒÌÉÎÅ | 127).

ðÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ üÊÌÅÒÏÍ É æÒÉÄÒÉÈÏÍ ÷ÅÌÉËÉÍ (ËÏÔÏÒÙÊ, ×ÉÄÉÍÏ, ×ÏÏÂÝÅ
ÏÂÌÁÄÁÌ ËÁÐÒÉÚÎÙÍÉ É ÔÑÖÅÌÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÏÍ), ÓÔÁÎÏ×ÉÌÉÓØ ×ÓÅ ÐÒÏÈÌÁÄÎÅÅ. ôÅÍ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ÒÕÓ-
ÓËÉÊ ÐÒÅÓÔÏÌ ÚÁÎÑÌÁ åËÁÔÅÒÉÎÁ II (åËÁÔÅÒÉÎÁ ÷ÅÌÉËÁÑ), ÓÔÒÅÍÉ×ÛÁÑÓÑ ×ÏÏÂÝÅ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ-
ÞÉÎÁÎÉÑ ðÅÔÒÁ ÷ÅÌÉËÏÇÏ. üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÌÏÓØ É Ë ÁËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË, ÔÕÄÁ ÏÎÁ ÐÒÉÇÌÁÓÉÌÁ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ
üÊÌÅÒÁ. ðÏÓÌÅ ÐÅÒÅÇÏ×ÏÒÏ×, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÉÈÓÑ 3 ÇÏÄÁ, üÊÌÅÒ ×ÅÒÎÕÌÓÑ × ðÅÔÅÒÂÕÒÇ × 1766 Ç. ôÁÍ
ÏÎ É ÒÁÂÏÔÁÌ ÄÏ ÓÁÍÏÊ ÓÍÅÒÔÉ × 1783 Ç.

åÝÅ × âÅÒÌÉÎÅ Õ üÊÌÅÒÁ ÓÔÁÌ ÒÁÚ×É×ÁÔØÓÑ ËÁÔÁÒÁËÔ ÎÁ ÌÅ×ÏÍ (ÎÅÐÏ×ÒÅÖÄÅÎÎÏÍ) ÇÌÁÚÅ. ÷
òÏÓÓÉÉ ÏÎ ÐÅÒÅÎÅÓ ÏÐÅÒÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÛÌÁ ÕÓÐÅÛÎÏ, ÎÏ × ÇÌÁÚ ÂÙÌÁ ÚÁÎÅÓÅÎÁ ÉÎÆÅËÃÉÑ. ÷
ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ üÊÌÅÒ ÓÔÁÌ ÔÅÒÑÔØ ÚÒÅÎÉÅ É × ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÐÏÞÔÉ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÅÇÏ ÌÉÛÉÌÓÑ. üÔÏ,
ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÓËÁÚÁÌÏÓØ ÎÁ ÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Å. íÎÏÇÉÅ Ó×ÏÉ ÒÁÂÏÔÙ É ËÎÉÇÁ × ÔÏÔ
ÐÅÒÉÏÄ ÏÎ ÄÉËÔÏ×ÁÌ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÁÍ É ÕÞÅÎÉËÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÁ. úÁ ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ
ÉÍ ÂÙÌÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÔ ÒÁÂÏÔ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÐÅÒÅÈÏÖÕ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.

II. éÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ

÷ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÉ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó ÒÁÚ×ÉÔÉÅÍ ÔÒÁ-
ÄÉÃÉÉ, ÉÄÕÝÅÊ ÏÔ æÅÒÍÁ. òÅÞØ ÛÌÁ ËÁË Ï ×ÏÓÓÏÚÄÁÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ
æÅÒÍÁ (ÞÁÓÔÉ ÓÁÍÉÍ æÅÒÍÁ ÎÅ ÐÒÉ×ÏÄÉ×ÛÉÈÓÑ), ÔÁË É ÏÂ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÏ×, ÌÉÛØ ÐÏÓÔÁ-
×ÌÅÎÎÙÈ æÅÒÍÁ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÔÏÌÞËÏ× Ë ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍ üÊÌÅÒÁ ÐÏÓÌÕÖÉÌÏ ×ÅÓØ-
ÍÁ ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ æÅÒÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

xn + yn = zn (1)

ÐÒÉ n > 2 ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x, y É z, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÓÅ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0. ïÄÉÎ ÒÁÚ
æÅÒÍÁ ÎÁÐÉÓÁÌ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÎÁ ÐÏÌÑÈ ËÎÉ-
ÇÉ äÉÏÆÁÎÔÁ). ÷ ÄÒÕÇÉÈ ÖÅ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï ÂÌÉÚËÉÈ ×ÏÐÒÏÓÁÈ, ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÔÁËÏÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÄÅÌÁÌ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ ×ÅÓØÍÁ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÏÊ ÍÙÓÌØ, ×ÙÓËÁÚÁÎÎÁÑ × ÕÖÅ
ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÅÊÓÑ ËÎÉÇÅ á.÷ÅÊÌÑ | ÞÔÏ æÅÒÍÁ ÔÁËÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ É ÎÅ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÌ. óÌÕÞÁÊ
n = 4 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÍÉ æÅÒÍÁ ×ÌÁÄÅÌ É
×ÅÓØÍÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ × ÍÏÍÅÎÔ ÞÔÅÎÉÑ ËÎÉÇÁ äÉÏÆÁÎÔÁ ÏÎ ÄÕÍÁÌ, ÞÔÏ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÒÉÍÅÎÅÎ É × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.

üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ æÅÒÍÁ × ÓÌÕÞÁÅ n = 3. íÎÏÇÉÅ ÉÓÓÌÅ-
ÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ æÅÒÍÁ ÏÂÌÁÄÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÇÄÅ ÏÎ ÚÁÍÅÎÑÌ ÒÁÚ-
ÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ. ÷ ÏÓÎÏ×Å ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ÌÅÖÉÔ
(ÉÎÏÇÄÁ ÉÓËÕÓÎÏ ÓÐÒÑÔÁÎÎÁÑ ÚÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÏ ×ÉÄÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍÉ) ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÁÑ ÉÄÅÑ:
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ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ×Ï-
ÐÒÏÓ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÉÍ üÊÌÅÒ ÐÏÌÏÖÉÌ ÎÁÞÁÌÏ ÇÒÏÍÁÄÎÏÊ ÎÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ ÁÌ-
ÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

íÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á üÊÌÅÒÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÊ ÐÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ,
ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÑÒËÏ ×ÙÄÅÌÑÀÝÉÊ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÉÄÅÀ. ÷ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (1) × ÓÌÕÞÁÅ n = 3
ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ

y3 = z3 − x3

É ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÐÒÁ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ:

z3 − x3 = (z − x)(z − �x)(z − �2x) (2)

ÇÄÅ � = −1+
√−3
2 | ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ �3 = 1 (ÄÒÕÇÉÍÉ ÔÁËÉÍÉ

ÞÉÓÌÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ −1−√−3
2 | ÏÂÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (2)).

íÙ ×ÉÄÉÍ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÎÁÛÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÊ, ÏÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ
ÎÏ×ÏÇÏ ÔÉÐÁ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ m+n�,
ÇÄÅ m É n | ÃÅÌÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÌÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌ ÞÅÒÅÚ R.
ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É ÒÁÚÎÏÓÔØ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ R, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × R. îÏ ×ÅÒÎÏ É ÇÏÒÁÚÄÏ
ÂÏÌÅÅ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ R, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × R. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ
ÉÚ ÔÏÇÏ ÞÔÏ �2 + � + 1 = 0 (ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ) É ÅÓÌÉ � = a + b�, � = m + n�, ÔÏ �� =
m+(an+bm)�+bn�2 = am−bn+(an+bm−bn)�. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÉÓÌÁ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ R ÐÏÈÏÖÉ
ÎÁ ÃÅÌÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÄÌÑ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ×ÏÐÒÏÓÙ: Ï ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ
ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ É Ô.Ä. . . . .

üÔÏ | ×ÏÐÒÏÓÙ ÒÁÚÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÔÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ (ÄÁÌÅÅ ÎÁ ÒÁÚÌÏ-
ÖÉÍÙÅ) ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏ | ÕÂÅÄÉÔÓÑ ÎÅ ÔÒÕÄÎÏ. ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ
×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ N(a+b�) = |a+b�|2 +a2 +ab+b2. éÚ ÔÅÐÅÒØ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ
ÞÉÓÅÌ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ N(��) = N(�)N(�), ÇÄÅ � É � | Ä×Á ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÛÅÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏ-
ÓÔÉ R. ôÁË ËÁË N(�) | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÃÅÌÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÏ � ÎÅ ÂÙÌÏ
ÐÒÏÓÔÙÍ, Á ÉÍÅÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌØ �, � = �
, ÇÄÅ 
 | ÄÒÕÇÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÛÅÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÔÏ ÍÙ ÉÍÅÌÉ
ÂÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ N(�) = N(�)N(
). ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÔÁË (ÅÓÌÉ � ÎÅ ÐÒÏÓÔÏÅ) ÍÙ ÐÒÉÊÄÅÍ Ë ÞÉÓÌÕ, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÇÏ N(�) = 1. ìÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÏ ÛÅÓÔØ: ±1, ±� É ±�2. úÄÅÓØ ÍÙ
×ÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÐÅÒ×ÙÍ ÏÔÌÉÞÉÅÍ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ R ÏÔ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
õËÁÚÁÎÎÙÅ 6 ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ × ÎÁÛÅÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÔÎÏÅ |
ÔÏÖÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ R. (óÒÅÄÉ ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÉÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ±1). ôÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ
ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ × R. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ É ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÅÌÉÔÅÌÑ É ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × R ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ
ÒÁÚ????ÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ \Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ". ðÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅ-
ÎÉÅ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÞÉÓÅÌ | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ËÏÎÅÞÎÏ.

äÁÌØÛÅ ÍÙÓÌØ üÊÌÅÒÁ ÛÌÁ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË:
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (2) ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ

(ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ×ÐÏÌÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ. ñÓÎÏ, ÐÉÛÅÔ üÊÌÅÒ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ËÏÇÄÁ
ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÕÂÏÍ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁÐÉÓÁÔØ z−x� = (p−q�)3 É z−x = k3, Á ÏÔÓÀÄÁ
ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÎÅ ÔÒÕÄÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÅÛÅÎÉÅ x1, y1, z1 ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (1) Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ,
ÎÏ ÏÔÌÉÞÎÙÍÉ ÏÔ 0 ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 0 < z1 < z). íÙ ÐÒÏÐÕÓËÁÅÍ ÜÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ
ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÞÅÓÔØ × ËÎÉÇÅ ò.ï.ëÕÚØÍÉÎÁ É ä.ë.æÁÄÄÅÅ×Á
\áÌÇÅÂÒÁ É ÁÒÉÆÍÅÔÉËÁ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ".

îÏ ÓÁÍÙÍ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ | É ×ÁÖÎÙÍ ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ,
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ üÊÌÅÒÏÍ ËÁË ÏÞÅ×ÉÄÎÏÅ. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÙÍ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ R ÄÏËÁÚÁÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉ-
ÔÅÌÉ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ × R).
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ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, üÊÌÅÒ ÎÅ ÚÁÄÕÍÙ×ÁÌÓÑ ÎÁÄ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÔÁË ËÁË ÏÎ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÑ ÄÅÌÁÌ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ-
×ÏÄÑÔ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ R′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏ.
ïÎ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÒÅÛÅÎÉÉ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + Ay2 = zA ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ A ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ x2 +Ay2 = (x+ y

√−A)(x− y√−A). ëÁË
ÏÎ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x+ y

√−A = (p− qR−A)� Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÃÅÌÙÍÉ p É q. üÔÏ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ R′, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ x+y

√−A ÐÒÉ
ÌÀÂÙÈ ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ x É y. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÌÁÅÔ üÊÌÅÒ, ÂÙÌÏ ÂÙ ×ÅÒÎÏ,
ÅÓÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ R′ ÂÙÌÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ. üÔÏ, ÏÄÎÁËÏ,
ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÔÁË. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ A = 5 ÍÙ ÉÍÅÅÍ:

21 = 3 · 7 = (1 + 2
√−5)(1− 2

√−5)
É ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ × ÜÔÏÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å | ÐÒÏÓÔÏÅ (× ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ x + y

√−5), ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

üÊÌÅÒ Ñ×ÎÏ ÐÏÎÉÍÁÌ ÏÂÝÅÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÚÎÁÞÉÍÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÉÍ ÛÁÇÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ×
ËÎÉÇÅ \áÌÇÅÂÒÁ" ÏÎ ÐÉÛÅÔ: \üÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÔÏÒÉÉ ÉÒÒÁ-
ÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏÊ × äÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÍ ÁÎÁÌÉÚÅ".

ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÖÅ ÉÄÅÉ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ÆÒÁÎÃÕÚÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ ìÁÇÒÁÎÖÅÍ. ÷ ÐÉÓØ-
ÍÅ ÅÍÕ üÊÌÅÒ ÐÉÛÅÔ: \ñ ×ÏÓÈÉÝÅÎ ÷ÁÛÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ ××ÅÄÅÎÉÑ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ÄÁÖÅ ÍÎÉÍÙÈ
ÞÉÓÅÌ × ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÁÎÁÌÉÚÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ ÔÏÌØËÏ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. ñ ÕÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ
ÌÅÔ ÐÏÌØÚÕÀÓØ ÜÔÏÊ ÉÄÅÅÊ. ñ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌ ÜÔÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ, ÐÏËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + ny2 = (p2 + nq2)� ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÅÛÉÔØ x+ y√−n = (p+ q√−n)�.

ë ÓÞÁÓÔØÀ ÄÌÑ üÊÌÅÒÁ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ×ÓÅ ÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ × ÔÏÊ ÓÏ×ÏËÕÐ-
ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ R, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÕÖÎÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ æÅÒÍÁ ÐÒÉ n = 3. ÷ ÎÅ ÏÞÅÎØ
Ñ×ÎÏÍ ×ÉÄÅ ÏÎ ÓÁÍ ÜÔÏ ÒÁÎØÛÅ ÄÏËÁÚÁÌ. ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÜÔÏÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ R ÓÌÅÄÕÅÔ, ËÁË É ÄÌÑ ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,
ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ | ÄÌÑ R ÏÎ ÄÁÅÔ ÏÓÔÁÔÏË �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ N(�) < N(�) × ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ
� = �
+ �. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ × ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ËÎÉÇÅ ëÕÚØÍÉÎÁ É æÁÄÄÅÅ×Á.

üÔÉ ×ÏÐÒÏÓÙ ÂÙÌÉ ÐÒÏÑÓÎÅÎÙ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. îÏ ÒÁÂÏÔÙ üÊÌÅÒÁ ×ÐÅÒ×ÙÅ
ÐÏËÁÚÁÌÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÏ× ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉ-
ËÁÀÝÉÈ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÅÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ \ËÏÌØÃÁÍÉ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ".

îÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÒÁÓÓÔÁÎÅÍÓÑ Ó ÒÁÂÏÔÁÍÉ üÊÌÅÒÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÁÒÉÆÍÅÔÉËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ
ÞÉÓÅÌ. îÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÓËÁÚÁÔØ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÇÉÐÏÔÅÚÅ æÅÒÍÁ, Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÅÍ (1). óÕÄØÂÁ ÜÔÏÇÏ ×ÏÐÒÏÓÁ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÁ. ÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÉÈ ÌÅÔ (É ×ÅËÏ×) ÉÍ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ
×ÙÄÁÀÝÉÅÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÓÌÅÄÕÑ ÐÏ ÐÕÔÉ, ÎÁÍÅÞÅÎÎÏÍÕ üÊÌÅÒÏÍ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n
×ÙÒÁÖÅÎÉÅ zn−xn ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ: zn−xn = (z−n)(z− �1x):::(z− �n−1x),
ÇÄÅ 1, �1, . . . , �n−1 | ÜÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ tn − 1: \ËÏÒÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ". ïÞÅÎØ ÓËÏÒÏ
ÂÙÌÏ ÚÁÍÅÞÅÎÏ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ æÅÒÍÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n.

ó ÞÉÓÌÁÍÉ �i ÍÏÖÎÏ ÔÏÖÅ Ó×ÑÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ �R É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ×ÙÓËÁÚÁÎ-
ÎÏÅ æÅÒÍÁ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ × ÜÔÏÊ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ
ÂÙÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. äÌÑ ÎÅÂÏÌØÛÉÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÜÔÏ É ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ôÁË \ôÅÏÒÅÍÕ æÅÒ-
ÍÁ" ÄÏËÁÚÁÌ ìÁÍÜ ÄÌÑ n = 5. ÷ ÔÁËÏÍ ÖÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ä×ÉÇÁÌÉÓØ ëÏÛÉ, ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ | äÉÒÉÈÌÅ
| ëÕÍÍÅÒ É ÄÒÕÇÉÅ. ëÕÍÍÅÒ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÓÁÍ ÆÅÎÏÍÅÎ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ, ÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×Á-
ÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Ë ÞÉÓÌÁÍ ÓÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔÉ �R ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, ÎÁÚ×ÁÎÎÙÅ ÉÍ \ÉÄÅÁÌØÎÙÍÉ
ÞÉÓÌÁÍÉ", Á ÔÅÐÅÒØ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ \üÊ×ÉÚÏÒÁÍÉ". üÔÏ ÄÁÌÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ
æÅÒÍÁ É ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �R
ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. óÁÍ ëÕÍÍÅÒ ÓÄÅÌÁÌ ÜÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÙÈ n ≤ 100 (ÄÒÕÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ
n ≤ 5500).

ôÁË ÜÔÁ ÏÂÌÁÓÔØ ÒÁÚ×É×ÁÌÁÓØ ÍÎÏÇÏ ÌÅÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÉ. åÝÅ × ÎÁÞÁÌÅ XX ×.
çÉÌØÂÅÒÔ ÓÞÉÔÁÌ ×ÏÐÒÏÓ æÅÒÍÁ | ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÁÍÙÈ ÎÁÓÕÝÎÙÈ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ. îÏ ×ÏÔ × ÓÁÍÏÍ
ËÏÎÃÅ XX ×. (1985 Ç.) ×ÏÐÒÏÓ ÂÙÌ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎ × ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ. îÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË
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æÒÅÊ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ æÅÒÍÁ ÐÒÉ×ÅÌ ÂÙ Ë ÓÔÒÁÎÎÙÍ Ñ×ÌÅÎÉÑÍ,
ÐÌÏÈÏ ÓÏÇÌÁÓÕÀÝÉÍÓÑ Ó ÇÉÐÏÔÅÚÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ (É ÈÏÒÏÛÏ ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÌÉÓØ ÞÉÓÌÅÎÎÙÍ
ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÏÍ) | × ËÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ Ó ÜÔÉÍ ×ÏÐÒÏÓÏÍ ÏÂÌÁÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ | ÔÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ \ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ" Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. îÁËÏÎÅÃ, ÂÙÌÁ
ÕËÁÚÁÎÁ É ÔÏÞÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, Ë ÔÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ, ÎÏ ÏÞÅÎØ ÐÏÐÕÌÑÒÎÁÑ | ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ æÅÒÍÁ ×ÙÔÅËÁÌÏ ÂÙ. üÔÏ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ \ÇÉÐÏÔÅÚÁ ôÁÎÉÑÍÙ{÷ÅÊÌÑ". åÅ ÎÅ ÔÒÕÄÎÏ
ÂÙÌÏ ÂÙ É ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ, ÎÏ ×ÒÑÄ ÌÉ ÅÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÍÎÏÇÏ ÐÏÑÓÎÉÔ ÎÅÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÕ. îÁÉÂÏÌÅÅ
ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÄÅÌÏ Ó ÏÂßÅËÔÁÍÉ, ×ÅÓØÍÁ ÄÁÌÅËÉÍÉ ÏÔ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÉ
×ÏÐÒÏÓÁ æÅÒÍÁ.

÷ÓËÏÒÅ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÔÁËÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ, ÇÉÐÏÔÅÚÕ ôÁÎÉÑÍÙ{÷ÅÊÌÑ (Ó
ÎÅÂÏÌØÛÉÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á \ôÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ") ÄÏËÁÚÁÌÉ
õÁÊÌÓ É ôÜÊÌÏÒ (× 1995 Ç.). ôÁË ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ÇÉÐÏÔÅÚÁ æÅÒÍÁ.

üÔÏÔ ÐÕÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ËÁÖÅÔÓÑ ÍÎÅ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÏÎ × ÐÒÉÎÃÉÐÅ ÏÔÌÉÞÅÎ
ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÍ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÉÄÔÉ ÄÏ ÔÏÇÏ. îÅÕÖÅÌÉ ÉÎÔÕÉÃÉÑ ÏÂÍÁÎÕÌÁ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×
ËÁË üÊÌÅÒ, ëÏÛÉ, ëÕÍÍÅÒ, çÉÌØÂÅÒÔ É ÍÎÏÇÉÅ ÄÒÕÇÉÅ? âÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ
ÐÒÏÌØÀÔ Ó×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ.

III. éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ
üÊÌÅÒ, ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÏÚÄÁÌ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÁÐÐÁÒÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ (ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ×ÐÌÏÔØ ÄÏ ÎÁÛÉÈ

ÄÎÅÊ): ÔÅÏÒÉÀ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m. ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ-
ÍÉ Ä×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m, ÔÏ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÐÁÄÕÔÓÑ ÎÁ m ÍÎÏÖÅÓÔ×,
ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ \ËÌÁÓÓÁÍÉ ×ÙÞÅÔÏ×". óÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ
ËÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ \ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌØÃÏ" Z=m É ÍÎÏÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ÓÅÊÞÁÓ
ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ËÁË Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ. ôÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÚÒÅÎÉÑ ×ÏÓÈÏÄÉÔ Ë üÊÌÅÒÕ. ôÏ, ÞÔÏ ÓÅÊ-
ÞÁÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ \ÍÏÄÕÌÅÍ", ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ \äÅÍÔÅÌÅÍ" É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ d. óÁÍ ËÌÁÓÓ ×ÙÞÅÔÏ× ÉÍÅÅÔ Õ
üÊÌÅÒÁ ÏÓÏÂÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ | \×ÉÄ" (specio). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï
ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë \×ÉÄÕ", Á ÎÅ Ë ÅÇÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÔ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔ ÄÅÌÅÎÉÅ × ËÏÌØ-
ÃÅ Z=d. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÞÁÓÔÎÏÇÏ �/� ÄÌÑ Ä×ÕÈ \×ÉÄÏ×", ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
� ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó \ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ" | d. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ÐÏÄÞÅÒËÉ×ÁÅÔ,
ÞÔÏ ÒÅÞØ ÎÅ ÉÄÅÔ Ï ÄÅÌÅÎÉÉ ÞÉÓÅÌ: ÞÁÓÔÎÏÅ 
 = �/� ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ 
� = �§× ËÏÌØÃÅ
Z=d.

îÁÞÁÌ üÊÌÅÒ Ó ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ æÅÒÍÁ: ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ p
| ÐÒÏÓÔÏÅ, Á a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p, ÔÏ ap−1 − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÅ ÚÎÁÑ, ÞÔÏ ÅÅ ÄÏËÁÚÁÌ
æÅÒÍÁ, ÐÏÚÖÅ | ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÎÅÇÏ). ó ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ
ÐÏÒÑÄËÁ ÇÒÕÐÐÙ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÏÌÑ Z=p (ÓÅÊÞÁÓ ÏÎÁ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ F∗p). äÌÑ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ d üÊÌÅÒ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÇÒÕÐÐÕ (ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ
ÄÅÌÅÎÉÅ) × ËÏÌØÃÅ Z=d ÐÒÉ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ d. åÅ ÐÏÒÑÄÏË ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ d É
×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó d. óÅÊÞÁÓ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ '(d) \' ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ üÊÌÅÒÁ".
(óÁÍ üÊÌÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �n). éÚ×ÅÓÔÎÁÑ \ÔÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ" ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÞÉÓÌÏ a ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó \ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ" d, ÔÏ a'(d) − 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ d. åÓÌÉ d-ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ p,
ÔÏ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ, ÔÁË ËÁË ÔÏÇÄÁ '(p) = p − 1. óÅÊÞÁÓ ÜÔÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ

g|G| = e (3)
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G. úÄÅÓØ |G| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × G, Á e | ÅÅ
ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. ÷ ÂÏÌØÛÅÍ ÞÉÓÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×, ËÏÔÏÒÙÅ üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ ÄÌÑ Ó×ÏÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ,
ÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÏ ÐÏÚÖÅ ÄÒÕÇÉÈ, ÎÏÓÉÔ ÉÍÅÎÎÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É
ÓÅÊÞÁÓ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÏ ËÁË ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ (3) ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ
ËÏÎÅÞÎÏÊ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ \ÄÅÌÉÔÅÌØ" d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, üÊÌÅÒ ÉÓÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁË ÖÅ ÇÒÕÐÐÕ
(ËÏÎÅÞÎÏ | ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÊ ÔÅÒÍÉÎ) ÐÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ 0 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ.
ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ | ÃÉËÌÉÞÅÓËÁÑ. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁ-
ÚÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ g, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎÉ gk ÄÁÀÔ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ
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(ËÒÏÍÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ 0) ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ p. ôÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ \ÐÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ
ËÏÒÎÀ? ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ p", Á ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÞÅÒÅÚ k | \ÉÎÄÅËÓÁÍÉ" ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÏÓÔÁÔËÏ×. õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÏ× Ó×ÏÄÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ Ë ÓÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÅËÓÏ×, ÉÇÒÁÀÝÉÈ × ÜÔÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ ÒÏÌØ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ.

òÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ üÊÌÅÒÁ ÐÏ ÓÕÔÉ ÞÉÓÔÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÇÒÕÐÐÏ×ÏÅ. ïÎÏ ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÄÏ-
ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÅ K ËÏÒÎÉ ÓÔÅÐÅÎÉ m ÉÚ 1 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÃÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÇÒÕÐÐÕ. (÷ ÓÌÕÞÁÅ
K = Fp, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÅÒÍÁ, m = p− 1).

÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍÉ É ÂÌÉÚËÉÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ üÊÌÅÒ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó
ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ Fp ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ × Fp ÂÏÌØÛÅ ËÏÒÎÅÊ, ÞÅÍ ÅÇÏ ÓÔÅÐÅÎØ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï, üÊÌÅÒ
ÏÂÒÁÝÁÅÔ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉÇÏÄÎÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ äÅËÁÒÔÏÍ
ÄÌÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ É ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏ×, × ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÕÀÝÅÍ ×ÅËÅ (üÊÌÅÒ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÅÍÕ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ f(x) = xn−1, ÔÏ ÏÎÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ).

÷ ÄÒÕÇÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ üÊÌÅÒ ÓÔÁÌËÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ, ËÏÇÄÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ f(x)
ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÌÀ Fp, ÎÏ ÓÁÍ ÏÎ × ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÓÐÏËÏÊÎÏ
ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÔ ÏÂ ÜÔÉ ËÏÒÎÑÈ, ÎÁÚÙ×ÁÑ ÉÈ, ÏÄÎÁËÏ, \ÍÎÉÍÙÍÉ" ÉÌÉ \ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ". ÷ ÜÔÏÊ
Ó×ÑÚÉ á.÷ÅÊÌØ ÄÅÌÁÅÔ, × ÕÖÅ ÎÅ ÒÁÚ ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÎÉÇÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ Ñ
ÈÏÔÅÌ ÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ ÐÏÚÎÁËÏÍÉÔØ.

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÁÎÁÌÉÚÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÊ üÊÌÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ ÍÎÏ-
ÇÉÈ ×ÁÖÎÅÊÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ | ÔÁËÉÈ, ËÁË ex, sinx, cosx | ÄÌÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.
ôÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÏÔËÒÙÔÙÅ É
ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ üÊÌÅÒÏÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÅ \ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï üÊÌÅÒÁ":

eix = cosx+ i sinx
÷ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ üÊÌÅÒÕ ÂÙÌÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍ ÒÑÄÏÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÚÁÍÅ-

ÔÉÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ (ÞÁÓÔÏ | ÌÀÂÙÈ) ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.
ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÎ ÐÏÎÉÍÁÌ, ËÁËÁÑ ÐÒÏÐÁÓÔØ ÎÏ×ÙÈ ÆÁËÔÏ× ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÉ

ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ × ÎÏ×ÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÂÙÌÏ
ÓÔÏÌØ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ üÊÌÅÒ ÄÁÖÅ ÅÇÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÎÅ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÌ. îÏ ×ÏÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÅÇÏ
ÎÏ×ÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ
×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÌÉ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ (ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÌÏÓØ \ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ")
ÄÅÌÏ ÏÂÓÔÏÑÌÏ ÓÌÏÖÎÅÅ | É ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÚÁÔÒÕÄÎÑÌÏ ÍÎÏÇÉÈ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.
üÊÌÅÒ ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÉÅ-ÔÏ ËÏÒÎÉ
�1, . . . , �n É ÒÁÚÌÉÞÁÅÔÓÑ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ: c(x−�1):::(x−�n), ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ×ÉÄÅ a+b

√−1. îÁ ÐÅÒ×ÙÊ
×ÚÇÌÑÄ ÚÄÅÓØ | ÏÞÅ×ÉÄÎÙÊ ÐÒÏÞÎÙÊ ËÒÕÇ. îÏ ÄÌÑ üÊÌÅÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ËÏÒÎÑ Õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏ ÓÏÂÏÊ ÒÁÚÕÍÅÀÝÉÍÓÑ | É ÔÕÔ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÅÇÏ
ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ (XX ×.). éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁËÏÅ-
ÔÏ ÐÏÌÅ K, × ËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ n ËÏÒÎÅÊ | Á ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÁÓÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ
ÍÅÔÏÄÁÍÉ. óÕÔØ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ × ×ÉÄÅ a + b

√−1. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï (×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ Ë üÊÌÅÒÕ)
ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÔÒÁËÔÁÔÏ× (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÷ÁÎ ÄÅÒ ÷ÁÒÄÅÎÁ).

é × ÐÅÒÅÐÉÓËÅ üÊÌÅÒ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÞÉÓÌÁ ÏÂÙÞ-
ÎÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÎÅÅ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÉÍÅÌÉ ÒÅÛÅÎÉÑ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ
ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÏÄÉÌÏ Ë ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÙÅ ÚÁËÏÎÙ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÎÅ ÐÒÉ-
×ÏÄÉÌÏ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÑÍ | É × ËÁÞÅÓÔ×Å ÐÒÏ×ÅÒËÉ ÜÔÏÇÏ üÊÌÅÒ (ÚÄÅÓØ | × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÂÏÌÅÅ
ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÚÇÌÑÄÏ×) ÇÏÔÏ× ÏÐÅÒÅÔØÓÑ ÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÁËÔÉËÕ.

ôÅÐÅÒØ Ñ ÍÏÇÕ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÍÙÓÌØ, ×ÙÓËÁÚÁÎÎÕÀ á.÷ÅÊÌÅÍ ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÒÁÂÏÔ
üÊÌÅÒÁ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ üÊÌÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(x) Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ × ÐÏÌÅ
Fp, ÐÒÉÞÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = 0 ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ Ó Fa ∈ Fp, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÉÍÅÔØ. ÷ ÐÅÒ×ÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ üÊÌÅÒ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÜÔÏÔ ËÏÒÅÎØ \×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ", Á ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÏÎ ×ÓÅ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÅÇÏ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ, ÓÁÍ ËÏÒÅÎØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ \ÔÁË ÓËÁÚÁÔØ, ÍÎÉÍÙÍ". óÅÊÞÁÓ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ ËÏÒÎÉ
ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÑÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏÌÅ Fp. é
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÷ÅÊÌØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ üÊÌÅÒ ÄÅÌÁÅÔ ÐÅÒ×ÙÅ ÛÁÇÉ × ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÌÅÊ.
îÅ ÄÁÒÏÍ ÄÏÌÇÏÅ ×ÒÅÍÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ \ÐÏÌÑÍÉ ÍÎÉÍÏÓÔÅÊ çÁÌÕÁ".

IV. òÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ

üÊÌÅÒ ÐÏÌÏÖÉÌ ÎÁÞÁÌÏ ÂÏÌØÛÏÍÕ ÒÁÚÄÅÌÕ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ Ó ÔÁËÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ. òÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÞÉÓÌÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÔÉÐÁ
| ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÉÌÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ É Ô.Ä. ðÒÉÞÅÍ
ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 6 = 1+5 =
1 + 2 + 3 = 2 + 4 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, Á 6 = 1 + 5 = 1 + 1 + 1 + 3 =
3 + 3 | ÒÁÚÂÉÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. úÁÍÅÞÁÔÅÌÅÎ ÍÅÔÏÄ
ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ üÊÌÅÒÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ an ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ
ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÉÚÕÞÁÅÍÏÇÏ ÔÉÐÁ. íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÅ: a1,
a2, a2, . . . , an . . . . üÊÌÅÒ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÉÈ ËÁË ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÑÄ 1+a1x+a2x2 + :::+anxn+ :::. ÷ÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÛ ÒÑÄ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.
ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÏÂÙÞÎÙÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ ÎÁÄ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÔÁËÉÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ.
þÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ x, ÄÁÀÝÁÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, ÔÁËÉÅ ÒÑÄÙ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ §ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÍÉ ÒÑÄÁÍÉ".

üÊÌÅÒ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÉÒÏ×ÁÎÉÅ Ó ÔÁËÉÍÉ ÒÑÄÁÍÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÑÍ Ï ÞÉÓÌÁÈ ÒÁÚÂÉÔÉÊ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ×ÉÄÁ. ïÓÏÂÅÎÎÏ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ É ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÓ-
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÒÑÄÏ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

(1 + u1(x))(1 + u2(x)):::(1 + un(x)):::
ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÒÁÓËÒÙ×ÁÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÓËÏÂÙ, ÅÓÌÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ
ÒÑÄÙ ui(x) ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÓÏ ×ÓÅ ÂÏ?ÌØÛÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ x.

ñ ÐÒÉ×ÅÄÕ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ üÊÌÅÒ ÐÏÌÕÞÉÌ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (1 + x)(1 + x2):::(1 + xn)::: × ×ÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ
ÒÑÄÁ 1 + a1x + a2x2 + ::: + anxn + :::, ÔÏ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ an ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÓËÏÌØËÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ n × ×ÉÄÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ | ×ÅÄØ ÞÌÅÎ xn

ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÅÒÅÍ (ÉÌÉ ÎÅ ÂÅÒÅÍ) ÞÌÅÎ x ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓËÏÂËÉ, x2 | ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ É Ô.Ä.
îÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÍÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1
1− u(x) = 1 + u(x) + u(x)2 + :::+ u(x)n + :::

ÇÄÅ u(x) | ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÑÄ ÂÅÚ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. üÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË
ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,

1
1− x = 1 + x+ x2 + :::+ xn + :::; 1

1− x2 = 1 + x2 + x4 + :::+ x2n + :::
Á ÚÎÁÞÉÔ, ÅÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

1
(1− x)(1− x2):::(1− xn):::)

× ×ÉÄÅ ÓÔÅÐÅÎÎÏÇÏ ÒÑÄÁ 1 + a1x+ a2x2 + :::+ anxn + :::, ÔÏ an ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ n ÎÁ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ. ðÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅÍ, ËÁËÉÍ ÍÙ ÒÁÎØÛÅ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÅÓÌÉ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÞÉÓÌÁ n ×ÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ 1 | k, ÒÁÚ, 2 |
k, ÒÁÚÁ É Ô.Ä., ÔÏ ÅÓÔØ, ÅÓÌÉ n = k1 + 2k2 + :::+nkn + :::, ÔÏ ÕÍÎÏÖÁÑ ÞÌÅÎ xk1 ÉÚ ÐÅÒ×ÏÊ ÓËÏÂËÉ ÎÁ
x2k2 | ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ É Ô.Ä., ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ xn ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.
íÏÖÎÏ ×ÉÄÏÉÚÍÅÎÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ. ôÏÇÄÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÒÑÄ ÚÁÐÉÛÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ
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1
(1− x)(1− x3):::(1− x5)::: (4)

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, üÊÌÅÒ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á

(1 + x)(1 + x2)(1 + x3)::: = 1− x2

1− x · 1− x4

1− x2 ·
1− x6

1− x3 ·
1− x8

1− x4 :::

ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ 1 − xn × ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ n ÓÏËÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ÔÁËÉÍ ÖÅ
ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ × ÞÉÓÌÉÔÅÌÅ É × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (4). ïÔÓÀÄÁ ËÁË ÂÙ
\ÉÚ ÎÉÞÅÇÏ" ×ÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ,
ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÅÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÎÁ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ). äÌÑ n = 6
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏ×ÅÒÅÎÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ.

üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ ÓÐÏÓÏÂ ×Ù×ÅÓÔÉ ÍÎÏÇÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ | ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÐÕÔÅÍ, ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÑ ÒÑÄÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ËÒÏÍÅ x É ÄÒÕÇÕÀ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÕÀ. ñ ÎÅ ÂÕÄÕ ÎÁ ÜÔÏÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ
ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ, ÔÁË ËÁË ×ÏÐÒÏÓ ÉÚÌÏÖÅÎ × ÍÏÅÊ ËÎÉÇÅ \éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÇÌÁ×Ù ÁÌÇÅÂÒÙ", Á ÇÌÁ×Á, ÅÍÕ
ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÁÑ ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÁ × ÎÏÍÅÒÅ 3-4 ÜÔÏÇÏ ÖÅ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ 1998 Ç. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ×ÓÅ ÖÅ ÏÔÍÅÔÉÔØ,
ÞÔÏ × Ó×ÑÚÉ Ó ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ ×ÏÐÒÏÓÁÍÉ üÊÌÅÒ ÓÔÏÌËÎÕÌÓÑ Ó ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÍ ×Ï ÍÎÏÇÉÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ (1− x)(1− x2)(1− x3):::(1− xn) É ÎÁÛÅÌ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ËÒÁÓÉ×ÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÓÔÅÐÅÎ-
ÎÏÊ ÒÑÄ. èÁÒÁËÔÅÒÅÎ ÓÐÏÓÏÂ, ËÏÔÏÒÙÍ üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ Ó×ÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ: ÏÎ ×ÙÞÉÓÌÉÌ (ÕËÁÚÁÎÎÙÍ
×ÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÏ 51-Ê (!) ÓÔÅÐÅÎÉ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. îÁ ÜÔÏÍ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÏÎ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÏÂÝÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÎÏ ÐÉÓÁÌ, ÞÔÏ \ÜÔÏ ÐÒÉÍÅÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ Ñ
ÎÅ ÍÏÇÕ ÅÝÅ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔØÀ". äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó×ÏÅÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÏÎ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÛÅÌ | ÎÏ, ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 10 ÌÅÔ ÓÐÕÓÔÑ.

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ Ó×ÑÚØ ×ÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ×ÏÐÒÏÓÏ× Ó ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ æÅÒÍÁ, ÉÎÔÅÒÅÓÏ×Á×-
ÛÉÍ üÊÌÅÒÁ ÐÏÞÔÉ ×ÓÀ ÅÇÏ ÖÉÚÎØ: ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÅÔÙÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ìÁÇÒÁÎÖÅÍ ÅÝÅ ÐÒÉ ÖÉÚÎÉ üÊÌÅÒÁ. üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ
ÄÒÕÇÏÅ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï É × Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÚÁÍÅÔÉÌ, ÞÔÏ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÂÙÌÏ
ÂÙ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÏÚ×ÅÄÑ × 4-À ÓÔÅÐÅÎØ ÒÑÄ §, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌ ÒÑÄ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0. éÍÅÎÎÏ ÜÔÏ É ÄÏËÁÚÁÌ ñËÏÂÉ | ÎÏ ÕÖÅ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÅËÅ, ÐÏÌÕÞÉ× ÔÁË
ÖÅ É ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. á ÒÑÄ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÊ üÊÌÅÒÏÍ, ÌÉÛØ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ
ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ É ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ ÏÔ \ÔÜÔÁ-ÆÕÎËÃÉÉ" | ÉÚÌÀÂÌÅÎÎÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ
ñËÏÂÉ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÐÕÔÅÍ, ÞÔÏ É üÊÌÅÒ, ÛÌÉ × XX ×. èÁÒÄÉ É ìÔÔÌØ×ÕÄ,
ÉÓÓÌÅÄÕÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÓÔÙÅ). ïÄÎÁËÏ, ÔÅÐÅÒØ ÏÎÉ ÒÁÓ-
ÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÒÑÄ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ x. ÷ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁ×ÕÁÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ
ÔÁ ÖÅ ÉÄÅÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ É × ÍÅÔÏÄÅ é.ì.÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÏÇÏ,
ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÔÒÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ).

V. óÕÍÍÙ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

íÎÏÇÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÉ üÊÌÅÒÁ | ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÓÕÍÍÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁÍÉ

Sn(k) = 1k + 2k + :::+ (n− 1)k (5)
äÌÑ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍ ÂÙÌÉ ÏÔËÒÙÔÙ ËÒÁÓÉ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ üÊÌÅÒ ÎÁÚ×ÁÌ \âÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ". åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÌÁ ÍÙÓÌØ
ÎÁÊÔÉ ÎÅÌÏÇÉÞÎÙÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k | ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ, ÞÔÏ ÅÓ-
ÌÉ k = −s É s > 1, ÔÏ ÓÕÍÍÁ × ÆÏÒÍÕÌÅ (5) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ×ÓÅ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. óÅÊÞÁÓ ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÅÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ �(n):

�(s) = 1 + 1
2s + 1

3s + :::+ 1
ns + ::: (6)

É, ÒÑÄ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ s > 1, ËÁË ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ. íÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅ-
ÎÉÅÍ �(s) ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ, ××ÅÄÅÎÎÏÊ òÅÍÅÎÏÍ ÞÅÒÅÚ 100 ÌÅÔ ÐÏÓÌÅ ÒÁÂÏÔ üÊÌÅÒÁ. îÏ ËÁË ÎÁÊÔÉ
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ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ �(s), ÅÓÌÉ s = m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ
| ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(q) | ÉÎÔÒÉÇÏ×ÁÌ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×. îÁÐÒÉÍÅÒ, ñËÏ× âÅÒÎÕÌÌÉ ÐÉÓÁÌ,
ÞÔÏ, ËÁË ÏÎ ÄÏËÁÚÁÌ, | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÅÓØÍÁ ÂÌÉÚËÏ Ë 1". üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �(q) Ó 20 ÄÅÓÑÔÉÞ-
ÎÙÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ, Á ÐÏÔÏÍ | É ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. ëÁË ÐÉÓÁÌ üÊÌÅÒ, ÏÎÏ \ÏËÁÚÁÌÏÓØ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍ Ó
Ë×ÁÄÒÁÔÕÒÏÊ ËÒÕÇÁ". á ÉÍÅÎÎÏ, üÊÌÅÒ ÐÒÉ×ÅÌ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ × ÐÏÌØÚÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �(q) = �2

6 . ôÏÇÄÁ
ÏÎ ÂÙÌ ÅÝÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÍÏÌÏÄ (ÅÍÕ ÎÅ ÂÙÌÏ 30-ÔÉ ÌÅÔ) É ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓÏÏÂÝÅÎÎÏÊ ÉÍ × ÐÉÓØÍÁÈ
ÒÑÄÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ÓÒÁÚÕ ÓÔÁÌ ÚÎÁÍÅÎÉÔ.

ðÏÒÁÚÉÔÅÌÅÎ ÔÏÔ ÐÕÔØ, ËÏÔÏÒÙÍ üÊÌÅÒ ÐÒÉÛÅÌ Ë Ó×ÏÅÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. ðÏ-ÓÕÝÅÓÔ×Õ, üÊÌÅÒ
ÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÒÑÄ ÆÕÎËÃÉÉ sinx É ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ sinx = u |
ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ �n = n� ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ n. ïÎ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ××ÉÄÕ ÜÔÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÑ sinx ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÁË ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

∏

n 6=0

(
1− x

�n

)
(7)

ôÏÇÄÁ, ÒÁÓÓÕÖÄÁÑ ÔÁË, \ËÁË ÂÕÄÔÏ" ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ (ÏÎ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ
ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÙ îØÀÔÏÎÁ), ÚÎÁÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ É ËÏÒÎÉ, ÓÕÍÍÕ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÅÇÏ \ËÏÒÎÅÊ". üÔÏ ÒÁÓ-
ÓÕÖÄÅÎÉÅ ×ÙÚ×ÁÌÏ ÒÑÄ ÓÏÍÎÅÎÉÊ Õ ÅÇÏ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÏ×. ðÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ×ÏÚÒÁÖÅÎÉÑ
ÂÙÌÉ Ó×ÑÚÁÎÙ ÎÅ ÓÏ ÓÍÅÌÙÍ ÐÅÒÅÎÏÓÏÍ ÎÁ ÓÔÅÐÅÎÎÙÅ ÒÑÄÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ÍÎÏ-
ÇÏÞÌÅÎÁÍ (ÈÏÔÑ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ
ÆÕÎËÃÉÉ sinx × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ×ÅÒÎÙÍ üÊÌÅÒ, Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÐÏÒÑÄËÏÍ ÒÏÓÔÁ
(sin z) ÐÒÉ |z| → ∞). ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÚÁËÌÀÞÁÌÓÑ × ÔÏÍ | ÐÏÞÅÍÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ
(ÎÁÐÒÉÍÅÒ, sinx), ËÒÏÍÅ \×ÉÄÉÍÙÈ" ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÍÎÉÍÙÈ"? üÊÌÅÒ ÓÁÍ
ÐÏÎÉÍÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÈÏÔÑ ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÅÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ Ó ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÙÍ
×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ, ÐÉÓÁÌ: \ÐÏÜÔÏÍÕ Ñ ÎÅ ËÏÌÅÂÌÑÓØ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ
×ÅÒÎÙÍ".

ôÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÓÌÏÖÎÅÎÎÙÅ, ÐÒÉ×ÅÌÉ üÊÌÅÒÁ Ë ÆÏÒÍÕÌÁÍ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �(n)
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÅÔÎÏÇÏ n: �(n) = rn�n, ÇÄÅ rn | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÞÉÓÌÁÍÉ âÅÒÎÕÌÌÉ. èÁÒÁËÔÅÒ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �(n) ÐÒÉ n > 1 É ÎÅÞÅÔÎÏÍ ÎÅ ÑÓÅÎ
ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ. åÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �(3) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ
(× 1978 Ç.). óÅÊÞÁÓ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ �(n) ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n,
ÎÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ n = 3.

ðÒÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÕÂÅÄÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÚÁÎÑÌÏ Õ üÊÌÅÒÁ ÂÏÌÅÅ 10 ÌÅÔ!
ïÎ ÎÁÛÅÌ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n, ÓÔÒÅÍÑÝÉÅÓÑ Ë sinx ÐÒÉ n→∞ É, ÒÁÚÌÁÇÁÑ ÉÈ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ,
ÏÂÏÓÎÏ×ÁÌ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ (7) ÄÌÑ sinx. ëÁË ÏÎ ÐÉÛÅÔ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÉÍ
ÆÕÎËÃÉÉ \ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÒÎÅÊ, ËÒÏÍÅ ×ÉÄÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ".

VI. áÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÞÉÓÅÌ

ôÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÌÅ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÉ
ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÉ×ÌÅÞÅÎÉÑ ÍÅÔÏÄÏ× ÁÎÁÌÉÚÁ. ÷ ËÏÎÃÅ IV ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÉÅ ÒÅÚÕÌØ-
ÔÁÔÙ, ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ Ë ÉÄÅÑÍ üÊÌÅÒÁ. îÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ
(5) ×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ üÊÌÅÒÏÍ. éÍ ÖÅ ÂÙÌÉ ÕËÁÚÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ,
ÉÇÒÁ×ÛÉÅ ×ÐÏÓÌÅÄÓÔ×ÉÉ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÒÏÌØ × ÅÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÈ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, ÒÅÞØ ÉÄÅÔ Ï ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÄÌÑ �-ÆÕÎËÃÉÉ". ôÁË
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÉÍÅÀÝÅÅ ×ÉÄ:

�(1− s) = 2(2�)−s cos �s2 · ç (s− 1)�(s) (8)

üÔÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÁÖÅÔÓÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ �(s) üÊÌÅÒ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌ ÒÑÄÏÍ
(5), ËÏÔÏÒÙÊ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ s > 1, ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÑÄ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ
1 − s, ÔÏ ×ÒÅÍÑ ËÁË ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÑÄ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÐÏÓÔÁ×ÉÔØ 1− s ×ÍÅÓÔÏ s, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ
×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÍÙÓÌÁÈ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ. îÏ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÁÌÏ ÓÌÕÛÁÌÉ üÊÌÅÒÁ. äÁÌØÛÅ Ñ
ÒÁÓÓËÁÖÕ Ï ÐÕÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ üÊÌÅÒ ÐÒÉÛÅÌ Ë ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ (8), ÞÔÏÂÙ ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÍÏÇÌÉ ÐÏÞÕ×-
ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÔÉÌØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ.
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ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, üÊÌÅÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (8) ÄÌÑ ÔÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ
�(s), Á ÚÎÁÞÉÔ É ×ÓÅÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ × ÐÒÏ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (8) ÂÙÌÏ ÅÍÕ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ | Á ÉÍÅÎÎÏ,
ËÏÇÄÁ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ É ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÎÉÍÁÅÔ ×ÏÐÒÏÓÁ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ | × ÄÁÎÎÏÍ
ÓÌÕÞÁÅ, ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ �(1−s). þÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÈÏÔØ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÔØ ÒÑÄÙ
ÄÌÑ �(s) É �(1−s), üÊÌÅÒ ××ÏÄÉÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ x É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÒÑÄÙ (ÄÌÑ ÃÅÌÏÇÏ
s = n) 1 + 4x + 1

2mx2 + 1
3mx3+. . . , ËÏÔÏÒÙÅ ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÐÒÉ |x| < 1 É ÍÏÇÕÔ

ÂÙÔØ ÄÁÖÅ (× ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ x É ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÎ
ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÉ x = 1 ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ (8). (îÁÄÏ ÐÒÅÄÕÐÒÅÄÉÔØ
ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÞÔÏ üÊÌÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÎÅ ÒÑÄ (5) ÄÌÑ �(s), ÒÑÄ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÔÌÉÞÁÀ-
ÝÅÇÏÓÑ ÏÔ �(s) ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ | Ñ ÐÒÏÐÕÓËÁÀ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ
××ÏÄÉÔØ ÌÉÛÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ). üÊÌÅÒ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÏÔ ÃÅÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ë ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ
ÐÏÄ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ \úÁÍÅÞÁÎÉÑ Ï ËÒÁÓÉ×ÏÊ Ó×ÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÒÑÄÁÍÉ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÐÒÑÍÙÍ É ÏÂÒÁÔÎÙÍÉ
ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ". üÔÏ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ É ×ÏÚÍÏÖÎÏ. åÝÅ ÎÅ ÐÅÒÅÏÓÍÙÓÌÅÎÎÏÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÚÄÎÉÍÉ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉËÁÍÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ. üÊÌÅÒÁ ×ÏÏÂÝÅ ÐÒÉ×ÌÅËÁÌÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ
f(z), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÃÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ f(n) ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ
ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÆÕÎËÃÉÑ f(z) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÅÅ
ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(n) (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, f(n) = 0 ÅÓÌÉ f(z) = sin�z), ÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(n) üÊÌÅÒ
ÓÔÒÏÉÔ \ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ" ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ f(z). ôÁË, ÏÎ ÐÏÓÔÒÏÉÌ É ÉÚÕÞÉÌ ÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÚ-
ÖÅ (ÐÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÀ ìÅÖÁÎÄÒÁ) ÓÔÁÌÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ç (z) É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ç (n+1) = n!. éÍÅÎÎÏ ÏÎÁ
É ×ÈÏÄÉÔ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (8). á × ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n
ÓÔÏÑÌÏ

(n
2
)
! ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÈÏÄÉÌ ÎÅËÉÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÒÁ×ÎÙÊ (−1)

n/2, ËÏÔÏÒÙÊ üÊÌÅÒ
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔ ËÁË cos �s2 . ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ üÊÌÅÒ É ÓÁÍ ÓÞÉÔÁÌ, ÞÔÏ × ÔÏ ÜÐÏÈÕ ÅÇÏ
ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÒÏÉÌÏÓØ ÎÁ ÄÏÇÁÄËÅ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÏÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÉÎÏÇÄÁ Ï Ó×ÏÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ
ËÁË Ï \ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ" É ÐÒÏ×ÅÒÑÅÔ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s, Á ÔÁË ÖÅ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÅÍ
ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ÒÑÄÏ×, × ÔÏ ×ÒÅÍÑ ÕÖÅ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÉÎÙÍÉ ÍÅÔÏ-
ÄÁÍÉ. îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÐÒÏÓ | ÎÅ ÓËÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉ ÚÁ \ÄÏÇÁÄËÁÍÉ" üÊÌÅÒÁ
ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ó ÔÏÞÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ×ÏÐÒÏÓÁ É ÔÏÞÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ?

ëÒÏÍÅ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (8) üÊÌÅÒ ÎÁÛÅÌ ÒÑÄ ÄÒÕÇÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎËÃÉÉ �(s). ÷
ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï, ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ \ÔÏÖÄÅÓÔ×ÏÍ üÊÌÅÒÁ", ×ÙÒÁÖÁÀÝÅÅ × ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ
×ÉÄÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. üÊÌÅÒ ÎÁÐÉÓÁÌ ÅÇÏ
ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ s, ÎÏ ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s > 1:

�(s) =
∏
p

1
1− 1

ps
; (9)

ÇÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÏ ÎÁ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ p. üÊÌÅÒ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ É
ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ �(s) ÐÒÉ s → 1 É ×Ù×ÅÌ ÉÚ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (9), ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ 1

p , ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÊ ÎÁ ×ÓÅ
ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ. üÔÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÄÁÅÔ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÎÏ×ÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ
ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÞÔÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÉÚÌÏÖÅÎÏ × ÍÏÅÊ ÕÖÅ ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÎÉÇÅ (É ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÏ ×
ÐÅÒ×ÏÍ ÎÏÍÅÒÅ ÚÁ 1998 Ç. ÜÔÏÇÏ ÖÕÒÎÁÌÁ). üÊÌÅÒ ÐÉÛÅÔ ÔÁË ÖÅ, ÞÔÏ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ÓÕÍÍ ÒÑÄÁ∑ 1

p ÒÁ×ÅÎ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÏÓÔÁ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÕÍÍ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ. ôÁË ËÁË ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ
ÓÕÍÍ üÊÌÅÒ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁÓÔÕÔ ËÁË lnN , ÔÏ ÄÌÑ ÓÕÍÍ ∑ 1

p ÏÎ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÐÏÒÑÄÏË ÒÏÓÔÁ ln lnN
(ÇÄÅ | ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ).

üÊÌÅÒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÔÁË ÖÅ ÒÑÄÙ (ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ �(1), ÎÏ ÒÁÓ-
ÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÎÙÅ ÎÁ ÞÉÓÌÁ ×ÉÄÁ 4n + 1, 4n − 1, 3n + 1 ÉÌÉ 3n − 1. ïÎ ÎÁÈÏÄÉÔ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É
ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ
× ÜÔÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑÈ. òÑÄÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ, × ÔÅÐÅÒÅÛÎÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏ-
ÌÏÇÉÉ | ÜÔÏ L-ÒÑÄÙ Ó ÈÁÒÁËÔÅÒÁÍÉ äÉÒÉÈÌÅ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÍ ÐÕÔÅÍ äÉÒÉÈÌÅ É ÄÏËÁÚÁÌ, ÕÖÅ ×
XIX ×., ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ × ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ×ÉÄÁ
an+ b, ÅÓÌÉ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙ.

üÔÏÔ ÓÖÁÔÙÊ ÏÂÚÏÒ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ×ËÌÀÞÁÅÔ ×ÓÅ ÒÁÂÏÔÙ üÊÌÅÒÁ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ, ÎÏ É ÄÁÌÅËÏ
ÎÅ ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÁÖÎÅÊÛÉÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ÷ÓÅ ÖÅ, Ñ ÎÁÄÅÀÓØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÐÏ ÎÅÍÕ
ÓÍÏÇÕÔ ÐÏÞÕ×ÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÏÒÁÚÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÅÒÔÙ ÎÁÕÞÎÏÇÏ Ô×ÏÒÞÅÓÔ×Á üÊÌÅÒÁ. ôÁËÉÅ ÇÌÁ×ÎÙÅ ÞÅÒÔÙ,



12 é. ò. ûÁÆÁÒÅÆÉÞ

ËÁË ÍÎÅ ËÁÖÅÔÓÑ, Ä×Å:
1) üÔÏ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÁÑ ÓÍÅÌÏÓÔØ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ üÊÌÅÒ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÉ, ÞÁÓÔÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ É Ô.Ä.

ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ó×ÏÅ ×ÉÄÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÉÒÁ. ïÎ ÏÔÎÀÄØ ÎÅ ÐÒÅÎÅÂÒÅ-
ÇÁÅÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ×Ù×ÏÄÏÍ Ó×ÏÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÏ ÐÏ×ÏÄÕ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍ ÆÕÎËÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ �-ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÎ ÐÉÛÅÔ: \ÎÁÄÏ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÕÓÉÌÉÑ ÄÌÑ ÉÓËÁÎÉÑ ÂÅÚ-
ÕÐÒÅÞÎÏÇÏ (perfaite) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÕÄÕÔ ÂÏÌÅÅ ÕÓÐÅÛÎÙÍÉ, ÔÁË ËÁË ÎÅÓÏÍÎÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏ-
ÌØÅÔ Ó×ÅÔ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ". úÄÅÓØ ÞÕ×ÓÔ×ÕÅÔÓÑ É ÔÏ, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ üÊÌÅÒ
ÃÅÎÉÌ × \ÂÅÚÕÐÒÅÞÎÏÍ" ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å: ÎÅ ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÔÁÃÉÀ ×ÅÒÎÏÓÔÉ ÆÁËÔÁ, ÎÏ
ÂÏÌØÛÅÅ ÐÏÎÉÍÁÎÉÅ ×ÓÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. ïÄÎÁËÏ ÓÁÍ ÆÁËÔ ÏÎ ÓÔÒÁÛÉÌÓÑ \Õ×ÉÄÅÔØ" ËÁËÉÍ-ÔÏ ÏÂÒÁÚÏÍ
É ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ \×ÉÄÅÎÉÑ" ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÐÒÉÅÍÏÍ, ËÁË ÁÎÁÌÏÇÉÑ, ÞÁÓÔÎÙÅ
ÓÌÕÞÁÉ É Ô.Ä. ðÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÏÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏÅ | ÜÔÏ ÔÏ, ËÁË ÞÁÓÔÏ \×ÉÄÅÎÉÅ" üÊÌÅÒÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ
ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÌÏÓØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÎÏ É ÏËÁÚÙ×ÁÌÏÓØ ÐÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÙÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ
ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÏÂÌÁÓÔÉ. òÉÓËÎÕ ×ÙÓËÁÚÁÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÏÂÝÉÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÅÇÏ ÐÒÉÅÍÏ× ÉÓ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÜÓÔÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÕ×ÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎ ÏÔÒÁÖÁÌ, ÇÏ×ÏÒÑ Ï \ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ"
ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÑÈ.

2) ÷ÔÏÒÁÑ ÞÅÒÔÁ, ÔÉÐÉÞÎÁÑ ÄÌÑ ÒÁÂÏÔ üÊÌÅÒÁ | ÜÔÏ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÁÑ ÛÉÒÏÔÁ ÅÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÉÎÔÅÒÅÓÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ, ×ÉÄÉÍÏ, ×ÓÅ ×ÒÅÍÑ ÄÅÒÖÁÌ × ÇÏÌÏ×Å ÏÂÌÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ËÏÇÄÁ-ÌÉÂÏ
ÚÁÎÉÍÁÌÓÑ É ÌÅÇËÏ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌ ÉÄÅÉ É ÐÒÉÅÍÙ, ×ÏÚÎÉËÛÉÅ × ÏÄÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ | × ÄÒÕÇÏÊ, ÐÏ
×ÉÄÉÍÏÓÔÉ, Ó ÎÅÊ ÎÅ Ó×ÑÚÁÎÎÏÊ. ôÁË ÞÔÏ ÒÁÂÏÔÙ üÊÌÅÒÁ ÞÁÓÔÏ ÔÒÕÄÎÏ ÐÏÄÄÁÀÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ
| ÐÒÏ ÎÉÈ ÎÅ ÌÅÇËÏ ÓËÁÚÁÔØ, Ë ËÁËÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ: ÁÎÁÌÉÚÕ, ÁÌÇÅÂÒÅ ÉÌÉ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
ëÏÒÏÞÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÏÎ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌ ×ÓÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ËÁË ÏÄÎÏ ÐÏÌÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ.

îÅ ÕÄÉ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ×ÌÉÑÎÉÅ üÊÌÅÒÁ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÂÙÌÏ ËÏÌÏÓÓÁÌØÎÙÍ. þÁÓÔÉ
(ËÁË, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ×Ù×ÏÄÏÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÄÌÑ �-ÆÕÎËÃÉÉ) ÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÇÏ
ÐÏÚÖÅ ÐÏ×ÔÏÒÑÌÉÓØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ, ÎÅ ÉÍÅ×ÛÉÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ Ï ÅÇÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑÈ, É ÔÏÌØËÏ ÅÝÅ
ÐÏÚÖÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÅÓÑ ÔÁË ÖÅ ÉÓÔÏÒÉÅÊ Ó×ÏÅÊ ÎÁÕËÉ, ÏÂÒÁÝÁÌÉ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ,
ÎÁÓËÏÌØËÏ üÊÌÅÒ ÏÐÅÒÅÄÉÌ Ó×ÏÅ ×ÒÅÍÑ. îÏ ÅÝÅ ÞÁÝÅ ÅÇÏ ÉÄÅÉ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÌÉÓØ É ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÉÓØ
ÅÇÏ ÂÏÌÅÅ ÍÏÌÏÄÙÍÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÉËÁÍÉ É ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÑÍÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ìÁÇÒÁÎÖÅÍ ÉÌÉ çÁÕÓÓÏÍ).
ëÁË ÐÉÛÅÔ × Ó×ÏÅÊ ËÎÉÇÅ ÷ÅÊÌØ \ÎÉ ÏÄÉÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÏÓÔÉÇÁÌ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
ÎÅÏÓÐÁÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÌÉÄÅÒÓÔ×Á ×Ï ×ÓÅÈ ×ÅÔ×ÑÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ". åÇÏ ÓÔÁÒÙÊ ÕÞÉÔÅÌØ éÏÇÁÎÎ âÅÒÎÕÌÌÉ
ÎÁÚ×ÁÌ ÅÇÏ \ÐÅÒ×ÙÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ" | \mathematicosum princeps". üÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ × ÄÒÕÇÉÅ ÜÐÏÈÉ
ÐÒÉÍÅÎÑÌÓÑ É Ë ÄÒÕÇÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍ | ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ë çÁÕÓÓÕ. îÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÔÁË ÂÙÌ ÎÁÚ×ÁÎ üÊÌÅÒ.

ûÁÆÁÒÅ×ÉÞ éÇÏÒØ òÏÓÔÉÓÌÁ×Ï×ÉÞ,
áËÁÄÅÍÉË òáî, ÐÒÏÆÅÓÓÏÒ,
ÄÏËÔÏÒ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË.



õÞÁÝÉÍÓÑ É ÕÞÉÔÅÌÑÍ ÓÒÅÄÎÅÊ ÛËÏÌÙ

ìÉÓÔËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ, 11 ËÌÁÓÓ
î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×

úÁ×ÅÒÛÁÅÍ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ ÌÉÓÔËÏ× î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×Á ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ. ðÏ
ÜÔÉÍ ÌÉÓÔËÁÍ ÐÒÏ×ÏÄÉÌÉÓØ ÚÁÎÑÔÉÑ × 11-Í ËÌÁÓÓÅ ÛËÏÌÙ �179 Ç. íÏÓË×Ù. óÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ
ÌÉÓÔËÉ �� 5 É 14 ÚÁ 10 ËÌÁÓÓ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÎÅ ×ÏÛÌÉ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ
ÐÕÂÌÉËÁÃÉÀ (\íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", � 2(42), 2007 Ç.).

ìÉÓÔÏË 5, 03.09.2001
îÁÞÁÌØÎÙÅ ÔÅÓÔÙ. ôÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÔÒÅÚËÅ
úÁÄÁÞÁ 1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ × ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M ; ÞÔÏ ÔÁËÏÅ

ÓÅÞÅÎÉÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ×ÔÏÒÏÇÏ, ÔÒÅÔØÅÇÏ É ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ ÔÉÐÏ×?
úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØM | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ,

×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÏ×.
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÂÙ×ÁÅÔ ÓÅÞÅÎÉÊ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÇÏ

ÔÉÐÁ.
úÁÄÁÞÁ 4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙ×ÁÀÔ ÓÅÞÅÎÉÑ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ

É ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÏ×.
úÁÄÁÞÁ 5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ È×ÏÓÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. óÆÏÒÍÕÌÉ-

ÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ (ÞÉÓÌÏ×ÏÊ), ÔÏ ÅÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÅ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 0.
úÁÄÁÞÁ 7. åÓÌÉ ËÏÌÅÂÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ 0, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅ-

ÄÅÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ.
úÁÄÁÞÁ 8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 9. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÌÁÓØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÌÁ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ

ÞÉÓÌÏ), ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÂÙÌÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ.
úÁÄÁÞÁ 10. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÐÏËÒÙÔÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ

ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× S.
úÁÄÁÞÁ 11. ðÕÓÔØM | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔÒÅÚËÁ[0; 1]. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

M ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ: r1, r2, ... , rn, ... . n-ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÉÓÔÅÍÙ S ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ sn Ó ÃÅÎÔÒÏÍ
× ÔÏÞËÅ rn, ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÉÎÕ (1=2)(n + 2). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÅÌØÚÑ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ S
×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ S′, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M.

úÁÄÁÞÁ 12. åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÐÏËÒÙÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÔÏ ÉÚ ÜÔÏÊ
ÓÉÓÔÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ.

úÁÄÁÞÁ 13. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ.
úÁÄÁÞÁ 14. ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÅÞÅÎÉÊ. (ïÐÒÅÄÅÌÉÔÅ

ÓÅÞÅÎÉÑ-ÂÌÉÚÎÅÃÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ, ËÁËÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÞÅÒÅÚ ÓÅÞÅÎÉÑ).

úÁÄÁÞÁ 15. äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÐÏÌÎÏÔÅ, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó
ÐÏÍÏÝØÀ ÓÅÞÅÎÉÊ.

13



14 î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×

ìÉÓÔÏË 14, 21.01.2002
îÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ (ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ)
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 1 { 4 f É g | ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. äÏËÁÖÉÔÅ

ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ × ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ.
úÁÄÁÞÁ 1. åÓÌÉ f É g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a, ÔÏ f + g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a (ÞÅÒÅÚ f + g

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ h, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ h(x) ÒÁ×ÎÏ f(x) +
g(x)).

úÁÄÁÞÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ.
úÁÄÁÞÁ 3. åÓÌÉ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, É f(a) ÎÅ ÒÁ×ÎÏ 0, ÔÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÞËÉ a ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ h(x) = 1=f(x), É ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ × ÔÏÞËÅ a ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ.
úÁÄÁÞÁ 4. óÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ f É g ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ h, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË:

ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x h(x) = f(g(x)). åÓÌÉ g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, Á f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ g(a), ÔÏ h
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a.

úÁÄÁÞÁ 5 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). æÕÎËÃÉÑ f , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b], ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù-
ÐÕËÌÏÊ ×ÎÉÚ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ c É d, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÕ [a; b], ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ
ÏÔÒÅÚËÅ [c; d] ÎÅ ×ÙÛÅ ÏÔÒÅÚËÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÔÏÞËÉ (c; f(c)) É (d; f(d)) (ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÓÓÍÁ-
ÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÇÒÁÆÉË ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ g, É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÏÔÒÅÚËÁ [c; d]
×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï: f(x) ≤ g(x)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÕËÌÁÑ ×ÎÉÚ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï
×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÔÒÅÚËÁ [a; b].

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ
îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É b ÅÓÔØ ÔÏÞÎÁÑ

×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ×ÉÄÁ p · q, ÇÄÅ p | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,
ÍÅÎØÛÅÅ a, q | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ b. ÷ÍÅÓÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉ-
ÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p É q ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ a É
b ÐÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔËÕ; ÜÔÉ Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ. ðÒÅÄÐÏÌÁ-
ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ×ËÌÀÞÁÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á
ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, ÉÚ×ÅÓÔÎÙ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ëÏÒÎÅÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏËÁ-
ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D ÎÅÐÕÓÔÏ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ). üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ d.

úÁÄÁÞÁ 6. õÍÎÏÖÉÍ d ÓÁÍÏ ÎÁ ÓÅÂÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÍ. îÁÐÏ-
ÍÉÎÁÎÉÅ); ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÞÉÓÅÌ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D ÒÁ×ÎÁ A.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d2 ≤ 2.
úÁÄÁÞÁ 8 (×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.
úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ d2 = 2.

ìÉÓÔÏË 24, 10.09.2002
ôÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ
åÓÌÉ, ÒÅÛÁÑ ÚÁÄÁÞÉ ÜÔÏÇÏ ÌÉÓÔËÁ, ÷Ù ÓÓÙÌÁÅÔÅÓØ ÎÁ paÎee ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ×ÓÐÏÍÉ-

ÎÁÊÔÅ, ÐÏÖÁÌÕÊÓÔÁ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.
úÁÄÁÞÁ 1. ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0 É ÉÍÅÀÝÁÑ

ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × ÔÏÞËÅ x0. ôÏÇÄÁ, ÅÓÌÉ f ′(x0) > 0, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ J ÔÏÞËÉ x0,
ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ÉÚ J , ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ x0, ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x < x0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) < f(x0),
Á ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á x > x0 ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(x) > f(x0).

úÁÄÁÞÁ 2. åÓÌÉ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÉÍÅÅÔ × ÔÏÞËÅ x0 ÌÅ×ÕÀ
É ÐÒÁ×ÕÀ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ, ÌÅ×ÁÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ÐÒÁ×ÁÑ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÔÏÞËÁ x0
ÅÓÔØ ÔÏÞËÁ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ,
×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÅÎØÛÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ x0 É ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ x0, f(x) < f(x0)).
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úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ
ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ J ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ. ôÏÇÄÁ ÅÓÌÉ × ÔÏÞËÅ x0 ∈ J f ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÔÏ
ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ J É ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ x0, f(x) < f(x0)), ÔÏ f ′(x0) = 0.

úÁÄÁÞÁ 4. åÓÌÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b] ÆÕÎËÃÉÑ f ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁ, Á ×Ï ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-
ÃÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ ×ÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ f ′(�) = f(b)−f(a)

b−a (ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ).
úÁÄÁÞÁ 5. åÓÌÉ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ, ÔÏ f ′(x) ≥ 0

×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ.
úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ É ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ

f ′(x) ≥ 0, ÔÏ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.

ìÉÓÔÏË 25, 17.09.2002
òÑÄ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ
òÑÄÏÍ ôÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ:

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + f ′′(x0)(x− x0)2

2 + f (3)x0
(x− x0)3

6 + :::+ f (n)(�)(x− x0)n
n! ;

ÇÄÅ � ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ x0 É x.
ôÅÏÒÅÍÁ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f n ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÔÏ

ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ �, ÌÅÖÁÝÅÅ ÍÅÖÄÕ x0 É x, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ
×ÙÛÅÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.

÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ:
1) ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÓÔØ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ,
2) ÔÅÏÒÅÍÁ: ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×,
3) ÆÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ-ìÅÊÂÎÉÃÁ,
4) ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÔ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ,
5) ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÉ f É g ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ

[a; b] ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ, É f ×ÓÀÄÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÉÌÉ ×ÓÀÄÕ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ
� ∈ [a; b], ÞÔÏ

b∫

a

g(x)f(x)dx = g(�)
b∫

a

f(x)dx

6) ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ: f(x) = f(x0) + f ′(�)(x− x0), ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÄÉÆÆÅ-
ÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ x0, ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ÉÚ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ
ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ C, ÌÅÖÁÝÅÅ ÍÅÖÄÕ x0 É x, ÞÔÏ ×ÅÒÎÁ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ. (ôÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÎÁÊÄÅÔÓÑ
�, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ �(x).)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÓÔØ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÒÉ n = 1.
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÐÉÛÉÔÅ ÆÏÒÍÕÌÕ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ sinx ÐÒÉ n = 4; 5 É 6 É ÏÃÅÎÉÔÅ ÐÏ-

ÇÒÅÛÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÉ x ∈ [0,1] (Ô.Å. x | ÕÇÌÏ×ÁÑ ÍÅÒÁ ×
ÒÁÄÉÁÎÁÈ).

úÁÄÁÞÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ cosx.

ìÉÓÔÏË 26, 17.09.2002
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÆÏÒÍÕÌÙ ôÅÊÌÏÒÁ
ë (n− 1)-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÒÉÍÅÎÉÍÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

f (n−1)(x) = f (n−1)(x0) + f (n)(�(x))(x− x0):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ (n− 1)-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÎÁÛÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ
f .
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ðÒÏ ÆÕÎËÃÉÀ �(x) ÔÒÕÄÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÈÏÒÏÛÅÅ, ÎÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ f (n)(�(x)) | ÎÅÐÒÅ-
ÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÁÍÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ:

f (n)(�(x)) = (f (n−1)(x)− f (n−1)(x0))=(x− x0):
ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÎÉÍ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ x ÎÁ t (ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÚÁÐÕÔÁÔØÓÑ × ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ) É ×ÏÚØÍÅÍ ÏÐÒÅ-

ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÔ x0 ÄÏ x; ÐÏÌÕÞÉÍ:

f (n−2)(x) = f (n−2)(x0) + f (n−1)(x0)(x− x0) +
x∫

x0

f (n)(�(t))(t− x0)dt:

éÎÔÅÇÒÁÌ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ:
x∫
x0
f (n)(�(t))(t− x0)dt = f (n)(�(�)) (x−x0)2

2 ; ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÍÅÖÄÕ x0 É x,

Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ �(�) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ, ÌÅÖÁÝÁÑ ÍÅÖÄÕ x0 É x; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÅ ÞÅÒÅÚ �1(x). éÔÁË,
ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÆÏÒÍÕÌÁ ôÅÊÌÏÒÁ ÄÌÑ (n− 1)-Ê ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ:

f (n−2)(x) = f (n−2)(x0) + f (n−1)(x0)(x− x0) + :::+ f (n)(�1(x))(x− x0)2

2 :

äÁÌÅÅ ÄÅÊÓÔ×ÕÅÍ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ÷ÓÅ ÛÁÇÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÍÕ. éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÏÔ x0 ÄÏ x
ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

f (k)(t) = f (k)(x0) + f (k+1)(x0)(t− x0) + :::+ f (n)(�j(t))
(t− x0)n−k

(n− k)!
(ÞÅÒÅÚ j ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ n− k − 1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÆÏÒÍÕÌÕ:

f (k−1)(x) = f (k−1)(x0) + f (k)(x0)(x− x0) + :::+ f (n)(�j+1(x)) (x− x0)n+1

(n− k + 1)!
ðÒÏÄÅÌÁ× ÛÁÇ ÉÎÄÕËÃÉÉ n− 1 ÒÁÚ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ.

ìÉÓÔÏË 27, 10.10.2002
ðÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÌÉÎÉÑ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ
× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÅËÔÏÒ. åÓÌÉ ÎÁÓ ÎÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ, Á ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ, ÔÏ
ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÎÏ ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ (× ÔÏÞËÅ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÎÕÌÅ-
×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁÄÁÎÏ). þÔÏ ÔÁËÏÅ \ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ"? ðÕÓÔØ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ
ÍÅÒÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ (ËÏÍÐÁÓ). \îÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ" ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÁÍÅÔÒ ÜÔÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 1. ôÏÞËÅ (x; y) ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÅËÔÏÒ {x; y}. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ
ÐÏÌÅ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ (ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ ÍÁÌÅÎØËÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÒÏ-
ÍÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÌÉÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÉÅ
ÌÉÎÉÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÔÏÊ ÖÅ ÐÒÑÍÏÊ, ÞÔÏ É ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÊ
÷ÁÍÉ ÏÔÒÅÚÏË.

úÁÄÁÞÁ 2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ {y;−x}:
úÁÄÁÞÁ 3. äÌÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÏÌÑ {y;−x} ÎÁÊÄÉÔÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ x(t), y(t), ÞÔÏ

{ _x; _y} = {y;−x}. éÚ ÜÔÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ×ÙÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ ÆÕÎËÃÉÊ x(t), y(t), ÞÔÏ x(0) = 1,
y(0) = 0.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÌÀ {py;−px} ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ
ËÒÉ×ÙÍ, ÞÔÏ É × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÔÏÌØËÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ. ó ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÍÁÑÔÎÉËÁ ÂÅÚ ÔÒÅÎÉÑ: �x = −kx (x | ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÔ
ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ, _x | ÓËÏÒÏÓÔØ, �x | ÕÓËÏÒÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ). ÷×ÅÄÅÍ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÕÀ y = _x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x É y. ðÕÓÔØ ÃÅÎÔÒ ÍÁÑÔÎÉËÁ
Ä×ÉÖÅÔÓÑ (ÔÁË, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÍÁÑÔÎÉËÁ). ðÒÉ ÜÔÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ ×ÙÒÉÓÏ×Ù×ÁÅÔÓÑ ËÒÉ-
×ÁÑ ÎÁ ×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ. óËÏÒÏÓÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ ÐÏ ÜÔÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÅËÃÉÉ
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{ _x; _y} = {y;−kx}
÷ ÓÌÕÞÁÅ k = 1 ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÚÁÄÁÞÉ 2. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÎÁÐÉÓÁÔØ

ÚÁËÏÎ ÐÕÔÉ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 4).
ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ k > 0 ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÁ×ÉÔØÓÑ Ä×ÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ:
1) ÷×ÅÄÅÍ ÎÏ×ÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ: u = ax; v = y:
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÄÂÅÒÉÔÅ a ÔÁË, ÞÔÏÂÙ × ÎÏ×ÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÏÌÅ ÚÁÄÁÞÉ

4. îÁÐÉÛÉÔÅ ÚÁËÏÎ ÐÕÔÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÂÅÚ ÔÒÅÎÉÑ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ k:
2) éÚÍÅÎÉÍ ÍÁÓÛÔÁÂ ×ÒÅÍÅÎÉ: t = c� . ðÏÌÏÖÉÍ u(�) = x(c�), v(�) = _u(�) (ÔÏÞËÁ ÎÁÄ u

ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÏ �).
úÁÄÁÞÁ 6. ðÏÄÂÅÒÉÔÅ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ u É v ×ÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: { _u; _v} =

{v;−u}. îÁÐÉÛÉÔÅ ÚÁËÏÎ ÐÕÔÉ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ËÏÌÅÂÁÎÉÊ ÂÅÚ ÔÒÅÎÉÑ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ k:

ìÉÓÔÏË 28, 17.10.2002
îÅËÏÔÏÒÙÅ ÇÒÁÆÉËÉ
úÁÄÁÞÁ 1 (×ÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÁÑ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÚÁÄÁÎÙ ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÁÍÉ: �a = {x1; y1}, �b = {x2; y2}, ÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ:
(�a;�b) = x1x2 + y1y2.

îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÁ ËÏ-
ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÏÄÓËÁÚËÁ Ë ÚÁÄÁÞÅ: ×ÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÆÏÒÍÕÌÏÊ: cos(�−�) = cos� cos�+
sin� sin�.

úÁÄÁÞÁ 2. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = a · sinx+cosx ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ sinx
ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ (ÓÖÁÔÉÅÍ) ÐÏ ÏÓÉ y É ÓÄ×ÉÇÏÍ ÐÏ ÏÓÉ x.

þÅÔÙÒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÌÌÉÐÓÁ.
1) üÌÌÉÐÓ ÅÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÔÑÖÅÎÉÅÍ (ÓÖÁ-

ÔÉÅÍ) ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ.
2) üÌÌÉÐÓ ÅÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ÃÉÌÉÎÄÒ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÅ

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ.
3) üÌÌÉÐÓ ÅÓÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË, ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ Ä×ÕÈ ÆÉËÓÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÏÓÔÏÑÎÎÁ (ÜÔÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÆÏËÕÓÁÍÉ ÜÌÌÉÐÓÁ).
4) üÌÌÉÐÓ ÅÓÔØ ËÒÉ×ÁÑ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ËÒÕÇÏ×ÏÊ ËÏÎÕÓ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÐÒÉ

ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ ÜÔÁ ËÒÉ×ÁÑ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÁÑ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ÌÉÎÉÑ.
úÁÄÁÞÁ 3. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1) É 2).
úÁÄÁÞÁ 4. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 2) É 3).
ðÏÄÓËÁÚËÁ: ×ÐÉÛÉÔÅ × ÃÉÌÉÎÄÒ Ä×Á ÛÁÒÁ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÓÅËÕÝÅÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 3) É 4).

ìÉÓÔÏË 29, 12.11.2002
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ
úÁÄÁÞÁ 1. þÉÓÌÏ x ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 0,1. íÏÇÌÏ ÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x2 ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ

ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ 10?
úÁÄÁÞÁ 2. ôÏÔ ÖÅ ×ÏÐÒÏÓ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ √x:
úÁÄÁÞÁ 3. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: (1,000001 )1000000 ÉÌÉ 2 ?
úÁÄÁÞÁ 4. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ 5a + 4

a ÐÒÉ a > 0. ðÒÉ ËÁËÏÍ a ÏÎÏ ÄÏ-
ÓÔÉÇÁÅÔÓÑ?

ìÉÓÔÏË 30, 19.11.2002
éÚÕÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÂÏÌÙ
úÁÄÁÞÁ 1. çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ f(x) = ax2+bx+c ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÑÍÏÊ l × Ä×ÕÈ ÔÏÞ-

ËÁÈ (x1; y1) É (x2; y2). îÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ f ′(x) ÒÁ×ÎÏ ÕÇÌÏ×ÏÍÕ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÕ
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ÐÒÑÍÏÊ l (×ÙÒÁÚÉÔØ ÏÔ×ÅÔ ÞÅÒÅÚ x1 É x2).
úÁÄÁÞÁ 2. óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ f(x) = x2 É g(x) = (x−b)2 +c

× ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× b É c?
úÁÄÁÞÁ 3. óËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = x2 É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ

r ÐÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ? õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔ×ÅÔÁ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ
ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÒÉ ËÁËÉÈ r ÇÒÁÆÉË ÐÁÒÁÂÏÌÙ y = x2 É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ
x2 + (y − r)2 = r2, ÉÍÅÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ?

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á.
úÁÄÁÞÁ 5 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). ðÕÓÔØ x, y É z | ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0, �=2). äÏËÁÖÉÔÅ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

x cosx+ y cos y + z cos z
x+ y + z ≤ cosx+ cos y + cos z

3 :

ìÉÓÔÏË 31, 03.12.2002
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÉ
úÁÄÁÞÁ 1. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ cos 1� + cos 41� + cos 81� + cos 121� + cos 161� + cos 201� +

cos 241� + cos 281� + cos 321� .
úÁÄÁÞÁ 2. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ cosx+ cos 2x+ :::+ cosnx.
úÁÄÁÞÁ 3. îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ sin(a+ x) + sin(a+ 2x) + :::+ sin(a+ nx).
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÐÏ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ
úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÓÅ ÐÌÏÓËÉÅ ÕÇÌÙ ÔÒÅÈÇÒÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ � | ÐÒÑÍÙÅ. ïÓØÀ ÔÁËÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁÚÏ×ÅÍ

ÐÒÑÍÕÀ L, ÐÒÉ ÐÏ×ÏÒÏÔÅ ×ÏËÒÕÇ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ 120� ÕÇÏÌ � ÓÏ×ÍÅÝÁÅÔÓÑ Ó ÓÁÍÉÍ ÓÏÂÏÊ. ðÕÓÔØ
O | ÔÏÞËÁ ÐÒÑÍÏÊ L, ÌÅÖÁÝÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ � ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ. ôÒÅÈÇÒÁÎÎÙÊ
ÕÇÏÌ (� ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÔÒÁÖÅÎÉÅÍ ÕÇÌÁ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ O. îÁÊÄÉÔÅ ÏÂßÅÍ
ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÕÇÌÁ � É ÕÇÌÁ �.

úÁÄÁÞÁ 5. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÅÌÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÈïÕ ÅÓÔØ ËÒÕÇ, Á ÐÒÏÅËÃÉÉ
ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ yOz É xOz | Ë×ÁÄÒÁÔÙ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ?

úÁÄÁÞÁ 6. ðÏ Ä×ÕÍ ÓËÒÅÝÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ ÐÒÑÍÙÍ ÓËÏÌØÚÑÔ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ a É b, ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ
Ó×ÏÅÊ ÄÌÉÎÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÂßÅÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÜÔÉ Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ Ó×ÏÉÍÉ ÒÅÂÒÁÍÉ, ÐÒÉ
ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ.

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ Ä×ÕÈ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÈ
ÒÅÂÅÒ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ), ÄÅÌÉÔ ÅÇÏ ÏÂßÅÍ ÐÏÐÏÌÁÍ.

ìÉÓÔÏË 32, 24.12.2002
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ
úÁÄÁÞÁ 1. p É q ÓÕÔØ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x2 + px+ q = 0. îÁÊÄÉÔÅ p É q:
úÁÄÁÞÁ 2. p É q ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ x2 + px+ q = 0. îÁÊÄÉÔÅ p É q:
úÁÄÁÞÁ 3. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (n > 2):

1
22 + 1

32 + :::+ 1
n2 < 1− 1

n
úÁÄÁÞÁ 4. a, b, c É d | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a2

b + b2
c + c2

d + d2

a ≥ a+ b+ c+ d:

úÁÄÁÞÁ 5. a1, a2, ... , an | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, n ≥ 2. äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:

a2
1
a2

+ a2
2
a3

+ :::+ a2
n−1
an

+ an2
a1
≥ a1 + a2 + :::+ an
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úÁÄÁÞÁ 6. äÏËÁÖÉÔÅ ÂÅÚ ÐÏÍÏÝÉ ÔÁÂÌÉÃ, ÞÔÏ 1
log2 � + 1

log5 � > 2.
úÁÄÁÞÁ 7. ÷ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÞÅÔÙÒÅÈÚ×ÅÎÎÏÊ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ

ÌÏÍÁÎÏÊ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÆÅÒÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ
ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 8. r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ: a0xn+a1xn−1 +
:::+ an, ÐÒÉÞÅÍ a0 = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ r | ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

úÁÄÁÞÁ 9. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÌÉ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ a0 = 1?
úÁÄÁÞÁ 10. ÷ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÅ ABCDA′÷′óD′ ÐÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ áó,

á÷′ É ÷ó ′. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �(áó;÷ó ′) = � (á÷′; ÷ó ′).
úÁÄÁÞÁ 11. ëÁËÏÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ËÒÕÇ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × ËÕÂ Ó ÒÅÂÒÏÍ a?

ìÉÓÔÏË 33, 14.01.2003
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ (ÚÁÄÁÞÉ Ó 1 ÐÏ 6 É Ó 7 ÐÏ 9).
úÁÄÁÞÁ 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ ËÁË ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ä×ÕÈ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.

úÁÄÁÞÁ 2. ÷ ÔÅÔÒÁÜÄÒÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ×ÙÓÏÔÙ, ÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏ-
ÌÏÖÎÏÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ, ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ ÜÔÏÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ
ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÔÒÉ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ.

úÁÄÁÞÁ 3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ Ó×ÅÔ Ú×ÅÚÄÙ ÚÁÇÏÒÏÖÅÎ ÏÔ ×ÓÅÈ ÄÁÌØÎÉÈ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅ-
ÌÅÊ ÞÅÔÙÒØÍÑ ÎÅÐÒÏÚÒÁÞÎÙÍÉ ÛÁÒÏÏÂÒÁÚÎÙÍÉ ÐÌÁÎÅÔÁÍÉ? (\äÁÌØÎÉÅ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌÉ" | ÜÔÏ ÔÅ,
ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÎÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÆÅÒÙ. ÷ ÚÁÄÁÞÅ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ Ï ÞÉÓÔÏ
ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ; ÚÁËÏÎÙ ÆÉÚÉËÉ ÉÇÎÏÒÉÒÕÀÔÓÑ).

úÁÄÁÞÁ 4. íÅÄÉÁÎÁ ÒÁÚÄÅÌÉÌÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ Ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ. ÷ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅ-
ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ×ÐÉÓÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. òÁÄÉÕÓÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ | r1, É r2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ
r1 = 2r2?

úÁÄÁÞÁ 5. éÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ O ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÐÕÝÅÎÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ
ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÉÈ (ÏÔ ÔÏÞËÉ O ÄÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÄÌÉÎÁÍ
ÓÔÏÒÏÎ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÏÐÕÝÅÎÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ×ÅËÔÏÒÏÍ |
ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÓÑ × ÔÏÞËÅ O É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ × ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ. äÏËÁ-
ÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 0.

úÁÄÁÞÁ 6. éÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ O ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÏÐÕÝÅÎÙ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÙ ÎÁ ÅÇÏ
ÇÒÁÎÉ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÉÈ (ÏÔ ÔÏÞËÉ O ÄÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÐÌÏÝÁÄÑÍ ÇÒÁÎÅÊ,
ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎÉ ÏÐÕÝÅÎÙ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒ ×ÅËÔÏÒÏÍ | ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎ-
ÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÓÑ × ÔÏÞËÅ O É ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÀÝÉÍÓÑ × ÅÇÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 0.

æÉÚÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 6. îÁÄÕÅÍ ÔÅÔÒÁÜÄÒ. äÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎØ ÅÓÔØ ×ÅËÔÏÒ,
ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÇÒÁÎÉ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÅÅ ÐÌÏÝÁÄÉ. ôÅÔÒÁÜÄÒ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ ÐÏÌÅÔÉÔ. úÎÁÞÉÔ,
ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 0.

úÁÄÁÞÁ 7. éÍÅÅÔÓÑ Ä×Á ÔÒÅÈÌÉÔÒÏ×ÙÈ ÓÏÓÕÄÁ. ÷ ÏÄÎÏÍ 1 Ì ×ÏÄÙ, × ÄÒÕÇÏÍ | 1 Ì 2-ÐÒÏÃÅÎÔÎÏÇÏ
ÒÁÓÔ×ÏÒÁ ÐÏ×ÁÒÅÎÎÏÊ ÓÏÌÉ. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÌÀÂÕÀ ÞÁÓÔØ ÖÉÄËÏÓÔÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÓÕÄÁ ×
ÄÒÕÇÏÊ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÔØ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÐÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ ÐÏÌÕÞÉÔØ 1,5-
ÐÒÏÃÅÎÔÎÙÊ ÒÁÓÔ×ÏÒ × ÔÏÍ ÓÏÓÕÄÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÎÁÞÁÌÅ ÂÙÌÁ ×ÏÄÁ?

úÁÄÁÞÁ 8. îÁ ÒÅÂÒÁÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ) ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÕËÁÚÁÌÉ ÎÁ-
ÐÒÁ×ÌÅÎÉÑ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÛÅÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÎÕÌØ-×ÅËÔÏÒÕ?

úÁÄÁÞÁ 9. ÷ÙÐÕËÌÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ F ÎÅÌØÚÑ ÎÁËÒÙÔØ ÐÏÌÕËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ,
ÞÔÏ Ä×ÕÍÑ ÆÉÇÕÒÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ F , ÍÏÖÎÏ ÎÁËÒÙÔØ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ R? á ÅÓÌÉ ×ÚÑÔØ ÎÅ×ÙÐÕËÌÕÀ
ÆÉÇÕÒÕ F? (îÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÆÉÇÕÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÅÅ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚÏË,
ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÃÅÌÉËÏÍ ×ÈÏÄÉÔ × ÆÉÇÕÒÕ.)
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ìÉÓÔÏË 34, 04.02.2003
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ (28, 30 ÑÎ×ÁÒÑ)
úÁÄÁÞÁ 1. p(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, a É b | ÃÅÌÙÅ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

p(a)− p(b) = 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ |a− b| = 1.
úÁÄÁÞÁ 2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÏÊ ÛÁÒ É ÔÁËÁÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ,

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÈïÕ, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÉÈ ÐÏ ÆÉÇÕÒÁÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ?
úÁÄÁÞÁ 3. íÕÈÁ ÌÅÔÉÔ ÉÚ ÔÏÞËÉ Ó ÄÅËÁÒÔÏ×ÙÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (0; 0; 0) ×

ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (3; 8; 12), ÐÒÉÞÅÍ ÅÅ ÐÕÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÕÞÁÓÔËÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×: {1; 1; 0}, {0; 1; 1} É {1; 1; 1}
(ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÔÁËÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ, ÎÏ
ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ, ÞÔÏ É ÜÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ). îÁÊÄÉÔÅ ÄÌÉÎÕ ÐÕÔÉ.

îÏ×ÁÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ
úÁÄÁÞÁ 4. p É q | Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÔÒÅÈÞÌÅÎÙ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ

ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÕÍ ÆÕÎËÃÉÉ p(x)
q(x) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ

√
2?

úÁÄÁÞÁ 5. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n | ÎÅ ÓÔÅÐÅÎØ Ä×ÏÊËÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ
2n + 3n ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ.

úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÔÏÞËÁ ÌÀÂÏÇÏ ×ÙÐÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÏÔÒÅÚËÕ, ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ?

úÁÄÁÞÁ 7. ä×Á ÚÅÒËÁÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌ � < �. éÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÉ
ÕÇÌÁ ×ÙÐÕÝÅÎ ÌÕÞ, ËÏÔÏÒÙÊ, × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ �, ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÌÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ
ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ ÕÊÔÉ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÉÌÉ (ÐÒÉ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �) ÎÁ×ÓÅÇÄÁ ÚÁÓÔÒÑÔØ ÍÅÖÄÕ
ÚÅÒËÁÌÁÍÉ. éÚÕÞÉÔÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÕÞÁ ÐÒÉ � ∈ (0; �).

ìÉÓÔÏË 35, 11.02.2003
ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ É ÇÒÁÆÉËÉ
÷ ÚÁÄÁÞÁÈ 1-3 ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ É ÄÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÅÅ ÈÁÒÁËÔÅÒ-

ÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×: ÕËÁÚÁÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÞÅÔÎÏÓÔØ, ÎÅÞÅÔÎÏÓÔØ), ÏÇÒÁ-
ÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ, ÍÁËÓÉÍÕÍÙ, ÍÉÎÉÍÕÍÙ, ÕÞÁÓÔËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ (ÓÔÒÏÇÏÊ É ÎÅÓÔÒÏÇÏÊ), ÁÓÉÍÐÔÏÔÙ
(×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ, ÎÁËÌÏÎÎÙÅ É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ).

úÁÄÁÞÁ 1. y = (arctg x)2.
úÁÄÁÞÁ 2:y = arcsin(sinx).
úÁÄÁÞÁ 3. y = 1

x + 2
x2 + 3

x3 .

úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ
1∫
−1

dx
1+x2 .

úÁÄÁÞÁ 5 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ×ÅÒÎÙ? (÷ÅÒÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÅ×ÅÒ-
ÎÙÅ ÏÐÒÏ×ÅÒÇÎÕÔØ).

5Á) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ J = (a; b), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ J , É ×ÓÀÄÕ ÎÁ
J f ′(x) > 0, ÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ J .

5Â) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ J = (a; b), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ J , É ×ÓÀÄÕ ÎÁ
J f ′(x) ≥ 0, ÔÏ f ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ J .

5×) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ J = (a; b), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ J , É ÓÔÒÏÇÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ J , ÔÏ ×ÓÀÄÕ ÎÁ J f ′(x) > 0.

5Ç) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ J = (a; b), ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÁ ÎÁ J , É ÓÔÒÏÇÏ
×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ J , ÔÏ ×ÓÀÄÕ ÎÁ J f ′(x) ≥ 0.

ìÉÓÔÏË 36, 18.02.2003
ðÒÁ×ÉÌÏ ìÏÐÉÔÁÌÑ | 4 ×ÁÒÉÁÎÔÁ
1. åÓÌÉ lim

x→a
f(x) = 0, É lim

x→a
g(x) = 0, ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÊ f É g × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÞËÉ a ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, É lim
x→a

f ′(x)
g′(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ), ÔÏ lim

x→a
f(x)
g(x)
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ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ É ÜÔÉ ÐÒÅÄÅÌÙ ÒÁ×ÎÙ.
2. åÓÌÉ lim

x→a
f(x) = ±∞, É lim

x→a
g(x) = ±∞, ÔÏ ... (ÄÁÌØÛÅ ËÁË × ÐÕÎËÔÅ 1).

3. ëÁË × ÐÕÎËÔÅ 1, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ a ÐÌÀÓ ÉÌÉ ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.
4. ëÁË × ÐÕÎËÔÅ 2, ÔÏÌØËÏ ×ÍÅÓÔÏ a ÐÌÀÓ ÉÌÉ ÍÉÎÕÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ.
äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÁ 1. ðÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ lim

x→a
f(x)
g(x) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ f É g × ÔÏÞËÅ

a ÎÅ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁ×Ï ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ: f(a) = 0, g(a) =
0. þÔÏÂÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï lim

x→a
f(x)
g(x) ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÆÕÎËÃÉÑ g ÎÅ

ÏÂÒÁÝÁÌÁÓØ × ÎÕÌØ. éÍÅÅÍ ÐÒÁ×Ï ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÊ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x
ÎÁÊÄÅÔÓÑ � (0 < � < x) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ f(x)−f(a)

g(x)−g(a) = f ′(�)
g′(�) . ëÏÇÄÁ |x − a| < ", ÔÏÇÄÁ ÐÏÄÁ×ÎÏ |� − a| < ",

ÐÏÜÔÏÍÕ lim
x→a

f(x)
g(x) = lim

x→a
f(x)−f(a)
g(x)−g(a) = lim

�→a
f ′(�)
g′(�)

éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÇÒÁÆÉËÏ× (×ËÌÀÞÁÑ ×ÓÅ ×ÉÄÙ ÁÓÓÉÍÐÔÏÔ).
úÁÄÁÞÁ 1. y = log x. úÁÄÁÞÁ 2. y = x log x: úÁÄÁÞÁ 3. y = x sin 1

x :
úÁÄÁÞÁ 4. y = x2 sin 1

x : úÁÄÁÞÁ 5. y = ex−1
x .

ìÉÓÔÏË 37, 04.03.2003
÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÏÊ, ÐÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÔÁÂÌÉÃÕ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.
ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 25 ÆÅ×ÒÁÌÑ 2003 Ç.

1. y = tg x2 − ctg x2 . 3. y = ln(ln2(ln3 x)).
2. y = arccos

√
1− x2. 4. y = 2tg 1

x .
5. y = x(1 + sin |x|).
ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ 4 ÍÁÒÔÁ 2003 Ç.
÷ÁÒÉÁÎÔ 1:
1. y = ln tg x2 . 3. y = arctg 1+x

1−x .
2. y = sin2 x

sinx2 . 4. y = x
√

1 + x2.

÷ÁÒÉÁÎÔ 2:
1. y = x+ xx + xxx . 3. y = arctg(x+

√
1 + x2).

2. y = cosx
2 sin2 x . 4. y = x√x.

÷ÁÒÉÁÎÔ 3:
1. y =

√
x+

√
x+√x. 3. y = arctg

√
x2 − 1− lnx√

x2−1 .
2. y = sinn x× cosnx. 4. y = xxa + xax + axx .
÷ÁÒÉÁÎÔ 4:
1. y = x√

1−x2 . 3. y = arcsinx√
1−x2 + 1

2 ln 1−x
1+x .

2. y = (sinx)cosx + (cosx)sinx. 4. y = ln3 x2.

ìÉÓÔÏË 38, 01.04.2003
üËÓÔÒÅÍÕÍÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ
úÁÄÁÞÁ 1. éÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ y = lnx+ 1

x (ÎÁÊÄÉÔÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÏÂÌÁÓÔØ
ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ x, ÉÓÓÌÅÄÕÊÔÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏ×ÅÄÅÎÉÅ, ÎÁÌÉÞÉÅ ÁÓÉÍÐÔÏÔ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔØ,
ÎÁÊÄÉÔÅ ÜËÓÔÒÅÍÕÍÙ).

úÁÄÁÞÁ 2. óÎÁÒÑÄ ×ÙÐÕÝÅÎ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ V ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ � Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ. ðÒÉ ËÁËÏÍ � ÄÁÌØÎÏÓÔØ
ÐÏÌÅÔÁ ÓÎÁÒÑÄÁ ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ? (óÏÐÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅÍ ×ÏÚÄÕÈÁ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ.)

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ Á ÆÕÎËÃÉÑ y = x2−a2 sin2 x ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ
ÜËÓÔÒÅÍÕÍ?



22 î. î. ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ×

úÁÄÁÞÁ 4. óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË ÜËÓÔÒÅÍÕÍÁ ÉÍÅÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉ a = 10? îÁ-
ÒÉÓÕÊÔÅ ÜÓËÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎËÃÉÉ.

úÁÄÁÞÁ 5 (ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ). ðÏÞÅÍÕ ×ÅÄÒÁ ÄÅÌÁÀÔ ÏÂÙÞÎÏ × ÆÏÒÍÅ ÕÓÅÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ?

ìÉÓÔÏË 39, 24.04.2003
óÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
úÁÄÁÞÁ 1. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÐÁÒÎÏ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÒÅÈ ÄÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ.
úÁÄÁÞÁ 2. äÁÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
 É ÔÏÞËÁ O. äÌÑ ÐÒÑÍÏÊ l, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O É ÐÅ-

ÒÅÓÅËÁÀÝÅÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ 
 × ÔÏÞËÁÈ A É B (ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÏ×ÐÁÄÁÀÝÉÈ) ÂÅÒÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ
OA×OB. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÑÍÏÊ l (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÉÚ×Å-
ÄÅÎÉÅ OA× OB ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ 
 É ÔÏÞËÉ A; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÅÒÅÚ
P (
; A)):

úÁÄÁÞÁ 3. äÁÎÙ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ M É N . îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË X ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ P (M;X) = P (N;X) (ÓÍ. ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ).

úÁÄÁÞÁ 4. äÁÎÙ Ä×Å ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ M É N . îÁÊÄÉÔÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË X ÔÁËÉÈ,
ÞÔÏ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ, ÐÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ X Ë ÜÔÉÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍ, ÒÁ×ÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 5. äÁÎÙ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-
ÅÔÓÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÉÈ ÏÂÝÕÀ ÈÏÒÄÕ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ
ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 6. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÄÁÎÙ ÔÒÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁ-
ÀÝÉÅÓÑ ÓÆÅÒÙ, ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÉÈ ÏÂÝÉÊ ËÒÕÇ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ
ÐÁÒÙ ÔÁËÉÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÐÒÑÍÁÑ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÐÒÑÍÙÅ
ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ)?

úÁÄÁÞÁ 7. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÓÔÁ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ
× ÚÁÄÁÞÅ 3 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÉÚ ÎÉÈ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

úÁÄÁÞÁ 8. âÙ×ÁÅÔ ÌÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁ Ä×Á ÒÁ×ÎÙÈ
ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?

ìÉÓÔÏË 40, 13.05.2003
éÔÏÇÏ×ÁÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ ÚÁ 4-À ÞÅÔ×ÅÒÔØ
úÁÄÁÞÁ 1. îÁ ÇÒÁÆÉËÅ ÆÕÎËÃÉÉ y = 3 − 1; 5 · x2 ÕËÁÖÉÔÅ ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ

ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ, É ÎÁÊÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ.
úÁÄÁÞÁ 2. ïÔÒÅÚÏË [A;B] ×ËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P , ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ A ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÓÉ x, ÔÏÞËÁ

B | ÏÓÉ y, É ÓÁÍ ÏÔÒÅÚÏË ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ M(1; 8). îÁÊÄÉÔÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ
ÏÔÒÅÚÏË, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÎÃÏ×.

úÁÄÁÞÁ 3. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÇÒÁÌ:
y∫
1

1
xdx (y > 0; ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÅ: ÐÒÉ y < 1

y∫
1

= −
1∫
y

). äÏËÁ-

ÖÉÔÅ, ÞÔÏ
y∫
1

1
xdx =

ay∫
a

1
xdx ÐÒÉ a > 0.

úÁÄÁÞÁ 4. æÕÎËÃÉÑ ' ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÏÒÍÕÌÏÊ '(y) =
y∫
1

1
xdx(y > 0).

äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ '(y1) + '(y2) = '(y1y2).
úÁÄÁÞÁ 5. ðÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ y = f(x), ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ: x ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G,
Á ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÀ: 0 < y < f(x). äÏËÁÖÉÔÅ,
ÞÔÏ ÅÓÌÉ f ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, É ÅÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ
×ÓÀÄÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÕÂÙ×ÁÅÔ, ÔÏ ÐÏÄÇÒÁÆÉË ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÅÓÔØ ×ÙÐÕËÌÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÎÁÐÏÍÉ-
ÎÁÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ A É B ×ÈÏÄÑÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ×ÅÓØ ÏÔÒÅÚÏË [A,B] ×ÈÏÄÉÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï).



ìÉÓÔËÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ, 11 ËÌÁÓÓ 23

óÔÁÒÁÑ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ
úÁÄÁÞÁ 6. á, ÷, ó, D | ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, M | ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÚ×ÅÓÔÎÙ ÞÅÔÙÒÅ

ÞÉÓÌÁ: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ M ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ M ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÞÅ-
ÔÙÒØÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÔ ×ÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏ ÔÏÞÅË á;B, ó É D | ÔÅ
ÖÅ ÓÁÍÙÅ.

ìÉÓÔÏË 41, 20.05.2003
÷ÏËÒÕÇ ÔÅÏÒÅÍÙ èÅÌÌÉ
úÁÄÁÞÁ 1 (ÔÅÏÒÅÍÁ èÅÌÌÉ). åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ×ÙÐÕËÌÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ

ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ, ÔÏ ×ÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

úÁÄÁÞÁ 2. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÙÐÕËÌÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×?

úÁÄÁÞÁ 3. ëÏÎÅÞÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ ÔÒÅÈ
ÔÏÞÅË ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ ÅÄÉÎÉÃÁ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÐÒÉÎÁÄ-
ÌÅÖÁÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ ÅÄÉÎÉÃÁ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ
×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

úÁÄÁÞÁ 4. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÔËÒÙÔÙÅ ËÒÕÇÉ ÎÁ
ÚÁÍËÎÕÔÙÅ?

úÁÄÁÞÁ 5. ÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ Ä×ÕÈ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ
ÓÞÅÔÎÏÊ, ÓÉÓÔÅÍÙ ÔÏÞÅË?

úÁÄÁÞÁ íÅÎÅÌÁÑ
úÁÄÁÞÁ 6. åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÑÍÏÊ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÅÇÏ ÔÏÞËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ
Ä×Å ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÉÚ M), ÔÏ ×ÓÅ
ÔÏÞËÉ í ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

úÁÄÁÞÁ 7 (ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ). åÓÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÐÒÑÍÙÈ ÎÁ ÐÌÏÓ-
ËÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÉ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å
ÐÒÑÍÙÅ (ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÑÔ Ä×Å ÐÒÑÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÅÝÅ ÈÏÔÑ ÂÙ
ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ ÉÚ M , ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÑ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ) ÔÏ ×ÓÅ ÐÒÑÍÙÅ M ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ
ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ \ÉÄÅÁÌØÎÙÈ" ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ×:
1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ ÏÂÙÞÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.
2. âÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË.
çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ (ÐÕÞÏË ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÙÞ-

ÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÑÍÁÑ ×ÈÏÄÉÔ × ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË.
úÁÄÁÞÁ 8. ðÒÏ×ÅÒØÔÅ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ä×Å ÁËÓÉÏÍÙ:
1) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ.
2) äÌÑ ËÁÖÄÙÈ Ä×ÕÈ ÐÒÑÍÙÈ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ.

ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ× îÉËÏÌÁÊ îÉËÏÌÁÅ×ÉÞ,
ËÁÎÄÉÄÁÔ ÆÉÚ.-ÍÁÔ. ÎÁÕË,
ÎÁÕÞÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ üËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ
ÛËÏÌÙ �179 Ç. íÏÓË×Ù,
ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ.



óÔÕÄÅÎÔÁÍ É ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÓÔÅÊ

ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ÎÅÏÆÉÔÁ ÄÌÑ ÎÅÏÆÉÔÏ×)
á. é. òÕÂÉÎÛÔÅÊÎ

óÔÁÔØÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ËÒÕÇ ÐÒÏÂÌÅÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÏËÁÚÁ×-
ÛÉÈ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÌÉÑÎÉÅ ÎÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × Ä×ÁÄÃÁÔÏÍ ÓÔÏÌÅÔÉÉ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á
ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ × ËÏÎÃÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ, ÐÏÓ×ÑÝÅÎÎÏÇÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔ-
ÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÓÐÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ.

ó×ÅÔÌÏÊ ÐÁÍÑÔÉ ÍÏÅÊ ÖÅÎÙ éÎÎÙ
÷ÌÁÄÉÍÉÒÏ×ÎÙ, Õ ÂÏÌØÎÉÞÎÏÊ ÐÏÓÔÅ-
ÌÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÜÔÁ ÒÁÂÏÔÁ

ó 6 ÐÏ 12 Á×ÇÕÓÔÁ 1900 ÇÏÄÁ × ðÁÒÉÖÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌ II íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÊ ëÏÎÇÒÅÓÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×.
8-ÇÏ Á×ÇÕÓÔÁ ÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÍ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÓÅËÃÉÊ ÉÓÔÏÒÉÉ É ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÐÒÅÐÏÄÁ-
×ÁÎÉÑ É ÍÅÔÏÄÏÌÏÇÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×ÙÄÁÀÝÉÊÓÑ ÎÅÍÅÃËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË äÁ×ÉÄ çÉÌØÂÅÒÔ ×ÙÓÔÕÐÉÌ
Ó ÄÏËÌÁÄÏÍ �íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ�. ÷ Î£Í ÏÎ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ 23 ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÐÏ ÅÇÏ
ÍÎÅÎÉÀ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÁÖÎÙÍÉ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÒÅÛÅÎÉÅ, ÉÌÉ ÐÏÐÙÔËÉ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÏÔÏ-
ÒÙÈ ×ÅÓØÍÁ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÙ ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ XX ×ÅËÁ. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÓÌÏ×Á çÉÌØÂÅÒÔÁ. �þÔÏÂÙ ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÉÔØ ÓÅÂÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÒÁÚ×ÉÔÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÚÎÁÎÉÑ × ÂÌÉÖÁÊÛÅÍ ÂÕÄÕÝÅÍ, ÍÙ
ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅÂÒÁÔØ × ÎÁÛÅÍ ×ÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ×ÏÐÒÏÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÝÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ, ÏÂÏÚÒÅÔØ
ÐÒÏÂÌÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁ×ÉÔ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÎÁÕËÁ, É ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÖÄÅÍ ÏÔ ÂÕÄÕÝÅÇÏ. ôÁËÏÊ
ÏÂÚÏÒ ÐÒÏÂÌÅÍ ËÁÖÅÔÓÑ ÍÎÅ ÓÅÇÏÄÎÑ, ÎÁ ÒÕÂÅÖÅ ÎÏ×ÏÇÏ ÓÔÏÌÅÔÉÑ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ Ó×ÏÅ×ÒÅÍÅÎÎÙÍ. ÷ÅÄØ
ÂÏÌØÛÉÅ ÄÁÔÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÚÁÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÎÁÓ ÏÇÌÑÎÕÔØÓÑ ÎÁ ÐÒÏÛÅÄÛÅÅ, ÎÏ É ÎÁÐÒÁ×ÌÑÀÔ ÎÁÛÕ ÍÙÓÌØ
× ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÂÕÄÕÝÅÅ.�

ó ÐÏÚÉÃÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÎÁÞÁÌÁ XXI ×ÅËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ Ë ÏÃÅÎËÅ ×ÁÖÎÏÓÔÉ
ÄÌÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ çÉÌØÂÅÒÔÏÍ ÚÁÄÁÞ (ÍÎÏÇÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅ ÓÁÍÉÍ çÉÌØÂÅÒ-
ÔÏÍ, Á ÉÚ×ÅÓÔÎÅÊÛÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ XVIII{XIX ×ÅËÏ× ì. üÊÌÅÒÏÍ, ë. çÁÕÓÓÏÍ, â. òÉÍÁÎÏÍ,
ç. ëÁÎÔÏÒÏÍ, ç. äÁÒÂÕ, ó. ìÉ | ÓÐÉÓÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ) É ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÀ. îÏ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÏ
�ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ñ×ÌÅÎÉÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÕÌØÔÕÒÙ, ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ËÕÌØÔÕÒÙ
ÏÂÝÅÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÊ.

÷ 1969 ÇÏÄÕ × ÉÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Å �îÁÕËÁ� ÂÙÌÁ ÉÚÄÁÎÁ ËÎÉÇÁ �ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ�, ÓÏÄÅÒÖÁ-
ÝÁÑ ËÁË ÐÅÒÅ×ÏÄ ÔÅËÓÔÁ ÄÏËÌÁÄ 1900 ÇÏÄÁ, ÔÁË É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ
ÂÌÅÓÔÑÝÉÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÍÉ. îÏ ÉÍÅÎÎÏ ×ÙÓÏËÉÊ ÕÒÏ×ÅÎØ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅ× ÞÁÓÔÏ ÄÅÌÁÅÔ ÉÈ ÍÁÌÏÐÏ-
ÎÑÔÎÙÍÉ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÞÅÌÏ×ÅËÁ Ó ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. ðÏÜÔÏÍÕ Á×ÔÏÒ
É ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÌ ÐÏÐÙÔËÕ (ÕÄÁÞÎÕÀ ÌÉ?) ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍÙÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ �ÎÅÏÆÉÔÁ ÄÌÑ ÎÅÏ-
ÆÉÔÏ×�.

÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ËÒÁÔËÏÇÏ ××ÅÄÅÎÉÑ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÏ×Á ÄÏËÌÁÄÁ ä. çÉÌØ-
ÂÅÒÔÁ | Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÔÒÁÓÔÎÏÊ ÌÀÂ×É Ë ÎÁÛÅÊ ÐÒÅËÒÁÓÎÏÊ ÎÁÕËÅ:

. . . ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÏÓÎÏ×Á ×ÓÅÇÏ ÔÏÞÎÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÑ. á ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ × ÓÏ-
×ÅÒÛÅÎÓÔ×Å ×ÙÐÏÌÎÉÔØ ÜÔÏ ×ÙÓÏËÏÅ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÐÕÓÔØ × ÇÒÑÄÕÝÅÍ. . . ÏÎÁ ÏÂÒÅÔ£Ô
ÇÅÎÉÁÌØÎÙÈ ÍÁÓÔÅÒÏ× É ÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ, ÐÙÌÁÀÝÉÈ ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÙÍ Ò×ÅÎÉÅÍ, ÐÒÉ×ÅÒ-
ÖÅÎÃÅ×.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 1. ðÒÏÂÌÅÍÁ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÝÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÍÅÖÄÕ ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á | ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N = {1; 2; 3; : : :}, É ÍÏÝÎÏÓÔØÀ ËÏÎÔÉÎÕÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ R = (−∞;+∞)?

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ çÅÏÒÇÏÍ ëÁÎÔÏÒÏÍ (1845{1918) × ÆÏÒÍÅ: ×ÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÓÞÅÔÎÙÍ, ÉÍÅÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ.

ðÅÒ×ÙÅ ÒÁÂÏÔÙ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÌÉ âÏÌØÃÁÎÏ, äÀÂÕÁ-òÅÊÍÏÎÕ, äÅÄÅËÉÎÄÕ
É ÂÙÌÉ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÙ ÞÉÓÌÏ×ÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ÆÕÎËÃÉÊ. ç. ëÁÎÔÏÒ × ÒÁÂÏÔÁÈ 1879{
1897 ÇÏÄÏ× ÎÁÞÁÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ. ÷ 1871{1883 ÇÏÄÁÈ
ÏÎ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÏÞÔÉ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ËÁÒÄÉÎÁÌØÎÙÈ É ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÔÅÏÒÉÀ ×ÐÏÌÎÅ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÄ×ÁÒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ. íÎÏÖÅÓÔ×Á A = {a} É B = {b} ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÍÉ, ÉÌÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÞÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A ∼ B, ÅÓÌÉ
ÍÅÖÄÕ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ a ↔ b. îÁÐÒÉÍÅÒ,
A = {1; 2; : : : ; 9} ∼ B = {11; 12; : : : ; 19}, ÔÁË ËÁË 1 ↔ 11, 2 ↔ 12, . . . , 9 ↔ 19. ä×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. þÉÓÌÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÅÓÔØ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ |A|. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÁÒÔÉÎÁ
ÉÎÁÑ: N = {1; 2; 3; : : :} ∼ N2 = {2; 4; 6; : : :}, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ-
×ÅÔÓÔ×ÉÅ: 1 ↔ 2, 2 ↔ 4, 3 ↔ 6, . . . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ
Ó×ÏÅÊ ÞÁÓÔÉ | ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

åÝ£ ÐÒÉÍÅÒÙ: (a; b) ∼ (c; d), ÔÁË ËÁË x ∈ (a; b) ↔ y = c+ d−c
b−a(x−a) ∈ (c; d); (0; 1) ↔ (−∞; +∞),

ÔÁË ËÁË x ∈ (0; 1) ↔ y = tg �(x− 1
2) ∈ (−∞; +∞).

ëÁÎÔÏÒ ÄÏËÁÚÁÌ Ä×Á ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÈ ÆÁËÔÁ:

1) ÓÞÅÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞÅÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞÅÔÎÏ, Ô. Å. ÅÓÌÉ An = {an1; an2; : : : ; ank; : : :} ∼ N,
n = 1; 2; : : : É A = ⋃

n∈N
An, ÔÏ A ∼ N;

2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A = {a} ÞÉÓÅÌ 0 < a < 1, Ô. Å. (0; 1) ∼ (−∞; +∞) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÞÅÔÎÙÍ (1874
ÇÏÄ). ÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÐÒÉÍÅÎ£Î �ËÁÎÔÏÒÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ�.

óÁÍ ëÁÎÔÏÒ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÁÒÁÄÏËÓÙ. ï ÐÅÒ×ÏÍ ÏÎ × 1895 ÇÏÄÕ ÓÏÏÂÝÉÌ ×
ÐÉÓØÍÅ Ë çÉÌØÂÅÒÔÕ (ÜÔÏÔ ÖÅ ÐÁÒÁÄÏËÓ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÇÏÄÁ ÏÐÉÓÁÌ ÉÔÁÌØÑÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË âÕÒÁÌÉ-
æÏÒÔÉ. ï ×ÔÏÒÏÍ | × ÐÉÓØÍÅ äÅÄÅËÉÎÄÕ × 1899 ÇÏÄÕ. ÷ 1905 ÇÏÄÕ â. òÁÓÓÅÌ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ ÅÝ£
ÏÄÉÎ ÐÁÒÁÄÏËÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÁË ÉÚÌÏÖÉÌ × ÐÏÐÕÌÑÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÄÅÒÅ×ÅÎÓËÉÊ ÐÁÒÉËÍÁÈÅÒ ÂÒÅÅÔ ×ÓÅÈ
ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÂÏÒÏÄÁÞÅÊ × ÄÅÒÅ×ÎÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÂÒÅÀÔÓÑ ÓÁÍÉ. õ ÎÅÇÏ ÂÏÒÏÄÁ. þÔÏ ÅÍÕ Ó ÓÏÂÏÊ
ÄÅÌÁÔØ: åÓÌÉ ÏÎ ÐÏÂÒÅÅÔÓÑ, ÔÏ ËÁË ÂÒÅÀÝÉÊÓÑ ÓÁÍ, ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÜÔÏÇÏ ÄÅÌÁÔØ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÎ ÎÅ ÂÕÄÅÔ
ÂÒÉÔØÓÑ, ÔÏ ÏÐÑÔØ ÎÁÒÕÛÉÔ ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÉÅ.

ðÏÑ×ÌÅÎÉÅ ÐÁÒÁÄÏËÓÏ× × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÉ×ÏÄÉÌÏ Ë ÓÏÍÎÅÎÉÀ × ÃÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ É
×ÙÚÙ×ÁÌÏ ×ÏÐÒÏÓ: ÎÅ ÐÒÉÄ£Í ÌÉ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ × ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÏÒÉÑÈ, ÎÁ-
ÐÒÉÍÅÒ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÌÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ. äÌÑ ×ÙÑÓÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ çÉÌØÂÅÒÔ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ
ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÀ ÔÅÏÒÉÊ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÈ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ �ÎÁÄÅÖÎÙÍÉ� ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ, ÐÏ-
ÌÕÞÉ×ÛÉÍÉ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á ÆÉÎÉÔÉÚÍÁ�. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ É ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÚÁ-
ËÏÎÙ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌ (ÓÌÏ×), ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ. éÚ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏ
ÓÔÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ �ÐÒÁ×ÉÌÁÍ ×Ù×ÏÄÁ� ËÏÎÓÔÒÕÉÒÕÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. îÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ
ÔÅÏÒÉÉ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ, ÉÚ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÎÅ-
ÌØÚÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÀÝÕÀ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ. çÉÌØÂÅÒÔÕ É
ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ ÔÅÏÒÉÊ, ×ËÌÀÞÁÀÝÉÈ
ÞÁÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ Å£ ÁË-
ÓÉÏÍÁÔÉÚÉÒÏ×ÁÔØ. ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÏÂÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ × 1908 ÇÏÄÕ ü. ãÅÒÍÅÌÏ.
ðÒÉ×ÅÄ£Í ÜÔÕ ÓÉÓÔÅÍÕ ÁËÓÉÏÍ (ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔÏÞÎ£ÎÎÕÀ).
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I. áËÓÉÏÍÁ ÏÂß£ÍÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÉÚ ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÏ
ÏÎÉ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ.

II. áËÓÉÏÍÁ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ∅, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ
ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

III. áËÓÉÏÍÁ ÓÕÍÍÙ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ× A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï S, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ
ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ X ÉÚ ÓÅÍÅÊ-
ÓÔ×Á A.

IV. áËÓÉÏÍÁ ÓÔÅÐÅÎÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× P, ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ.

V. áËÓÉÏÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× A, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅ-
ÖÉÔ ∅ É ÅÓÌÉ X ∈ A, ÔÏ × A ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ Y, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
X É ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.

VI. áËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ (ü. ãÅÒÍÅÌÏ, 1904). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÁA ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÄÉÎ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÏÂÝÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó ËÁÖÄÙÍ
ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× X, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ A.

áËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÅ ×ÓÅÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ ÉÚ-ÚÁ Å£ ÎÅÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ: ÎÅ ÄÁ£ÔÓÑ
ÎÉËÁËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B. ôÁËÏÇÏ ÍÎÅÎÉÑ ÐÒÉÄÅÒÖÉ×ÁÌÉÓØ ðÅÁÎÏ, âÏÒÅÌØ,
ìÅÂÅÇ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ èÁÕÓÄÏÒÆ É æÒÅÎËÅÌØ Å£ ÂÅÚÏÇÏ×ÏÒÏÞÎÏ ÐÒÉÎÉÍÁÌÉ.

áËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ. îÁÐÒÉÍÅÒ, × 1924
ÇÏÄÕ âÁÎÁÈ É ôÁÒÓËÉÊ Ó Å£ ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÔÅÌÁ, ÈÏÔÑ ÂÙ É
ÒÁÚÎÙÈ ÏÂß£ÍÏ×, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙ ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. ðÏÚÄÎÅÅ ÂÙÌÏ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÑÔÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ÐÏÓÌÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-
ÀÝÉÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ× É ÐÏ×ÏÒÏÔÏ×, ÐÏÌÕÞÁÅÍ Ä×Á ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÛÁÒÁ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÅÎ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ. òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ
ÒÁÚÕÍÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÏÂß£Í) ÎÅÌØÚÑ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×
ÞÉÓÔÏÍ ×ÉÄÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. åÝ£ ÏÄÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-
ÎÉÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ. ÷ 1914 ÇÏÄÕ íÁÚÕÒËÅ×ÉÞ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÍ
ÔÏÞÎÏ × Ä×ÕÈ ÔÏÞËÁÈ.

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÂÅÚ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅÌØÚÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÁÌÅÅ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ ãÅÒÍÅÌÏ ÄÏËÁÚÁÌ,
ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ, Ô. Å. ËÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ
ÐÅÒ×ÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÐÒÅÄÅ-
ÌÅÎÉÊ.

÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÓÔÉÎÎÏ ÏÎÏ, ÉÌÉ ÌÏÖ-
ÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 2× 2 = 4 | ÉÓÔÉÎÎÏÅ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ, Á 2× 2 = 5 | ÌÏÖÎÏÅ.

÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ,
ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ÎÁ ÍÅÓÔÏ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÊ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÂÕÄÕÔ x > 0, x2 < 5, x | ÐÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.
÷ÙÓËÁÚÙ×ÁÎÉÅ 1 > 0 | ÉÓÔÉÎÎÏÅ, 32 < 5 | ÌÏÖÎÏÅ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÐÕÓÔÏÅ |
ÌÏÖÎÏÅ.

VII� áËÓÉÏÍÁ ÚÁÍÅÎÙ ÄÌÑ ×ÙÓËÁÚÙ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ � (æÒÅÎËÅÌØ, 1922. óÍ. ÔÁËÖÅ óËÏÌÅÍ,
1922, íÉÒÉÍÁÎÏ×, 1917). åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y, ÞÔÏ
×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ �(x; y), ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ
ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× y, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x ∈ A ×ÙÐÏÌÎÑÀÔ �(x; y).
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ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄ ÎÏÍÅÒÏÍ VII ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÏÄÎÁ ÁËÓÉÏÍÁ, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁË-
ÓÉÏÍ | Ó×ÏÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ �.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ I{VII (ÓÉÓÔÅÍÁ ÁËÓÉÏÍ ãÅÒÍÅÌÏ { æÒÅÎËÅÌÑ, Z{F) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ËÏÎÅÞÎÏÊ. ÷ 1960 ÇÏÄÕ ò. íÏÎÔÜÇÀ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÁËÓÉÏÍ × ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×
ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅÌØÚÑ.

÷ 1940 ÇÏÄÕ ë. ç£ÄÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÏÎÔÉÎÕÕÍ-ÇÉÐÏÔÅÚÁ ëÁÎÔÏÒÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍÁ Ó ÓÉÓÔÅÍÏÊ
ÁËÓÉÏÍ ãÅÒÍÅÌÏ { æÒÅÎËÅÌÑ: ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÓÞÅÔÎÏÊ
É ËÏÎÔÉÎÕÁÌØÎÏÊ, ÔÏ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ ÐÒÉ ÓÉÓÔÅÍÅ Z{F ÎÅ ÐÒÉÄ£Í.

îÁËÏÎÅÃ, 1963 ÇÏÄÕ ð. äÖ. ëÏÜÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ É ÎÁÌÉÞÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÍÏÝÎÏÓÔÉ
ÎÅ ÐÒÉ×ÅÄ£Ô Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ.

óÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÓÁÍÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ ãÅÒÍÅÌÏ { æÒÅÎËÅÌÑ ÎÅ
ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÁ.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÁËÓÉÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ

ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ, ÐÁÒÁÄÏËÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÒÏÓÁÌÉ ÔÅÎØ ÎÁ ×ÓÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ËÏÎÃÁ
XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ
ÛÉÒÏËÏ. ðÏÜÔÏÍÕ çÉÌØÂÅÒÔ ÓÔÒÅÍÉÌÓÑ �ÏÂÅÚÏÐÁÓÉÔØ� ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ |
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ, ÂÁÚÉÒÕÀÝÕÀÓÑ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÈ Ó ××ÅÄÅÎÉÅÍ ËÏÏÒ-
ÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ.

ë ËÏÎÃÕ XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÁËÓÉÏÍÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ
äÖ. ðÅÁÎÏ × 1889 Ç. É ò. äÅÄÅËÉÎÄÏÍ ÇÏÄÏÍ ÒÁÎØÛÅ. âÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÙ ÁËÓÉÏÍÙ ðÅÁÎÏ. ÷ÏÔ
ÏÎÉ.

éÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {x} ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. åÓÌÉ x É
y | ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÐÉÛÕÔ x = y, ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÄÎÏ, ÔÏ x 6= y. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ

1) x = x ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ N.

2) éÚ x = y ÓÌÅÄÕÅÔ y = x.

3) éÚ x = y É y = z ÓÌÅÄÕÅÔ x = z.

áËÓÉÏÍÙ

1. 1 ∈ N.

2. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ N ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏ x′ ∈ N, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ (ÉÚ x = y
ÓÌÅÄÕÅÔ x′ = y′).

3. ÷ÓÅÇÄÁ x′ 6= 1.

4. éÚ x′ = y′ ÓÌÅÄÕÅÔ x = y (ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ,
ÌÉÂÏ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ | ÓÍ. 3).
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5. (áËÓÉÏÍÁ ÉÎÄÕËÃÉÉ). ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N ⊂ N ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: 1) 1 ∈ N,
2) ÉÚ x ∈ N ÓÌÅÄÕÅÔ x′ ∈ N. ôÏÇÄÁ N = N.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ ÁËÓÉÏÍÙ ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (×ÙÞÉÔÁÎÉÑ), ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁÔÕ-
ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ ÉÈ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

óÔÁ×Ñ ÚÁÄÁÞÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔÉ ÁËÓÉÏÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ, çÉÌØÂÅÒÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÌ,
ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÌÁÓØ × ÒÁÍËÁÈ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÈ ÉÍ ÐÒÁ×ÉÌ �ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á ÆÉÎÉÔÉÚÍÁ� (ÏÂ
ÜÔÏÍ ÇÏ×ÏÒÉÌÏÓØ ÐÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ).

÷ 1931 ÇÏÄÕ ë. ç£ÄÅÌØ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ × ÒÁÍËÁÈ ÇÉÌØÂÅÒÔÏ×Á ÆÉÎÉÔÉÚÍÁ ÎÅÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÏÔËÁÚÅ ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ �ÆÉÎÉÔÉÚÍÁ�, ÎÅ-
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉ×ÏÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. üÔÏ ÓÄÅÌÁÌÉ ç. çÅÎÔÃÅÎ × 1936 ÇÏÄÕ É ð. ó. ðÏ-
×ÉËÏ× × 1943. ÷ ÒÁÂÏÔÅ çÅÎÔÃÅÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ × 1883
ÇÏÄÕ ëÁÎÔÏÒÏÍ. ëÁÎÔÏÒ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÌ ÔÅÏÒÉÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× | ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙ-
ÍÉ Ä×ÕÍÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ <, =, > (ÔÏÞÎÅÅ ÐÒÅÄÛÅ-
ÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ, ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ). ëÁÖÄÏÍÕ ÓÞ£ÔÎÏÍÕ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÔÉÐ (ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÒÄÉÎÁÌ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ
ÎÁÚ×ÁÎÉÑ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÒÑÄËÏ×ÙÊ ÔÉÐ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ {1 − 1

n}, n = 1; 2; : : : ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ !,
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1− 1

n ; 1} | ! + 1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á {1− 1
n ; 2− 1

n} | 2! É Ô. Ä. | !2, !!, !!! , . . . áÎÁÌÏÇ
ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÎÄÕËÃÉÉ | ÁËÓÉÏÍÙ 5 ðÅÁÎÏ | ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÁÑ ÉÎÄÕËÃÉÑ.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 3. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂß£ÍÏ× Ä×ÕÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× Ó ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÍÉ
ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ É ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÙÓÏÔÁÍÉ

çÉÌØÂÅÒÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï Ä×ÕÈ ÐÉÓØÍÁÈ Ë ç£ÒÌÉÎÕ, × ËÏÔÏÒÙÈ çÁÕÓÓ ÓÏÖÁÌÅÅÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ-
×ÅÓÔÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÔÅÒÅÏÍÅÔÒÉÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅ-
ÈÏÄÁ (ÉÌÉ �ÍÅÔÏÄÁ ÉÓÞÅÒÐÙ×ÁÎÉÑ�). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏÒÅÍÕ å×ËÌÉÄÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÂß£ÍÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ
ÐÉÒÁÍÉÄ Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÙÓÏÔÁÍÉ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ËÁË ÐÌÏÝÁÄÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ. ðÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ×ÏÏÂÝÅ-
ÔÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÄÌÉÎÁÍÉ
ÓÔÏÒÏÎ. îÏ ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÔÏÒÏÎ a É b ÒÁ×ÎÁ a · b,
ÔÏ ÐÌÏÝÁÄØ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÅÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, ÔÁË ËÁË × 1832
ÇÏÄÕ æÁÒËÁÛ âÏÊÑÉ É × 1833 ÇÏÄÕ ð. çÅÒ×ÉÎ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÈ
ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ
ÏÂÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÏÓÔØ É ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÕÔØ ÏÄÎÏ
É ÔÏ ÖÅ. ç£ÒÌÉÎÇ ÄÏËÁÚÁÌ ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÍÎÏÇÏ-
ÇÒÁÎÎÉËÏ×.

çÉÌØÂÅÒÔ ÏÔÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅ-
ÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÉÒÁÍÉÄ (Õ çÉÌØÂÅÒÔÁ | ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×)
Ó ÒÁ×ÎÙÍÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍÉ É ÒÁ×ÎÙÍÉ ×ÙÓÏÔÁÍÉ. üÔÏ É ÓÏÓÔÁ×ÉÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ.
÷ ÔÏÍ ÖÅ 1900 ÇÏÄÕ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÌ í. äÅÎ. ïÎ ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÎÅÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔØ
ÐÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÐÉÒÁÍÉÄÙ (ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÐÏ ðÌÁÔÏÎÕ) É ËÕÂÁ ÒÁ×ÎÙÈ ÏÂß£ÍÏ×. äÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï äÅÎÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÌÏÖÎÏÅ, ÂÙÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÕÐÒÏÝÅÎÏ × 1903 ÇÏÄÕ ÷. æ. ëÁÇÁÎÏÍ. ðÒÏÓÔÏÅ
(ÉÌÉ, ÔÏÞÎÅÅ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ × 1948{1949 ÇÏÄÁÈ Û×ÅÊÃÁÒÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁ-
ÔÉË èÁÄ×ÉÇÅÒ. ïÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× MI É MII ÒÁ×ÎÙÈ
ÏÂß£ÍÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ
ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× �(M), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒ£Í ÕÓÌÏ×ÉÑÍ
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1) ÅÓÌÉ M1 É M2 | ÒÁ×ÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÔÏ �(M1) = �(M2) (ÕÓÌÏ×ÉÅ ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÎÏÓÔÉ);

2) M =
k⋃

n=1
Mn É Mi É Mj ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÐÒÉ i 6= j, ÔÏ �(M) =

k∑
n=1

�(Mn)
(ÕÓÌÏ×ÉÅ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ);

3) ÅÓÌÉ M(�) ÐÏÄÏÂÎÙÊ Ó M ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË É � | ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÏÄÏÂÉÑ, ÔÏ �(M(�)) = � ·�(M)
(ÕÓÌÏ×ÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ)1

×ÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÂÙ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï
�(MI) = �(MII):

(æÕÎËÃÉÑ � Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ.)
äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ (ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ)

ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ èÁÄ×ÉÇÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÕÀ ÉÎÄÕËÃÉÀ.
ôÅÏÒÅÍÁ äÅÎÁ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n-ÍÅÒÎÏÇÏ (n > 3) ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á: n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ É ÐÒÁ-

×ÉÌØÎÁÑ n-ÍÅÒÎÁÑ ÐÉÒÁÍÉÄÁ | n-ÍÅÒÎÙÊ ÓÉÍÐÌÅËÓ (×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ (n+ 1) ÒÁ×ÎÏÏÔÓÔÏÑÝÉÈ
ÐÏÐÁÒÎÏ ÔÏÞÅË, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ × (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ) ÒÁ×ÎÙÈ ÏÂß£ÍÏ× ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÏ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 4. ðÒÏÂÌÅÍÁ Ï ÐÒÑÍÏÊ ËÁË ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË
÷ Ó×Ï£Í ÄÏËÌÁÄÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÉÓÔÅÍÙ ÁËÓÉÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÉÓ-

ËÌÀÞÉÔØ ÁËÓÉÏÍÕ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÓÔÉ | ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ ×ÎÅ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔ
ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÐÒÑÍÁÑ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÎÎÕÀ, ÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (1826
ÇÏÄ, ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑ 1829{1830 ÇÏÄÙ) | ÇÉÐÅÒÂÏÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÂÌÉ-
ÖÁÊÛÅÊ� Ë Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ. åÓÌÉ ÅÝ£ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ É ÏÔ ÁËÓÉÏÍÙ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚ ÔÒ£È ÔÏÞÅË ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ
ÏÄÎÁ É ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ òÉÍÁÎÁ (ÌÅËÃÉÑ �ï
ÇÉÐÏÔÅÚÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ × ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ� 1854 ÇÏÄÁ, ÐÕÂÌÉËÁÃÉÑ 1867 ÇÏÄÁ) | ÜÌÌÉÐÔÉÞÅ-
ÓËÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. å£ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ î. é. ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ (ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ
ÏÔ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÜÔÉ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÌÕÞÉÌ × 1832 ÇÏÄÕ ñÎÏÛ âÏÊÑÉ, Á ÅÝ£ ÒÁÎØÛÅ ÐÏÄÏÂÎÙÊ
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÏ×ÏÄÉÌ ë. çÁÕÓÓ, ÏÎ ÎÅ ÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ É ÏÔËÒÙÔÏ ÎÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌ ÏÂ ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ).

ïÔËÁÚ ÏÔ ÁËÓÉÏÍÙ áÒÈÉÍÅÄÁ | ÏÔÌÏÖÉ× ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚ ÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÔ-
ÒÅÚËÏ× ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÂÏÌØÛÉÊ, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë �ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ� ÇÅÏÍÅÔÒÉÑÍ (÷Å-
ÒÏÎÅÚÅ × 1891 É çÉÌØÂÅÒÔ × 1899 ÇÏÄÕ).

÷ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÓÔÁ×ÉÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ×ÓÅÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ
�ÐÒÑÍÁÑ� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË.

òÉÓ. 1
1ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ P ÉÍÅÅÍ �(P(2)) = 8 · �(P) É �(P(2)) =

2 · �(P), ÏÔËÕÄÁ �(P) = 0 É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ èÁÄ×ÉÇÅÒÁ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÈ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ
ÒÁ×ÎÏÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ.
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äÌÑ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ æ. ëÌÅÊÎÕ (1871,
1872) ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ËÒÕÇÁ Ó ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ, ×ÙÞÉÓÌÑÅÍÙÍ ÐÏ
ÆÏÒÍÕÌÅ (ÒÉÓ. 1)

dAB = loga
AP
BP + loga

BQ
AQ; a > 1:

ËÏÎÃÙ ÈÏÒÄ | ÔÏÞËÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌ£ÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÑÍÏÊ AB. ðÒÑÍÙÅ, ÐÒÏÈÏ-
ÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C Ó ËÏÎÃÁÍÉ ÎÁ ÄÕÇÁÈ QR É PS ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ ÐÒÑÍÏÊ AB.

çÉÌØÂÅÒÔ ÚÁÍÅÎÉÌ ËÒÕÇ × ÍÏÄÅÌÉ ëÌÅÊÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ É ÐÏÌÕÞÉÌ ÅÝ£ ÏÄ-
ÎÕ ÎÅÅ×ËÌÉÄÏ×Õ ÇÅÏÍÅÔÒÉÀ. ÷ ÎÅÊ, ËÁË É × ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ
ÔÏÞÅË ÄÁ£ÔÓÑ ÐÒÑÍÏÊ. åÝ£ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ Ó ÐÏÄÏÂÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ | ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ íÉÎ-
ËÏ×ÓËÏÇÏ, ÇÄÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ ×ÚÑÔØ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ×ÙÐÕËÌÕÀ
ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ × ÆÉÚÉËÅ. ÷ 1922
ÇÏÄÕ á. á. æÒÉÄÍÁÎ ÎÁÛ£Ì ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÎÛÔÅÊÎÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÚ ËÏÔÏ-
ÒÏÇÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÌÅÎÎÁÑ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ. ÷ 1929 ÇÏÄÕ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ èÁÂÂÌÁ ÐÏÄÔ×ÅÒÄÉÌÉ ÜÔÏÔ
ÆÁËÔ | ÎÁÌÉÞÉÅ ËÒÁÓÎÏÇÏ ÓÍÅÝÅÎÉÑ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ. íÅÔÒÉËÁ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ æÒÉÄÍÁÎÏÍ, ÄÁ-
£Ô ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÒÅÍÅÎÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. üÔÉÍ ÖÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÏÍÉÍÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ëÌÅÊÎÁ, ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ, ÐÒÅÄÌÏ-
ÖÅÎÎÁÑ × 1882 ÇÏÄÕ á. ðÕÁÎËÁÒÅ: ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØ ËÒÕÇÁ Ó �ÐÒÑÍÙÍÉ� | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ ÄÕÇÁÍÉ
ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉ ÇÒÁÎÉÃÕ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÐÏÄ ÐÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ (ÒÉÓ. 2).

òÉÓ. 2

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ A É B ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

dAB = loga
|
^
AP |
|
^
BP |

+ loga
^
BQ
|
^
AQ|

; a > 1:

�ðÒÑÍÙÅ�, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ C, ËÏÎÃÙ ËÏÔÏÒÙÈ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÜÔÉÈ
ÐÒÑÍÙÈ | ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÄÕÇÁÍ

^
QR É

^
PS ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔ �ÐÒÑÍÏÊ�, ÐÒÏ-

ÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A É B | ÕÇÏÌ �ÐÁÒÁÌÌÅÌÉÚÍÁ� ÐÏ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ. ÷ÅÌÉÞÉÎÙ
ÕÇÌÏ× × ÍÏÄÅÌÉ ðÕÁÎËÁÒÅ É ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ìÏÂÁÞÅ×ÓËÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù, Ô. Å. ÍÏÄÅÌØ ËÏÎÆÏÒÍÎÁ. ë
ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÅÝ£ ÏÄÎÏÊ | ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÉÛ£Ì ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÔÅÏÒÉÉ
Á×ÔÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ | × ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ | ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ
ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÐÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ × ÓÅÂÑ.

éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÁÑ × ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÁÈÏÖÄÅ-
ÎÉÀ ×ÓÅÈ ÍÅÔÒÉË (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÐÒÑÍÙÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍÉ (× ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÉÈ
ÍÅÔÒÉË) ÌÉÎÉÑÍÉ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÍÉ Ä×Å ÔÏÞËÉ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ×
1901 ÇÏÄÕ ÕÞÅÎÉËÏÍ çÉÌØÂÅÒÔÁ ç. çÁÍÅÌÅÍ. þÔÏÂÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ çÁÍÅÌÑ ÂÙÌÁ ÑÓÎÁ,
ÐÒÉ×ÅÄ£Í Ä×Á ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÈ ÐÏÑÓÎÉÍ.

ðÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ ÉÌÉ Ä×ÕÍÅÒÎÙÍ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉÎÃÉ-
ÄÅÎÔÎÁÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ� � = {P;L; I}, ÇÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ, I | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ), ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-
ÒÑÀÝÁÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁËÓÉÏÍÁÍ:
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1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË p É q ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÐÒÑÍÁÑ L ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p IL
(p ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÁ L) É q IL;

2) ÄÌÑ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ L É M ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ p ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ p IL É
p IM ;

3) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÙ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ:

1. ðÕÞÏË � ÐÒÑÍÙÈ É ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O.
ôÏÞËÁÍÉ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÅ, Á ÐÒÑÍÙÍÉ | ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÐÕÞËÁ. åÓÔÅ-
ÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔØ: ÐÒÑÍÁÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

2. óÅÍØ ÔÏÞÅË É ÓÅÍØ �ÐÒÑÍÙÈ� | ÔÒÏÅË ÔÏÞÅË {A1; A2; A4}, {A2; A3; A5}, {A3; A4; A6},
{A4; A5; A7}, {A5; A6; A1}, {A6; A7; A2}, {A7; A1; A3} (ÓÍ. ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3

áÆÆÉÎÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F , ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÅ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï A, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÏÐÏ-
ÓÔÁ×ÌÅÎÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A×A (ÐÁÒ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
(a; b)) ËÏÔÏÒÏÇÏ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (a; b) ∈ A×A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ~ab É
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ a É ËÏÎÃÏÍ b, ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:

1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ a ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → ~ax, ÇÄÅ x ÐÒÏÂÅÇÁÅÔ A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÅÊ (×ÚÁÉÍÎÏ
ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ) A ÎÁ L;

2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÔÏÞÅË a, b, c ÉÚ A ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ûÁÌÑ
~ab+ ~bc+ ~ca = ~0

(~0 | ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ).

ðÒÉÍÅÒÁÍÉ ÁÆÆÉÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× Ñ×ÌÑÀÔÓÑ:

1. n-ÍÅÒÎÏÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï A = {a = (a1; : : : ; an)}, ÅÓÌÉ aj ∈ F . ðÒÉ ÜÔÏÍ ~ab =
(b1 − a1; : : : ; bn − an).

2. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ | ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÌÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ | ÕÒÁ×-
ÎÅÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ L | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ çÁÍÅÌÑ.
ðÒÉ ÌÀÂÏÊ ÍÅÔÒÉÚÁÃÉÉ ×ÓÅÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ Å£ ÞÁÓÔÉ �, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ

�ÐÒÑÍÙÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, ÌÉÂÏ � ÅÓÔØ ×ÓÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ É ×ÓÅ �ÐÒÑ-
ÍÙÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÓÌÕÞÁÊ �ÜÌÌÉÐÔÉÞÅÓËÏÊ�
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ), ÌÉÂÏ � ÅÓÔØ ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÁÆÆÉÎÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÓÑ ÁÆÆÉÎÎÁÑ
ÐÌÏÓËÏÓÔØ) É ÐÒÑÍÙÅ �ÕÓÔÒÏÅÎÙ� ËÁË Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÐÒÑÍÙÅ É ÉÍÅÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ É çÉÌØÂÅÒÔÁ).

òÁÂÏÔÁ çÁÍÅÌÑ ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÁÌÁ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ×ÓÅÇÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.
õËÁÖÅÍ ÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ð. æÕÎËÁ (1929), ç. âÕÎÚÅÍÁÎÁ (1942, 1943).
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ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ é. í. ñÇÌÏÍÁ Ë ÞÅÔ×ÅÒÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.
ó. 67{82).

[2] íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ (× ÐÑÔÉ ÔÏÍÁÈ). óÏ×ÅÔÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ. í.: 1977{1985.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 4. ðÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ìÉ, ÂÅÚ
ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÕ

ôÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÄÁÌ çÉÌØÂÅÒÔ ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ. óÁÍÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ (ÉÌÉ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅ-
ÓËÏÊ) ÇÒÕÐÐÙ ×ÏÚÎÉËÌÏ × ËÏÎÃÅ XIX ÓÔÏÌÅÔÉÑ × ÒÁÂÏÔÁÈ æ. ëÌÅÊÎÁ (1872) É óÏÆÕÓÁ ìÉ (1880).
ôÁË ëÌÅÊÎ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ËÁË ÔÅÏÒÉÉ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ËÁËÉÈ-ÔÏ
ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

ðÒÉ×ÅÄ£Í ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÑÄÁ ÐÏÎÑÔÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÊÄ£Ô ÒÅÞØ.
áÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G = {g�; g�; : : :} ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÉ-

ÒÏÄÙ, × ËÏÔÏÒÏÍ ××ÅÄÅÎÁ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ �◦�, ÓÔÁ×ÑÝÁÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÌÀÂÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ
ÐÁÒÅ g
 , g� ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ g� ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G, ÐÒÉÞ£Í ×ÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ
ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) (g
 ◦g�)◦g� = g
 ◦(g� ◦g�) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g
 , g�, g� ÉÚ G (ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÇÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ);

2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ e ∈ G, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ, ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
g ∈ G

g ◦ e = e ◦ g = g;

3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ∈ G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ g−1 ∈ G, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÍ Ë g, ÔÁËÏÊ,
ÞÔÏ

g ◦ g−1 = e:

íÎÏÖÅÓÔ×Ï R = {x} ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÏ-
ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ M ⊂ R ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ⊂ R, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ
ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ M, ÐÒÉÞ£Í ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) ÅÓÌÉ M ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a, ÔÏ M = M;

2) ÅÓÌÉ M ⊂ R, N ⊂ R, ÔÏ M ∪ N = M ∪ N;

3) M = M .

íÎÏÖÅÓÔ×Ï F ⊂ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ F = F. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G ⊂ R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔ-
ËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ R \G | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ. ïÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ a, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ
ÏÔËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ a.
G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ (ÉÌÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ) ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ

1) G | ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ;

2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a, b ÇÒÕÐÐÙ G É ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ W ÜÌÅÍÅÎÔÁ a◦b−1 ÎÁÊÄÕÔÓÑ
ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ U É V ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a É b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏ U ◦ V−1 ⊂W.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ, ÅÓÌÉ G | ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ É ÔÏ-
ÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÐÒÉÞ£Í ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (a; b) 7→ a ◦ b−1 (G × G × G) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÐÏ
ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ.

÷ ÒÁÂÏÔÁÈ ó. ìÉ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÇÒÕÐÐÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ | ÌÏËÁÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×Ù ÌÏËÁÌØÎÙÅ
ÇÒÕÐÐÙ ÇÌÁÄËÉÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, × ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÕÐÐÏ×ÙÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ-
ÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ìÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ÓÉÓÔÅÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁ-
ÚÏ×ÁÎÉÊ

x′i = fi(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; ar); i ∈ {1; 2; : : : ; n}
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ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ

x′′i = fi(x′1; : : : ; x′n; b1; : : : ; br) =
= fi(f1(x1; : : : ; xn; a1; : : : ; ar); : : : ; fn(xn; : : : ; xn; a1; : : : ; ar); b1; : : : ; br) =

= fi(x1; : : : ; xn; c1; : : : ; cr); i ∈ {1; 2; : : : ; n}; (1)

ÇÄÅ c1; : : : ; cr Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ a1; : : : ; ar; b1; : : : ; br.
ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ xi → x′i É x′i → x′′i , i ∈ {1; 2; : : : ; n} É

ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÇÒÕÐÐÏ×ÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.
÷ 1983 ÇÏÄÕ ó. ìÉ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ × ÔÏÍ ÖÅ ÇÏÄÕ ûÕÒÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÇÒÕÐÐÁ

ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁ, Ô. Å. ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ (a1; : : : ; ar) É (c1; : : : ; cr) ÎÁÊÄÕÔÓÑ (b1; : : : ; br) ÔÁ-
ËÉÅ, ÞÔÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × (1), É ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÜÔÕ ÇÒÕÐÐÕ, Ä×ÁÖÄÙ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙ (ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ), ÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÁ.

çÉÌØÂÅÒÔ × ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÅÔ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ ìÉ { ûÕÒÁ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÌÉÛØ ÔÒÅ-
ÂÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÝÉÈ ÇÒÕÐÐÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.

÷ ÎÁÞÁÌÅ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ×Ó£ ÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉ-
ÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, Á ÎÅ ÇÒÕÐÐ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. úÄÅÓØ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÒÁÂÏÔÙ âÒÁÕÜÒÁ 1909{1912
ÇÏÄÏ×, á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á (1930), ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ (1932), ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ (1933{1934), ËÏÔÏÒÙÅ
ÐÒÉ×ÅÌÉ Ë ×ÏÚÎÉËÎÏ×ÅÎÉÀ ÎÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ. æÏÒÍÕÌÉ-
ÒÏ×ËÁ ÐÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÐÒÉÏÂÒÅÌÁ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ: Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕÐÐÏÊ ìÉ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑ-
ÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÌÀÂÁÑ ÌÏËÁÌØÎÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕÐÐÁ? éÎÙÍÉ
ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÐÕÓÔØ ÇÒÕÐÐÁ G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÙÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÅÍ (ËÁË ÍÏÄÅÌØ |
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔØÀ) É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � : (x; y) 7→ x ◦ y−1 ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ?

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×ÏÐÒÏÓ ÄÁÌÉ:
äÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ (1933) | ÄÌÑ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, Ô. Å. ÔÁËÉÈ ÇÒÕÐÐ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ ÌÀÂÏÊ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ g1; : : : ; gn; : : : ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ gn1 ; : : : ; gnk ; : : :, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ G Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ g.

ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎ (1934) ÄÌÑ ÌÏËÁÌØÎÏ ËÏÍÐÁËÔÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕÐÐ, Ô. Å. ÄÌÑ ÔÅÈ ÇÒÕÐÐ, ×
ËÏÔÏÒÙÈ ÇÒÕÐÐÏ×ÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ (g1 ◦ g2 = g2 ◦ g1 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g1; g2 ∈ G) É ÌÀÂÏÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ g ∈ G ÉÍÅÅÔ ËÏÍÐÁËÔÎÕÀ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ;

ë. ûÅ×ÁÌÌÅ (1941) ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÇÒÕÐÐ (ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ,
× íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÉ).

ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÁÌÉ × 1952 ÇÏÄÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ á. çÌÉÓÓÏÎ É ä. íÏÎÔÇÏÍÅÒÉ É ãÉÐÐÉÎ.
ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ å. ç. óËÌÑÒÅÎËÏ, Ó. 101-115).

[2] íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ (× ÐÑÔÉ ÔÏÍÁÈ). óÏ×ÅÔÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ. í.: 1977{1985.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 6. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÁËÓÉÏÍ ÆÉÚÉËÉ

ä. çÉÌØÂÅÒÔ ÎÁÞÉÎÁÅÔ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÛÅÓÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÆÒÁÚÏÊ. �ó ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑÍÉ
ÐÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÂÌÉÚËÏ Ó×ÑÚÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÖÅ
ÏÂÒÁÚÃÕ ÔÅÈ ÆÉÚÉÞÅÓËÉÈ ÄÉÓÃÉÐÌÉÎ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÕÖÅ ÔÅÐÅÒØ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÉÇÒÁÅÔ ×ÙÄÁÀÝÕÀÓÑ
ÒÏÌØ: ÜÔÏ × ÐÅÒ×ÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÔÅÏÒÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É ÍÅÈÁÎÉËÁ.�

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÄÅÌÏ× ÆÉÚÉËÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÒÁÂÏÔÙ
ç. çÁÍÅÌÑ É ò. íÁÒËÏÌÏÎÇÏ ÐÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÍÅÈÁÎÉËÉ, ÷. îÏÌÌÁ | ÐÏ ÍÅÈÁÎÉËÉ ÓÐÌÏÛÎÙÈ
ÓÒÅÄ, ë. ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ | ÐÏ ÔÅÒÍÏÄÉÎÁÍÉËÅ, ä. çÉÌØÂÅÒÔÁ, ì. îÏÒÄÈÁÊÍÁ, äÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎÁ,
ç. âÉÒËÇÏÆÁ | ÐÏ Ë×ÁÎÔÏ×ÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÅ.

ïÄÎÁËÏ ÓÔÏÉÔ ÏÓÔÁÎÏ×ÉÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÁË ÎÁ ×Ó£ ÖÅ ÂÏÌÅÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ
ÄÉÓÃÉÐÌÉÎÅ.

îÁÞÁÌÏ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÙÌÏ ÐÏÌÏÖÅÎÏ × 1917 ÇÏÄÕ ó. î. âÅÒÎ-
ÛÔÅÊÎÏÍ. äÁÌÅÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ á. ìÏÍÎÉÃËÏÇÏ 1923 ÇÏÄÁ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏÅ
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ÒÅÛÅÎÉÅ ×ÏÐÒÏÓÁ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÚÁÃÉÉ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ × 1933 ÇÏÄÕ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ-
×ÙÍ. üÔÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÓÅÊÞÁÓ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÅÈ ÕÞÅÂÎÉËÁÈ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

ðÕÓÔØ 
 = {!} | ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ! ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙ-
ÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ. 
 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. ÷ÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
U ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 
, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ, Ô. Å. ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ: 
 ∈ U ; ÅÓÌÉ A ∈ U É
B ∈ U , ÔÏ A+B ∈ U , A ·B ∈ U , A−B ∈ U .

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ U ÂÙÌÁ ÂÏÒÅÌÅ×ÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÉÌÉ �-ÁÌÇÅÂÒÏÊ: ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ An ∈
U , n ∈ {1; 2; : : :} ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

∞⋃
n=1

An ∈ U ,
∞⋂
n=1

An ∈ U . �-ÁÌÇÅÂÒÁ U ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÓÏÂÙÔÉÊ.
þÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ P , ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ �-ÁÌÇÅÂÒÙ U , ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ,

ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) P (A) ≥ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ A ∈ U (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ);

2) P (
) = 1 (ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÓÔØ);

3) ÅÓÌÉ An ∈ U , n ∈ {1; 2; : : :} É Ai ∩ Aj = ∅ (∅ = A − A ∈ U), ÔÏ P
( ∞⋃
n=1

An
)

=
∞∑
n=1

P (An)
(ÓÞ£ÔÎÁÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÓÔØ).

óÏ×ÏËÕÐÎÏÓÔØ (
;U ; P ) Ó ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-
ÓÔ×ÏÍ.

ðÏÎÑÔÉÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÝÉÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏ-
ÄÅÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ Ñ×ÌÅÎÉÑ É ËÏÎËÒÅÔÉÚÉÒÕÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ â. ÷. çÎÅÄÅÎËÏ Ë ÛÅÓÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.
ó. 116{120).

[2] ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. í.: ïîôé, 1936 (ÎÅÍÅÃËÏÅ ÉÚ-
ÄÁÎÉÅ 1933).

[3] þÉÓÔÑËÏ× ÷. ð. ëÕÒÓ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. í.: îÁÕËÁ, 1982.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 7. éÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ É ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ

åÝ£ × 1744 ÇÏÄÕ × ËÎÉÇÅ �÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÎÁÌÉÚ� ìÅÏÎÁÒÄ üÊÌÅÒ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ×ÏÐÒÏÓ ÏÂ
ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, ÞÔÏ loga b ÐÒÉ b 6= ap=q
É ÃÅÌÏÍ p É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ q ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÄÁÖÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ É ÄÏÌÖÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ËÏÌÉÞÅ-
ÓÔ×ÁÍ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍ�. ÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ �ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ�
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ, Ô. Å. ËÏÒÎÅÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏ-
ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. îÅÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÍÉ.

çÉÌØÂÅÒÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ei�z ÐÒÉ ×ÓÅÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ z ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ,
ÐÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
(
ei�(p=q))q − 1 = 0 ÐÒÉ Þ£ÔÎÏÍ p É

(
ei�(p=q))q + 1 = 0 ÐÒÉ p ÎÅÞ£ÔÎÏÍ, Ô. Å.

ei�z ÐÒÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ z | ÞÉÓÌÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ. çÉÌØÂÅÒÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ
×ÁÒÉÁÎÔ ×ÏÐÒÏÓÁ: �ÅÓÌÉ × ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÕÇÌÁ ÐÒÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ Ë ÕÇÌÕ
ÐÒÉ ×ÅÒÛÉÎÅ ÅÓÔØ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ Ë ÂÏËÏ×ÏÊ
ÓÔÏÒÏÎÅ ÅÓÔØ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ�. ðÏ ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÔÒÕÄÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ËÁË É ÚÁÄÁÞÁ, ÞÔÏ ���
ÐÒÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ �, ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ 0 É 1 É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ �, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 2

√
2

ÉÌÉ e� = i−2i | ÅÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÉÌÉ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ, ÉÌÉ, ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ�.
ëÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÐÅÒ×ÙÅ ÐÒÅÄßÑ×ÉÌ × 1844 ÇÏÄÕ ö. ìÉÕ×ÉÌÌØ |

∞∑
n=1

1
2n! .

ïÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ � ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÎÅÐÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅÐÅÎÉ � ≥ 2, Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ
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ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ p ÃÅÌÙÈ É q ÎÁÔÕÒÁÌØ-
ÎÙÈ ∣∣∣∣�−

p
q

∣∣∣∣ >
C
q� ;

ÇÄÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ C > 0 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ p É q. üÔÏ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×:



|f(p=q)| = |f(p=q)− f(�)| = |�− (p=q)| · |f ′(�+ � · ((p=q)− �)|; � ∈ (0; 1);
|f(p=q)| = |a0p� + a1p�−1 + · · ·+ anq� |

q� ≥ 1
q� :

÷ 1873 ÇÏÄÕ û. üÒÍÉÔ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ e, Á, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ üÒÍÉÔÁ, ×
1882 ÇÏÄÕ æ. ìÉÎÄÅÍÁÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ �.

óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÞ£ÔÎÏ, ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÎÅÓÞ£ÔÎÏ (ç. ëÁÎÔÏÒ), ÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ (Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1) ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ.

ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ �i
√q, ÇÄÅ � 6∈ {0; 1} É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ, Á q | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ, ÄÏËÁÚÁÌ

× 1929 ÇÏÄÕ á. ï. çÅÌØÆÏÎÄ. ÷ 1930 ÇÏÄÕ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ çÅÌØÆÏÎÄÁ, ò. ï. ëÕÚØÍÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ
ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ �

√q ÐÒÉ ÐÒÅÖÎÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ � É q. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, 2
√

2 | ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ.

ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ �� ÐÒÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ �, ÏÔÌÉÞÎÏÍ ÏÔ 0 É 1, É ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ÁÌÇÅ-
ÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ � ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ × 1934 ÇÏÄÕ çÅÌØÆÏÎÄÏÍ, ÒÅÛÉ×ÛÉÍ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÓÅÄØÍÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ
çÉÌØÂÅÒÔÁ.

÷ 1937 ÇÏÄÕ ë. íÁÌÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÉÓÌÁ

0;123456789101112 : : :

(÷ÏÏÂÝÅ, ÅÓÌÉ f(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÉ x ≥ 1 É
f(1) = (a1a2 : : : a�1)q, f(2) = (a�1+1 : : : a�2)q, . . . | ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ f(x), x | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ, ÚÁÐÉÓÁÎ-
ÎÏÅ × ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ q ≥ 2, ÔÏ (0;a1a2 : : : a�1a�1+1 : : : a�2 : : :)q | ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ.)

á. â. ûÉÄÌÏ×ÓËÉÊ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ
∞∑

n=1

an
(n!)k

ÐÒÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÍ a 6= 0 É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ k.
îÅ ×ÙÑÓÎÅÎÁ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÉÒÏÄÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÊ üÊÌÅÒÁ

c = lim
n→∞

(
1 + 1

2 + 1
3 + · · ·+ 1

n − lnn
)

= 0;5772 : : :

É
�(2k + 1) =

∞∑

n=1

1
n2k+1 ; k = 2; 3; : : :

òÏÄÖÅÒ áÐÅÒÅ × 1978 ÇÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÌ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔØ

�(3) =
∞∑

n=1

1
n3 :

÷ 2000{2002 ÇÏÄÁÈ òÅ×ÕÁÌØ É âÏÌÌ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ �(2k+1) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁÃÉ-
ÏÎÁÌØÎÙÈ (ÄÁÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ) É ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÏÃÅÎËÕ ÉÈ ÞÉÓÌÁ ÓÒÅÄÉ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ
2m+ 1.

÷ 2002 ÇÏÄÕ ÷. öÅÄÅÌÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ �(5), �(7), �(9), �(11) ÅÓÔØ ÉÒÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ.
úÎÁÞÅÎÉÑ �(2k) ÌÅÇËÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ � É ÉÈ ÔÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅ-

ÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÉÎÄÅÍÁÎÁ.
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ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ á. ï. çÅÌØÆÏÎÄÁ Ë ÓÅÄØÍÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.
ó. 121{127).

[2] çÅÌØÆÏÎÄ á. ï. ôÒÁÎÓÃÅÎÄÅÎÔÎÙÅ É ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. í.: çéôôì, 1952.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 8. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

÷ ×ÏÓØÍÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ä. çÉÌØÂÅÒÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÔÒ£È ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ:

1) ÐÒÏÂÌÅÍÁ òÉÍÁÎÁ (ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ × 1876 ÇÏÄÕ â. òÉÍÁÎÏÍ): ×ÓÅ �ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ� ÎÕÌÉ ÄÚÅÔÁ-
ÆÕÎËÃÉÉ | ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÉÚ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ � > 1 ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ

�(z) =
∑

n∈N

1
nz ; z = � + i�;

| ÌÅÖÁÔ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ � = 1
2 ;

2) �ÂÉÎÁÒÎÁÑ� ÐÒÏÂÌÅÍÁ è. çÏÌØÄÂÁÈÁ (ÉÚ ÅÇÏ ÐÉÓØÍÁ Ë ì. üÊÌÅÒÕ ÏÔ 07.07.1742): ËÁÖÄÏÅ ÞÅÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ 2n > 3 ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÐÒÏÓÔÙÈ

2n = p1 + p2;

3) ÐÒÏÂÌÅÍÁ �ÂÌÉÚÎÅÃÏ×�: ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÒÁÚÎÏÓÔØÀ 2? ( 3,5;
5,7; 11,13; 17,19; . . . ).

ôÁËÖÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ ÏÂ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ ÐÒÏÂÌÅÍÙ �ÂÌÉÚÎÅÃÏ×�: ×ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × ÐÒÏ-
ÓÔÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

ax+ by + c = 0
Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a, b É c?

ðÒÉ a = b = 1, c = −2n ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÁÒ �ÂÌÉÚÎÅÃÏ×�. ï ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å ÒÅÛÅÎÉÊ
×ÏÐÒÏÓ ÍÏÖÎÏ ÓÔÁ×ÉÔØ ÐÏÔÏÍ.

�-ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ ÒÑÄÁ
�(s) =

∑

n∈N

1
ns ; s ∈ {2; 3; : : :}

×ÐÅÒ×ÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ × 1737 ÇÏÄÕ ì. üÊÌÅÒ. ïÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ × ×ÉÄÅ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

�(s) =
∏

p∈P

(
1− 1

ps
)−1

;

ÇÄÅ P = {p} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. (é ÐÏÌÕÞÉÌ ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ å×ËÌÉÄÏ×Á ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ). îÁÉÂÏÌÅÅ ÇÌÕÂÏËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �-ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÉ ÏÂÎÁ-
ÒÕÖÅÎÙ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË × 1876 ÇÏÄÕ òÉÍÁÎ ÓÔÁÌ Å£ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z = � + it. ïÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÊÌÅÒÏ×ÓËÏÇÏ ÒÑÄÁ

�(s) =
∑

n∈N

1
ns ; Rez = � > 1

ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ×Ï ×ÓÀ ËÏÍÐÌÅËÓÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÏÞËÉ z = 1, ÇÄÅ ÏÎÁ
ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÀÓ Ó ×ÙÞÅÔÏÍ 1, Ô. Å. �(z)− 1

z−1 | ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, É ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

�−z=2�(z=2)�(z) = 1
z(z − 1) +

∞∫

1

(
x z2−1 + x 1−z

2 −1
) ∑

n∈N
e−�xn2dx;
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ÇÄÅ �(w) | ÆÕÎËÃÉÑ üÊÌÅÒÁ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ �(w + 1) =
w�(w) Ó ÎÏÒÍÉÒÏ×ËÏÊ �(1) = 1. ôÁË ËÁË �(w) ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÐÏÌÀÓÙ × ÔÏÞËÁÈ w = −�, � ∈ N,
ÔÏ ÉÚ ÆÏÒÍÕÌÙ òÉÍÁÎÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

�(−2�) = 0; � ∈ N:

îÕÌÉ z = −2�, � ∈ N ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ �ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÍÉ� ÎÕÌÑÍÉ �(z). â. òÉÍÁÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ �(z) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÌÅÖÁÝÉÍÉ × ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÏÓÅ
0 ≤ � ≤ 1, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÎÕÌÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÑÍÙÈ t = 0 É � = 1=2.

óÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (ÐÒÉ � > 1)

ln �(z) = z
∞∫

2

�(x)
x(xz − 1) dx; ÇÄÅ �(x) | ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÓÔÙÈ p ≤ x;

�2(z) =
∑

n∈N

�(n)
nz ; ÇÄÅ �(n) | ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ n;

(ln �(z))′ = � ′(z)
�(z) = −

∑

n∈N

�(n)
nz ; ÇÄÅ �(k) =

{
ln p ÐÒÉ n = pm; p ∈ P; m ∈ N;
0 ÐÒÉ n 6= pm

(�(n) | ÆÕÎËÃÉÑ íÁÎÇÏÌØÄÔÁ)

ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÓÎÕÀ Ó×ÑÚØ �-ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.
òÉÍÁÎ ×ÙÓËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÐÑÔØ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï ÐÏ×ÅÄÅÎÉÉ �-ÆÕÎËÃÉÉ.

1. ðÕÓÔØ N(T ) | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ �(z) × ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ 0 ≤ � ≤ 1, 0 < t < T , z = � + it.
óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏÅ C > 0 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ

∣∣∣∣N(t)−
( 1

2�T lnT + 1 + ln 2�
2� T

)∣∣∣∣ ≤ C · lnT:

2. ðÕÓÔØ {�} | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÅÊ �(z). ôÏÇÄÁ
∑

{�}

1
|�| = ∞;

∑

{�}

1
|�|2 <∞:

3. îÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ a É b, ÞÔÏ

�(z) = aebz
∏

{�}

(
1− z

�

)
ez=�:

4. óÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ {�} ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÏÐÕÓËÁÅÍÏÅ ××ÉÄÕ ÅÇÏ ÇÒÏÍÏÚÄËÏÓÔÉ, ÄÌÑ
ÆÕÎËÃÉÉ

1
2


 ∑

n≤x−0

�(n)
lnn +

∑

n≤x+0

�(n)
lnn


 :

5. ÷ÓÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ �(z) ÌÅÖÁÔ ÎÁ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ � = 1
2 .

÷ 1893 ÇÏÄÕ ÇÉÐÏÔÅÚÙ 2 É ú ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ ö. áÄÁÍÁÒÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ × ÇÉÐÏÔÅÚÅ ú ÞÉÓÌÏ a = 1=2,
ÞÉÓÌÏ b = ln 2 + 1

2 ln� − 1− 1
2C, ÇÄÅ C | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ üÊÌÅÒÁ.

÷ 1894 ÇÏÄÕ ÇÉÐÏÔÅÚÙ 1 É 4 ÂÙÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ è. íÁÎÇÏÌØÄÔÏÍ. ÷ 1914 ÇÏÄÕ è. èÁÒÄÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ
ÏÄÎÕ ÆÏÒÍÕÌÕ òÁÍÁÎÕÄÖÁÎÁ, ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ � = 1=2 ÌÅÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÈ ÎÕÌÅÊ �(z).

÷ 1942 ÇÏÄÕ ÎÏÒ×ÅÖÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË á. óÅÌÂÅÒÇ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ A > 0, ÐÒÉ
ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ �(z) ×ÉÄÁ z = 1

2 + iT ÐÒÉ 0 < T < t ÂÏÌØÛÅ A · T lnT (ÓÒÁ×ÎÉÔÅ
Ó ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ íÁÎÇÏÌØÄÔÏÍ ÇÉÐÏÔÅÚÏÊ 1 òÉÍÁÎÁ).
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÷ 1958 ÇÏÄÕ ÎÁ ü÷í �óÔÒÅÌÁ� áî óóóò î. íÅÌÌÅÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÎÕÌÉ �(z) × ×ÅÒÈÎÅÊ
ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÏÌÕÐÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 15 000 ÄÏ 35 337 ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ � = 1=2.

äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÙ ×ÓÅ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÉ �(z) ×ÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁ-
ÀÔ ÏÃÅÎËÉ |�(1+ it)|, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ �ÍÅÔÏÄÏÍ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÕÍÍ� é. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á. üÔÉ
ÏÃÅÎËÉ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÓÁÍÉÍ é×ÁÎÏÍ íÁÔ×ÅÅ×ÉÞÅÍ É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ. üÔÉÍ ÖÅ ÍÅÔÏÄÏÍ é. í. ÷ÉÎÏ-
ÇÒÁÄÏ× ÄÏËÁÚÁÌ × 1937 ÇÏÄÕ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÎÅÞÅÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ d > 0, ÐÒÅÄÓÔÁ-
×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒ£È ÐÒÏÓÔÙÈ. üÔÉÍ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ �ÔÅÒÎÁÒÎÁÑ� ÐÒÏÂÌÅÍÁ
çÏÌØÄÂÁÈÁ. óÏÂÓÔ×ÅÎÎÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ì. üÊÌÅÒÕ, ËÏÔÏÒÙÊ × ÏÔ×ÅÔÎÏÍ ÐÉÓØÍÅ çÏÌØÄ-
ÂÁÈÕ ÎÁ ÕÐÏÍÉÎÁ×ÛÅÅÓÑ ÐÉÓØÍÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÁÐÉÓÁÌ, ÞÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ
çÏÌØÄÂÁÈÏÍ, ÎÏ ÉÚ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ-
ÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒ£È ÐÒÏÓÔÙÈ. ÷ 1923 ÇÏÄÕ
ç. èÁÒÄÉ É äÖ. ìÉÔÔÌ×ÕÄ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÔÏ ÅÓÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÕ òÉÍÁÎÁ Ï ÎÕÌÑÈ �-ÆÕÎËÃÉÉ (ÔÏÞ-
ÎÅÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Å£ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ
ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÔÒ£È ÐÒÏÓÔÙÈ. é. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ ÜÔÏ ÂÅÚ ÇÉÐÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ.
÷ 1946 ÇÏÄÕ à. ÷. ìÉÎÎÉË ÄÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ×Á, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÅ ÎÁ ÍÅÔÏÄÁÈ
ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ.

ó ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÕ òÉÍÁÎÁ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ
ÞÉÓÌÏ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÐÒÏÓÔÙÈ É Í�ÅÎØÛÉÈ N ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ N+, Á
ÎÅÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ | ÞÅÒÅÚ N−, ÔÏ

lim
N→∞

N−
N+

= 0
(

lim
N→∞

N+
N = 1

)
:

÷ 1930 ÇÏÄÕ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÉÍ ÍÅÔÏÄÁ, ì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ
ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n > 1 ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ C ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞÅÍ C ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ n,
ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ. õ ûÎÉÒÅÌØÍÁÎÁ C = 8 000 000. ÷ 1935 ÇÏÄÕ î. òÏÍÁÎÏ× ÓÎÉÚÉÌ C ÄÏ 2208, × 1936
ä. òÉÞÞÉ | ÄÏ 67 É × 1950 ç. ûÁÐÉÒÏ É ä. ÷ÁÒÇÁ | ÄÏ 20.

÷ 1937 ÇÏÄÕ î. ç. þÕÄÁËÏ×, Á × 1938 ô. üÓÔÅÒÍÁÎ É, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ é. ÷ÁÎ-ÄÅÒ-ëÏÒÐÕÔ ÕÖÅ ÂÅÚ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÕ òÉÍÁÎÁ Ï ÎÕÌÑÈ �-ÆÕÎËÃÉÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ

lim
N→∞

N+
N = 1:

é. í. ÷ÉÎÏÇÒÁÄÏ× ÄÁÌ É ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÐÒÏÓÔÙÈ
ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ax+ by + cz = d
Ó ÐÏÐÁÒÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ a, b, c É d ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ d > 0.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax+ by = c ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.
ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÂÌÅÍÙ �ÂÌÉÚÎÅÃÏ×�, ÎÁÄÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÏÒ×ÅÖÓËÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ

÷. âÒÕÎÁ 1919 ÇÏÄÁ: ÒÑÄ ÉÚ ÏÂÒÁÔÎÙÈ ÂÌÉÚÎÅÃÁÍ ×ÅÌÉÞÉÎ ÉÌÉ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ, ÉÌÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ôÁËÖÅ
âÒÁÕÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N ÞÉÓÌÏ ÂÌÉÚÎÅÃÏ×, ÍÅÎØÛÉÈ N , ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
×ÅÌÉÞÉÎÙ A N

ln2N (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ A > 0). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �(N) ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ
N ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ

lim
N→∞

�(N)
N= lnN = 1:

ðÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ (ÁÐÒÉÏÒÎÏÍ) ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌÁ ÜÔÏ × 1849 ÄÏËÁÚÁÌ ð. ì. þÅÂÙÛÅ×, Á ÓÕÝÅÓÔ×Ï-
×ÁÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÁ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÉ × 1896 ÇÏÄÕ ö. áÄÁÍÁÒ É û. ö. ÄÅ ÌÁ ÷ÁÌÌÅ-ðÕÓÓÅÎ.

ä. çÉÌØÂÅÒÔ ÐÏÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ çÏÌØÄÂÁÈÁ É ÐÒÏÂÌÅÍÁ �ÂÌÉÚÎÅÃÏ×� ÂÕÄÕÔ ÄÏËÁÚÁÎÙ,
ÅÓÌÉ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ òÉÍÁÎÁ Ï ÎÕÌÑÈ �-ÆÕÎËÃÉÉ. òÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏ-
ÌÕÞÅÎÏ. ôÅÍ ÂÏÌÅÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÎÁÌÏÇÏ× �-ÆÕÎËÃÉÉ | ËÏÎÇÒÕÜÎÃ-L-ÆÕÎËÃÉÊ
ÐÏÄÏÂÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÏËÁÚÁÌ × 1941 ÇÏÄÕ áÎÄÒÅ ÷ÅÊÌØ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 9. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ × ÌÀÂÏÍ
ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ

÷ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Ú×ÕÞÉÔ ÔÁË: ÄÏËÁÚÁÔØ ÚÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ
×ÙÞÅÔÏ× l-ÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ × ÌÀÂÏÍ ÞÉÓÌÏ×ÏÍ ÐÏÌÅ (l | ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, l | ÃÅÌÁÑ ÓÔÅÐÅÎØ ÞÉÓÌÁ 2,
l | ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ).

åÝ£ ð. æÅÒÍÁ ÚÎÁÌ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ z2 +1 ÐÒÉ ÃÅÌÏÍ z ÎÅÔ ÐÒÏÓÔÙÈ
×ÉÄÁ 4k + 3 (4k − 1) É ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ×ÉÄÁ 4k + 1. ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

z2 + 1 ≡ 0 (mod p)

ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÍ p ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ p = 2 ÉÌÉ p ≡ 1 (mod 4).
üÔÏÔ ÆÁËÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ √a 6= Z, ÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ

z2 − a;

ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ 2 É ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ a, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ {4ak+b},
ÇÄÅ 0 < b < 4a É b ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó 4a.

ïÐÉÓÁÎÉÅ ÔÅÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ (ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ×), ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÒÏÓÔÙÅ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÅÌ z2−a
É ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ãÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ ×ÙÞÅÔÏÍ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ
p 6= 2, ÅÓÌÉ a ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p É ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ z2 − a ≡ 0 (mod p) ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, Ô. Å. (z2 − a) ÄÅÌÉÔÓÑ
ÎÁ p. åÓÌÉ ÖÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ z2−a ≡ 0 (mod p) ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÔÏ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÍ
ÎÅ×ÙÞÅÔÏÍ.

÷ ÓÉÌÕ �ÍÁÌÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ�, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p,

ap−1 − 1 =
(
a p−1

2 − 1
)(

a p−1
2 + 1

)
≡ 0 (mod p);

Ô. Å.
ÉÌÉ a p−1

2 ≡ 1 (mod p); ÉÌÉ a p−1
2 ≡ −1 (mod p):

÷ 1772 ÇÏÄÕ üÊÌÅÒ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ É (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á) ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÌ × 1783 ÇÏÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ
ËÒÉÔÅÒÉÊ:

a p−1
2 ≡ 1 (mod p); ÅÓÌÉ a | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ;

a p−1
2 ≡ −1 (mod p); ÅÓÌÉ a | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ:

÷ 1785 ÇÏÄÕ ÎÅÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ üÊÌÅÒÁ ÐÒÉ×ÅÌ ìÅÖÁÎÄÒ. ðÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-
ÓÔ×Ï ÄÁÌ × 1801 ÇÏÄÕ ë. çÁÕÓÓ. ÷ÓÅÇÏ ÖÅ ÏÎ ÎÁÛÅÌ ÓÅÍØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× ËÒÉÔÅÒÉÑ üÊÌÅÒÁ.

ìÅÖÁÎÄÒ ××£Ì ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÓÉÍ×ÏÌ ìÅÖÁÎÄÒÁ) ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ p É a, ÎÅ ÄÅÌÑÝÅÇÏÓÑ ÎÁ p:
(a
p

)
=

{
+1; ÅÓÌÉ a Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ;
−1; ÅÓÌÉ a Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ÎÅ×ÙÞÅÔ:

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÓÉÍ×ÏÌÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ:
(
a
p

)
=

(
a1
p

)
ÐÒÉ a ≡ a1 (mod p);

(
a
p

)
≡ a p−1

2 (mod p)
(ËÒÉÔÅÒÉÊ üÊÌÅÒÁ);

(
a1·a2
p

)
=

(
a1
p

)
·
(
a2
p

)
| ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÉÌÉ Ä×ÕÈ

ÎÅ×ÙÞÅÔÏ× ÅÓÔØ ×ÙÞÅÔ, Á ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÙÞÅÔÁ ÎÁ ÎÅ×ÙÞÅÔ ÅÓÔØ ÎÅ×ÙÞÅÔ.
éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ

(
a
p

)
ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ a ÄÁ£Ô ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ z2 − a. üÔÏ É

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ çÁÕÓÓÁ:
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1) ÅÓÌÉ p É q | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ p ÄÌÑ q É q ÄÌÑ p ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ
×ÙÞÅÔÙ ÉÌÉ ÎÅ×ÙÞÅÔÙ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÉ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó (+1) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4. åÓÌÉ ÖÅ
ÏÂÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ Ó (−1) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 4, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÞÅÔ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÇÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÎÅ×ÙÞÅÔ
ÄÌÑ ÐÅÒ×ÏÇÏ. ÷ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÉÍ×ÏÌÁ ìÅÖÁÎÄÒÁ

(q
p

)
= (−1) p−1

2
q−1

2

(p
q

)
;

2)
(
−1
p

)
= (−1) p−1

2 , Ô. Å. (−1) Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ ÄÌÑ p ≡ 1 (mod 4) É ÎÅ×ÙÞÅÔ ÄÌÑ p ≡
−1 (mod 4);

3)
(

2
p

)
= (−1) p

2−1
8 , Ô. Å. 2 | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÊ ×ÙÞÅÔ ÄÌÑ p ≡ ±1 (mod 8) É ÎÅ×ÙÞÅÔ ÄÌÑ p ≡

±3 (mod 8).

ïÔÓÀÄÁ, ÅÓÌÉ a = (−1)�2�q1 · · · qk, ÇÄÅ �; � ∈ {0; 1}, q1; : : : ; qk | ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ, ÔÏ
(a
p

)
=

(−1
p

)(2
p

)� (q1
p

)
· · ·

(qk
p

)
:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ
(
a
p

)
ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÁËÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ

4|a| ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ p.
åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ a, ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏÅ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ n ×ÙÞÅÔÏÍ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏ

ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ p, ÅÓÌÉ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ

xn − a ≡ 0 (mod p)

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.
ïÄÎÁËÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÎÁ ×ÙÞÅÔÙ ÓÔÅÐÅÎÉ n > 2 ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ

ÏÔ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (×ÍÅÓÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
x2 − 1 = 0 ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ×ÉÄÁ xn − 1 = 0).

áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ × ÐÏÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÐÏÈÏÖÅÊ ÎÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÒÉ ÕÞÅÔÅ Ä×ÕÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÌÉÞÉÊ.

1) ÷ ËÏÌØÃÅ ÃÅÌÙÈ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉÃ, Ô. Å.
ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÌÑ, ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÔÁËÖÅ ÃÅÌÙÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × ×ÏÐÒÏÓÁÈ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉ-
ÈÏÄÉÔÓÑ �ÓËÌÅÉ×ÁÔØ� ÞÉÓÌÁ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÍÉ, × ÏÄÉÎ ÏÂßÅËÔ �ÇÌÁ×-
ÎÙÊ ÄÉ×ÉÚÏÒ�.

2) þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔØ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÄÉ×ÉÚÏ-
ÒÏ× | ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÄÉ×ÉÚÏÒÏ× ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÂßÅÄÉÎÉÔØ
× ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÄÉ×ÉÚÏÒÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÙÅ.

ëÌÁÓÓÙ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÄÉ×ÉÚÏÒÕ p ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ
ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÐÏÌÑ ×ÙÞÅÔÏ× ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ p. óÔÅÐÅÎØ f ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÏ-
ÒÑÄËÏÍ (ÓÔÅÐÅÎØÀ) p. þÉÓÌÏ pf ËÌÁÓÓÏ× ×ÙÞÅÔÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÏÊ p (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Np). ôÏÇÄÁ
ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×ÙÍ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ

a(Np)−1 ≡ 1 (mod p):

úÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÄÌÑ n = 4 × ÐÏÌÅ Q(i) (i = e�i2 = e 2�i
4 ) ÂÙÌ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎ çÁÕÓÓÏÍ É ÏÐÕ-

ÂÌÉËÏ×ÁÎ × ÓÏÂÒÁÎÉÉ ÅÇÏ ÓÏÞÉÎÅÎÉÊ × 1863 ÇÏÄÕ (ÐÏÓÌÅ ÓÍÅÒÔÉ). äÌÑ n = 3, × ÐÏÌÅ Q(ei 2�
3 ) |

üÊÚÅÎÛÔÅÊÎÏÍ × 1844 ÇÏÄÕ. úÁËÏÎ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ n × ÐÏÌÅ Q(ei 2�
n ) ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ × 1850

ÇÏÄÕ ëÕÍÍÅÒ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÎÁ n. ïÄÎÁËÏ × 1922 ÇÏÄÕ ôÁËÁÇÉ ÐÏËÁÚÁÌ,
ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÉÚÌÉÛÎÅ.
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ñ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÚÁËÏÎÁ ×ÚÁÉÍÎÏÓÔÉ ÓÔÅÐÅÎÎÙÈ ×ÙÞÅÔÏ× ÓÔÅÉÅÎÉ n (Ï ÞÅÍ É ÇÏ×ÏÒÉÌ çÉÌØ-
ÂÅÒÔ) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ n = pk, ÇÄÅ p | ÐÒÏÓÔÏÅ, ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ × 1948 ÇÏÄÕ
é. ò. ûÁÆÁÒÅ×ÉÞ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÄÅ×ÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ä. ë. æÁÄÄÅÅ×Á,
ó. 131{140).

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 10. úÁÄÁÞÁ Ï ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

ä. çÉÌØÂÅÒÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÕËÁÚÁÔØ ÓÐÏÓÏÂ, ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ ÌÉ × ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ P = 0.
ðÒÉ ÜÔÏÍ P | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.
1. îÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; am ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÍ

ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P (a1; : : : ; am;x1; : : : ; xn) Ó ÃÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ (m+n) ÐÅÒÅ-
ÍÅÎÎÙÈ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ a1; : : : ; am ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÃÅÌÙÅ x1; : : : ; xn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

P (a1; : : : ; am;x1; : : : ; xn) = 0:

2. îÅËÏÔÏÒÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ a1; : : : ; am ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅ-
ÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÉÌÏ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ), ÐÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ ×ÓÅ ÎÁÂÏÒÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×ÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÎÁÂÏÒ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎ (ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×).

÷ 1970 ÇÏÄÕ ÍÏÌÏÄÏÊ ÌÅÎÉÎÇÒÁÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË à. ÷. íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÅÒÅ-
ÞÉÓÌÉÍÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÙÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1).

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞ ×Ù×ÅÌ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÅÇÏ ÍÅÔÏÄÁ (ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ), ÐÏÚ×ÏÌÑ-
ÀÝÅÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÉÍÅÅÔ ÏÎÏ ÒÅÛÅÎÉÑ × ÃÅÌÙÈ
ÞÉÓÌÁÈ, ÉÌÉ ÎÅÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ 2).

äÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á íÁÔÉÑÓÅ×ÉÞ ×Ù×ÅÌ ÉÚ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×ÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ Ó×ÏÊ-
ÓÔ×Á ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (a; b):

b = '2a;
ÇÄÅ '1 = 1, '2 = 1, '3 = 2, '4 = 3, '5 = 5, . . . , 'n+1 = 'n + 'n−1 | ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ
æÉÂÏÎÁÞÞÉ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÊ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 1 ÒÅÚÕÌØÔÁÔ × 1962 ÇÏÄÕ ÄÏËÁÚÁÌÉ äÅ×ÉÓ,
ðÕÔÎÁÍ É òÏÂÉÎÓÏÎ.

éÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÅÓÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÔÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ
ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-
ÎÁ. úÎÁÞÉÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ 1) ×ÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ
ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁËÉÍÉ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ n!, 2n É Ô. Ð.
ïÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ × ÄÅÓÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÌ × 1966 ÇÏÄÕ äÅ×ÉÓ, ÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÂÙ ÉÚ

ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ≥ 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÉÏÆÁÎÔÏ×Á ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x3 − zy3 = 1

Ó x > zk.
÷ 1916 ÇÏÄÕ â. î. äÅÌÏÎÅ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ z ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x3 − zy3 = 1

ÐÏÍÉÍÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ. ïÄÎÁËÏ ÏÃÅÎÏË ×ÅÌÉÞÉÎÙ x ÐÏ
ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó z ÎÅÔ.
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ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÄÅÓÑÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. èÍÅÌÅ×ÓËÏ-
ÇÏ, ó. 141{153).

[2] ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ | ÎÁÕËÁ É ÐÒÏÆÅÓÓÉÑ. âÉÂÌÉÏÔÅÞËÁ �ë×ÁÎÔ�, ÷ÙÐ. 64. í.:
îÁÕËÁ, 1988.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 11. ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ó ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ
ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ

÷ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. íÁÎÉÎ ÏÔÍÅÞÁÅÔ, ÞÔÏ × ÕÚËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÁ ËÁË ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÅÏÒÉÉ
Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ ÆÏÒÍ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (Ô. Å. Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏÌÑ),
ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ë 1900-ÍÕ ÇÏÄÕ. ÷ ÛÉÒÏËÏÍ ÖÅ ÓÍÙÓÌÅ | ÜÔÏ ÓÅÒÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× èÁÓÓÅ, çÅËËÅ, úÉÇÅÌÑ
É ÄÒÕÇÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÈ
ÆÏÒÍ ÎÁÄ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ.

ðÕÓÔØ K | ÐÏÌÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÉÄÁ r1
√w1 + · · · rs√ws, ÇÄÅ rj , wj |

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ, Á√wj =∈ Q, f É g | Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÎÁÄK ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

f =
n∑

i;j=1
aijxixj ; g =

n∑

p;q=1
bpqypyq; aij ; bpq ∈ K:

æÏÒÍÙ É f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÎÁÄ K, ÅÓÌÉ ÏÄÎÁ ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÕÀ ÎÅ×ÙÒÏ-
ÖÄÅÎÎÙÍ ÌÉÎÅÊÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ

yp =
n∑

i=1
�pixi; p ∈ {1; : : : ; n}; �pi ∈ K; det(�pi) 6= 0:

þÉÓÌÏ a ∈ K ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÏÊ f , ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f = a ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ × K.
ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ èÁÓÓÅ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Kv ÐÏÌÑ K (ÐÒÅ-

ÄÅÌÙ ×ÓÅÈ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÐÏ ÍÅÔÒÉËÅ v ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ) ÐÏ ÌÀÂÙÍ ÍÅÔÒÉËÁÍ v | ÁÒÈÉ-
ÍÅÄÏ×ÙÍ É ÎÅÁÒÈÉÍÅÄÏ×ÙÍ. (ÆÕÎËÃÉÑ v : K ×K → R ÍÅÔÒÉËÁ, ÅÓÌÉ 1) v(x; y) ≥ 0 É v(x; y) = 0 ⇔
x = y, 2) v(x; y) = v(y; x), v(x; y) ≤ v(x; z) + v(z; y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y; z ∈ K).

þÔÏÂÙ ÆÏÒÍÁ g ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÉÚ ÆÏÒÍÙ f ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÂÙ
ÜÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÍÅÓÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÐÏÌÑÈ Kv. èÁÓÓÅ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÐÏÌÑ K ÎÁ ËÏÌØÃÏ O ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ë. úÉÇÅÌØ
× ÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ Ó×ÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÒÅÛÅÎÉÊ f = a ÐÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁÄ
ËÏÌØÃÏÍ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÆÏÒÍÏÊ f É ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÏÄÉÎÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. íÁ-
ÎÉÎÁ, ó. 154{158).

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 12. òÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÏÎÅËÅÒÁ ÏÂ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÐÏÌÑÈ ÎÁ
ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ

÷ 1853 ÇÏÄÕ ëÒÏÎÅËÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÁÂÅÌÅ×Ï (Ô. Å. ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ) ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ
ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ×ÓÅÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ëÒÏÎÅËÅÒÁ
ÂÙÌÏ ÎÅÐÏÌÎÙÍ. áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÄÁÌ × 1886{1887 ÇÏÄÁÈ ç. ÷ÅÂÅÒ.

÷ Ä×ÅÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÚÁÄÁÞÕ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ {
÷ÅÂÅÒÁ ÎÁ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ËÏÇÄÁ ÐÏÌÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ
ÞÉÓÌÏ×ÏÅ ÐÏÌÅ.

ðÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ÷ÅÂÅÒÁ ÄÁÌ × 1951 ÇÏÄÕ é. ò. ûÁÆÁÒÅ×ÉÞ.
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éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ÷ÅÂÅÒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÒÕÐÐÙ çÁÌÕÁ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÙ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÁÂÅÌÅ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÐÏÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Q, Ô. Å. AQ=Q ÇÒÕÐÐÙ ËÌÁÓÓÏ×
ÓÍÅÖÎÏÓÔÉ × AQ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ Q (ÄÌÑ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ: ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÁ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ
Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÃÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÅ Z2 | ÇÒÕÐÐÅ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 2). ïËÁÚÁÌÏÓØ,
ÞÔÏ ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÙ AQ=Q ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÍÕ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍÕ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ∏
p6=p∞

Up ÇÒÕÐÐ Up p-ÁÄÉÞÅÓËÉÈ ÅÄÉÎÉÃ. åÓÌÉ p | ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ {x0; x1 : : :} ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ
xn ≡ xn−1 (mod pn); n ∈ N

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ p-ÁÄÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ. íÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p-ÁÄÉÞÅÓËÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ
p-ÁÄÉÞÅÓËÏÅ ÃÅÌÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x0 6≡ 0 (mod p).

÷ 1936 ÇÏÄÕ ë. ûÅ×ÁÌÌÅ ××£Ì ÐÏÎÑÔÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÁÄÅÌÅÊ É ÇÒÕÐÐÙ ÉÄÅÌÅÊ | ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ËÏÌØÃÁ ÁÄÅÌÅÊ. æÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÓÄÅÌÁÌÏ ÂÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ËÒÁÊÎÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ.
ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∏

p6=p∞
Up ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÅ ËÌÁÓÓÏ× ÉÄÅÌÅÊ JQ=Q∗, ÐÏ Å£ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏ-

ÎÅÎÔÅ. éÍÅÎÎÏ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÁ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ÷ÅÂÅÒÁ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ
ÐÏÌÑ K: ÇÒÕÐÐÁ çÁÌÕÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÁÂÅÌÅ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ AK ÐÏÌÑ K ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕÐÐÅ
ËÌÁÓÓÏ× ÉÄÅÌÅÊ JK=K∗ ÐÏÌÑ K ÐÏ Ó×ÑÚÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ.

üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ | ÐÌÏÄ ÔÒÕÄÁ ÒÑÄÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×: çÉÌØÂÅÒÔ, ôÁËÁÇÉ, þÅÂÏÔÁÒ£×, áÒÔÉÎ, èÁÓ-
ÓÅ, ûÅ×ÁÌÌÅ, îÁËÁÑÍÁ, èÏÈÛÉÌØÄ, á. ÷ÅÊÌØ, ôÜÊÔ É ÄÒÕÇÉÈ.

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ, ×ÏÐÒÏÓ Ï Ñ×ÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÐÏÌÑ AK (ËÁË × ÔÅÏÒÅÍÅ ëÒÏÎÅËÅÒÁ { ÷ÅÂÅÒÁ) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ
ÏÔËÒÙÔÙÍ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë Ä×ÅÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. íÁÎÉ-
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 13. îÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÝÅÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÓÅÄØÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÊ, ÚÁ×ÉÓÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÏÔ Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×

÷ ÄÏËÌÁÄÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÎÏÍÏÇÒÁÆÉÉ, ÓÔÁ×ÑÝÅÊ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
ËÒÉ×ÙÈ, ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ËÏÒÎÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÏÍÏÇÒÁÍÍ.

äÌÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÄÏ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ×ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ËÏÒÎÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÕÐÅÒ-
ÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÄÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ | ËÏÒÎÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ É ËÕÂÉÞÅÓËÏÇÏ (ÆÏÒÍÕÌÙ ëÁÒÄÁÎÏ { æÅÒÒÁÒÉ).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ þÉÒÎÇÁÕÚÅÎÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÞÅÔÙÒÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ
É ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ, ÏÂÝÅÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ n-ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ

tn + a1tn−4 + · · ·+ an−1t+ 1 = 0:

ëÁË ÐÏËÁÚÁÌ î. áÂÅÌØ, ÕÖÅ ÐÒÉ n = 5 ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

t5 + a4t+ 1 = 0

ÎÅÌØÚÑ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÐÁÒÁÍÅÔÒ a4 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÞÅÔÙÒ£È ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÅÊ-
ÓÔ×ÉÊ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÉÚ×ÌÅÞÅÎÉÑ ËÏÒÎÑ. ïÄÎÁËÏ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ | ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÐÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÐÑÔÉ
ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ | ÏÔ a4, áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ËÁÒÔÉÎÁ É ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

t6 + a4t2 + a5t+ 1 = 0:
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ôÁË ËÁË ËÏÒÎÉ ×ÙÐÉÓÁÎÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ ÐÑÔÏÊ É ÛÅÓÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ Ä×ÕÈ
ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÏÍÏÇÒÁÍÍ. ðÏÜÔÏÍÕ çÉÌØÂÅÒÔ É ÓÔÁ×ÉÔ
ÚÁÄÁÞÕ Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

t7 + x · t3 + y · t2 + z · t+ 1 = 0

ÞÅÒÅÚ x, y, z. ïÎ ÐÏÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÊ
ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÈ. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

F (x; y; z) = xy + yz

ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ×ÉÄÅ

F = w(u(x; y); v(y; z));

ÇÄÅ
w(u; v) = u+ v; u(x; y) = x · y; v(x; y) = y · z:

üÔÁ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÊ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ

F (x; y; z) = xy + yz + zx;

ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕËÁÚÁÔØ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÕÀ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÀ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ Å£. îÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ × ×ÉÄÅ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ

xy + yz + zx = w
(
u
(
p(x; y); q(y; z)

)
; v

(
r(y; z); s(z; x)

))
;

ÇÄÅ

w(u; v) = u+ v; u(p; q) = p+ q; p(x; y) = xy; q(y; z) = yz; v(r; s) = s; s(z; x) = zx:

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÃÅÌÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ) ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ
ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ,
ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ

f(x; y) = x+ y; g(x; y) = xy; h(x) = x+ a; e(x) = a · x:

÷ ÎÁÞÁÌÅ 1956 ÇÏÄÁ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ n-ÍÅÒÎÏÍ ËÕÂÅ
ÆÕÎËÃÉÑ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ n ≥ 4 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ. ÷ 1957 ÇÏÄÕ ÓÔÕÄÅÎÔ 3-ÇÏ ËÕÒÓÁ ÍÅÈÍÁÔÁ íçõ (ÎÙÎÅ ÁËÁÄÅÍÉË òáî) ÷. é. áÒÎÏÌØÄ ÕÓÉÌÉÌ
ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á | Ó×ÏÅÇÏ ÕÞÉÔÅÌÑ | É ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ n ÐÅ-
ÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ 3n ÆÕÎËÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑ,
Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ × ÆÕÎËÃÉÀ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÕÎËÃÉÉ
(n− 1) ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. äÌÑ n = 3, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

f(x; y; z) =
3∑

r=1

(
'r(ur(x; y); z) +  r(vr(x; y); z) + �r(wr(x; y); z)

)

| ×ÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÄÅ×ÑÔÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ
ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

üÔÉÍ ÂÙÌ ÄÁÎ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ × ÔÒÉÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔÁ.
÷ ÔÏÍ ÖÅ 1957 ÇÏÄÕ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ n-ÍÅÒ-

ÎÏÍ ËÕÂÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ

2n+1∑

q=1
hq




n∑

p=1
'p;q(xp)


 ;
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ÇÄÅ ×ÓÅ hq(u) ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, Á 'p;q(xp) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ, ÎÏ É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f . ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ

f(x; y) =
5∑

q=1
hq('q(x) +  q(y));

ÇÄÅ 'q(x),  q(y) ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ f .
÷ 1930 ÇÏÄÕ î. ë. âÁÒÉ ÄÏËÁÚÁÌÁ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f(t) ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×

×ÉÄÅ
f(t) = f1(g1(t)) + f2(g2(t)) + f3(g3(t));

ÇÄÅ ×ÓÅ ÆÕÎËÃÉÉ fi, gi ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙ.
éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÕÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ

n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÄÎÏÇÏ
ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ.

÷ÏÚ×ÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÒÉÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ n
ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÅÎØ-
ÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (çÉÌØÂÅÒÔ, ïÓÔÒÏ×ÓËÉÊ).

÷ 1954 ÇÏÄÕ á. ç. ÷ÉÔÕÛËÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ p ÒÁÚ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ
ÆÕÎËÃÉÉ n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÅÊ ÆÕÎËÃÉÊ, Õ ËÏ-
ÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ë ÞÉÓÌÕ ÉÍÅÀÝÉÈÓÑ Õ ÎÉÈ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÏ× ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ
n=p. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÔÒÉÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÌØÚÑ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝ£, ÞÔÏ ÏÓÎÏ×ÎÙÍ ÁÐÐÁÒÁÔÏÍ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á Ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ
ÌÀÂÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÔÒ£È ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Ñ×ÉÌÓÑ ÁÐÐÁÒÁÔ ××ÅÄ£ÎÎÙÈ × 1950
ÇÏÄÕ á. ó. ëÒÏÎÒÏÄÏÍ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÕÒÏ×ÎÑ ÆÕÎËÃÉÉ.
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ËÉÎÁ, ó. 163{170).

[2] áÒÎÏÌØÄ ÷. é. ï ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÐÅÒÐÏÚÉÃÉÉ
ÆÕÎËÃÉÊ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ. ÷ÙÐ. 3, 1958, ó. 41{
61.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 14. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ
ÆÕÎËÃÉÊ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ m ÃÅÌÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (Ô. Å. ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×) X1; : : : ; Xm ÏÔ n ÐÅÒÅÍÅÎ-
ÎÙÈ x1; : : : ; xn: 




X1 = f1(x1; : : : ; xn);
: : :
Xm = fm(x1; : : : ; xn):

(2)

÷ÓÑËÁÑ ÃÅÌÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) ÏÔ X1; : : : ; Xm ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑ-
ÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ x1; : : : ; xn. ïÄÎÁËÏ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÔØ ÄÒÏÂÎÙÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ R
ÏÔ X1; : : : ; Xm | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× |, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (2) ÄÁÄÕÔ ÃÅÌÕÀ
ÆÕÎËÃÉÀ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) ÏÔ x1; : : : ; xn. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ çÉÌØÂÅÒÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÍÉ ÏÔ
X1; : : : ; Xm. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ËÁÖÄÁÑ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÏÊ, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÁ,
ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÈ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÁÑ. ôÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÌØÃÏÍ. çÉÌØÂÅÒÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ×ÓÅÇÄÁ
ÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÏÔ X1; : : : ; Xm, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÕÀ
×ÓÑËÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÃÅÌÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Ô. Å. Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÄÓÉÓÔÅÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ)?

çÉÌØÂÅÒÔ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ Ó×ÑÚØ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ.
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÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÐÒÉ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ K[x1; : : : ; xn] | ËÏÌØÃÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ K (ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÐÒÉ-
ÎÁÄÌÅÖÁÔ ÐÏÌÀ K). ðÕÓÔØ G | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ K-Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏÇÏ ËÏÌØÃÁ, K[x1; : : : ; xn]G
| ÐÏÄËÏÌØÃÏ G-ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. éÍÅÅÔ ÌÉ ÐÏÄËÏÌØÃÏ K[x1; : : : ; xn]G ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Ï ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ?

äÌÑ ÒÑÄÁ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÂÙÌ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ. äÌÑ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕÐ-
ÐÙ ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÌ ÓÁÍ çÉÌØÂÅÒÔ. ïÄÎÁËÏ × 1956 ÇÏÄÕ îÁÇÁÔÁ ÐÏÓÔÒÏÉÌ ÐÒÉÍÅÒ ÇÒÕÐÐÙ G, ÄÌÑ
ËÏÔÏÒÏÊ K[x1; : : : ; xn]G ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÞÅÔÙÒÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. íÁ-

ÎÉÎÁ, ó. 171{174).

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 15. óÔÒÏÇÏÅ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÓÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ûÕÂÅÒÔÁ
÷ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÎÅ ÓÔÁ×ÉÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ÎÅÏÂ-

ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ ÓÒÅÄÓÔ×, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÙÌÉ ÂÙ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ×ÙÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ ûÕÂÅÒÔÁ.

éÓÞÉÓÌÅÎÉÅ ûÕÂÅÒÔÁ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÌÏÓØ ÎÁ ÔÏÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÕÓÌÏ×ÉÀ, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ
ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ.
îÁÌÏÖÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ×, Á ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÅ
ÉÈ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ | ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. ðÏÄÒÁÚÕÍÅ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ
ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏ× É ÕÓÌÏ×ÉÑ, ÎÁËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ ÎÁ ÜÔÉ ÏÂßÅËÔÙ, ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ
ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÁÌÇÅÂÒÙ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏÂßÅËÔÙ × ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ | ÜÔÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÉÌÉ ÓÈÅ-
ÍÙ çÒÏÔÅÎÄÉËÁ. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ
É ÎÁÄ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÑÔÎÁÄÃÁÔÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÓÔÉÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÁ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅ-
ÔÒÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÆÆÅËÔÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ á. ÷ÅÊÌÑ Ñ×ÉÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï
ÇÉÐÏÔÅÚÙ òÉÍÁÎÁ Ï �-ÆÕÎËÃÉÉ ËÒÉ×ÙÈ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÐÏÌÑÍÉ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ
[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÐÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. íÁ-

ÎÉÎÁ, ó. 175{181).

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 16. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ É ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ
ðÕÓÔØ F (x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x, y, Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. îÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË
ÓÆÅÒÕ × ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÙ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÅ
ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË (x; y; z) ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ

znF
(x
z ;
y
z
)

= 0:

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÐÏÒÑÄËÁ n (ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ
ÐÌÏÓËÏÓÔÉ).

÷ 1876 ÇÏÄÕ á. èÁÒÎÁË ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ×ÅÔ×ÅÊ ÔÁËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ
×ÅÌÉÞÉÎÙ 1

2(n− 1)(n− 2) + 1
É ÐÏÓÔÒÏÉÌ ËÒÉ×ÙÅ Ó ÔÁËÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ M -ËÒÉ×ÙÅ. ðÒÉ
ÜÔÏÍ M -ËÒÉ×ÁÑ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ





F = 0
@F
@x = 0
@F
@y = 0



ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ 47

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ | ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÓÏ-
ÂÙÈ ÔÏÞÅË.

ï×ÁÌÏÍ, ÉÌÉ ÞÅÔÎÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÎÁ ÐÒÏÅËÔÉ×ÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÁÌÇÅÂÒÁ-
ÉÞÅÓËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ, ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÓÆÅÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Ä×Å ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ËÒÉ×ÙÅ. åÓÌÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÅ ÎÁ
ÓÆÅÒÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ, ÔÏ ÏÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÐÁÒÎÙÍ
ËÕÓËÏÍ.

÷ ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÔÁ×ÉÔ ×ÏÐÒÏÓ Ï ×ÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ M -ËÒÉ×ÙÈ ÐÏÒÑÄËÁ n ≥ 6. äÌÑ n = 4 M -ËÒÉ×ÁÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ï×ÁÌÏ×, ÒÁÓÐÏÌÏ-
ÖÅÎÎÙÈ ×ÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÄÌÑ n = 5 | ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÐÁÒÎÏÇÏ ËÕÓËÁ É ÛÅÓÔÉ Ï×ÁÌÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ
ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

äÌÑ n = 6 çÉÌØÂÅÒÔ ÐÏÓÔÒÏÉÌ M -ËÒÉ×ÕÀ Ó ÄÅ×ÑÔØÀ Ï×ÁÌÁÍÉ ×ÎÕÔÒÉ ÄÅÓÑÔÏÇÏ É ÏÄÎÉÍ ×ÎÅ
ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ. òÁÎÅÅ èÁÒÎÁË ÐÏÓÔÒÏÉÌ M -ËÒÉ×ÕÀ Ó ÏÄÎÉÍ Ï×ÁÌÏÍ × ÄÒÕÇÏÍ É ÄÅ×ÑÔØÀ Ï×ÁÌÁÍÉ ×ÎÅ
ÜÔÏÇÏ É ×ÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

÷ 1933 É 1938 ÇÏÄÁÈ é. ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÉÊ ÐÏÌÕÞÉÌ ÒÑÄ ÇÌÕÂÏËÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ
×ÏÐÒÏÓÁÍ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÏÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÒÉ n = 2m ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ ÐÏÒÑÄËÁ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ
ÉÍÅÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 3n(n−2)

8 +1 Ï×ÁÌÏ×, ÌÅÖÁÝÉÈ ×ÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ðÒÉ n = 6 ÞÉÓÌÏ ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ
10 É 11 Ï×ÁÌÏ× M -ËÒÉ×ÏÊ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

ä. á. çÕÄËÏ× ÐÏÓÔÒÏÉÌ M -ËÒÉ×ÕÀ ÛÅÓÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÐÑÔØÀ Ï×ÁÌÁÍÉ ×ÎÕÔÒÉ ÛÅÓÔÏÇÏ É ÐÑÔØÀ
Ï×ÁÌÁÍÉ ×ÎÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ É ×ÎÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.

é. ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÏÍÕ É ï. á. ïÌÅÊÎÉË ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÑÄ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÏÍÕ ËÒÕÇÕ ×Ï-
ÐÒÏÓÏ×, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ Ï ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÍ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Å ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÅÊ. îÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ
ÐÏËÁ ÄÁÌÅËÉ ÏÔ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÈ.

÷ ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ÓÐÒÁÛÉ×ÁÅÔÓÑ É Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÞÉÓÌÅ É ×ÚÁÉÍÎÏÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÉ
ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ× ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dy
dx = P (x; y)

Q(x; y) ;

ÇÄÅ P , Q | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ n ÏÔ x É y. é × ÜÔÏÍ ×ÏÐÒÏÓÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÕÓÐÅÈÏ× ÎÅÔ.
÷. é. áÒÎÏÌØÄ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ É ÉÎÙÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ÐÌÁÎÅ ÔÏÐÏÌÏ-
ÇÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÈ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÒÁ×ÎÏ ËÁË É ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏ×ÎÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅ-
ÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

íÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÐÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÁÔØÅ à. ó. éÌØÑÛÅÎËÏ (ÓÍ. ÓÐÉÓÏË
ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

dy
dx = yn +

n−1∑

k=0
ak(x)yk;

ÇÄÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ | ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÎÁ
ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÃÉÌÉÎÄÒÁ, ÐÒÉ n ≤ 3 ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ× ÎÅ ÐÒÅ×ÙÛÁÅÔ n, Á ÐÒÉ n ≥ 4 ÍÏÖÅÔ
ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ. åÓÌÉ |ak| < C, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÃÉËÌÏ× ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ eeC

3n

(à. ó. éÌØÑÛÅÎËÏ).
ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÛÅÓÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ ï. á. ïÌÅÊ-
ÎÉË, ó. 182{195).

[2] éÌØÑÛÅÎËÏ à. ó. óÔÏÌÅÔÎÑÑ ÉÓÔÏÒÉÑ 16-ÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. íãîíï, 2003. ó. 135{
213.

ðÒÏÂÌÅÍÁ � 17. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÆÏÒÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

ðÏÄ ÆÏÒÍÏÊ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÃÅÌÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ) Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔØ | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÀÄÕ.
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ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ × ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ
âÅÚÕ (Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ)

a0(x− z1) · · · (x− zn);

ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ p(x) ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉ-
ÅÎÔÁÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆ-
ÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. äÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË. ÷ 1888 ÇÏÄÕ, ÎÅ ÕËÁ-
ÚÙ×ÁÑ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ, ÜÔÏ ÐÏËÁÚÁÌ çÉÌØÂÅÒÔ. ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉÍÅÒ ÐÒÉ×£Ì × 1967 ÇÏÄÕ
ô. íÏÃËÉÎ:

F (x; y) = x2y2(x2 + y2 − 3) + 1:
ðÒÉ x · y = 0 ÏÞÅ×ÉÄÎÏ F (x; y) = 1. óÞÉÔÁÑ x · y 6= 0, ÉÍÅÅÍ: x2, y2, 1

x2y2 ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. ôÁË ËÁË
x2 · y2 · 1

x2y2 = 1, ÔÏ ÐÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÍÅÖÄÕ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ

x2 + y2 + 1
x2y2

3 ≥ 3

√
x2y2 · 1

x2y2 = 1;

ÏÔËÕÄÁ F (x; y) ≥ 0 ÕÖÅ ×ÓÀÄÕ. ðÕÓÔØ

F (x; y) =
∑

f2
j (x; y);

ÇÄÅ fj(x; y) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ôÏÇÄÁ 1 = F (x; 0) = ∑ f2
j (x; 0)

É fj(x; 0) = cj , ÏÔËÕÄÁ fj(x; y) = cj +y ·gj(x; y). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ fj(x; y) = c′j +x ·g′j(x; y). åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ
c′j = cj É fj(x; y) = cj + xy · hj(x; y). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,

x2y2(x2 + y2 − 3) + 1 = x2y2 ∑
h2
j (x; y) + 2xy

∑
cjhj(x; y) +

∑
c2
j

ÉÌÉ
x2y2(x2 + y2 − 3)− x2y2 ∑

h2
j = 2xy

∑
cjhj +

∑
c2
j − 1: (∗)

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ
deg hj = deg fj − 2 ≤ 1

2 degF − 2 = 1:

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ × ÐÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ (*) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ×ÙÛÅ 3, Á ×ÓÅ ÏÄÎÏÞÌÅÎÙ × ÌÅ×ÏÊ
ÞÁÓÔÉ | ÓÔÅÐÅÎØ ÎÅ ÎÉÖÅ 4. üÔÏ ×ÌÅÞÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

x2y2(x2 + y2 − 3)− x2y2 ∑
h2
j ≡ 0 ⇔ x2 + y2 − 3 ≡

∑
h2
j :

ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ x = y = 0 ÔÏÇÄÁ −3 = ∑h2
j (0; 0) ≥ 0. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ É ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ

ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ x2y2(x2 + y2 − 3) + 1 × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.
÷ 1978 ÇÏÄÕ á. ìÁËÓ É ä. ìÁËÓ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÑÔÉ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; x5

5∑

i=1

∏

j 6=i
(xi − xj)

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÎÅÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. îÅÌØÚÑ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×
×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÆÕÎËÃÉÀ

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1:

÷ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ çÉÌØÂÅÒÔ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ
ÏÔ Ä×ÕÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

÷ 1927 ÇÏÄÕ å. áÒÔÉÎ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ
ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌ ÄÁÎ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ, ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ × ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.

÷ 1965 ÇÏÄÕ á. ðÆÉÓÔÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÔÅÏÒÅÍÅ áÒÔÉÎÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ
n ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2n.
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ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ à. é. íÁ-
ÎÉÎÁ, ó. 196{199).

[2] ðÒÁÓÏÌÏ× ÷. ÷. óÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, � 1 (8), 1999.
ó. 29{44.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 18. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÚ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕÐÐÕ G = {g} Ä×ÉÖÅÎÉÊ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á En, Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÒÅ-
ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ É ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ
ÐÒÑÍÙÍÉ. çÒÕÐÐÏ×ÏÊ ÏÐÅÒÁÃÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ Ä×ÉÖÅÎÉÊ.

çÒÕÐÐÁ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÏÞËÁ A ∈ En É ÞÉÓÌÏ r > 0, ÞÔÏ
ÅÓÌÉ 0 < �(A; g(A)), g ∈ G, ÔÏ �(A; g(A)) > r.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï � ⊂ En ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÇÒÕÐÐÙ G, ÅÓÌÉ

1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A;B ∈ �, A 6= B É ÌÀÂÏÇÏ g ∈ G: B 6= g(A);

2) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ C ∈ En ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅ A ∈ � É g ∈ G, ÞÔÏ C = g(A).

÷ÓÑËÁÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G Ä×ÉÖÅÎÉÊ En Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ � ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ n-ÍÅÒÎÏÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ.

÷ ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÚÁÄÁ£Ô Ä×Á ×ÏÐÒÏÓÁ:

1. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ n-ÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ
ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏ× ÇÒÕÐÐ Ä×ÉÖÅÎÉÊ Ó ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ?

2. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÇÒÕÐÐ Ä×É-
ÖÅÎÉÊ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ×Ó£ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÂÅÚ ÐÒÏÂÅÌÏ×, ÕËÌÁÄÙ×ÁÑ
ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÅ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×?

åÝ£ ÏÄÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Å ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ
× ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÅËÁÒÔÏ×Ù ÒÅÐÅÒÙ ÏÄÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, ÞÔÏ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ × ÜÔÉÈ ÒÅÐÅÒÁÈ
ÏÐÉÓÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÉÍÉ É ÔÅÍÉ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÒÅÐÅÒÙ
ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÉ, ÔÏ ÇÒÕÐÐÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜÎÁÎÔÉÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

âÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ 17 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, Á
× ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å 230, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 11 ÉÍÅÀÔ ÜÎÁÎÔÉÏÍÏÒÆÎÙÅ ÐÁÒÎÙÅ ÉÍ ÇÒÕÐÐÙ.

÷Ù×ÏÄ 230 ÔÒ£ÈÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅÎÎÙÈ ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ ÂÙÌ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÓÄÅ-
ÌÁÎ × 1890{1891 ÇÏÄÁÈ å. ó. æ£ÄÏÒÏ×ÙÍ É û£ÎÆÌÉÓÏÍ.

åÓÌÉ Ë ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÓÔÉ É ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ
ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ × G n-ÍÅÒÎÏÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ T ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÎÏÓÏ×, ÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
ËÒÉÓÔÁÌÌÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ, Ô. Å. ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ çÉÌØÂÅÒÔÁ, ÌÅÇËÏ
ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ×ÙÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ × 1911 ÇÏÄÕ æÒÏÂÅÎÉÕÓÏÍ.

óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ T ÐÒÉ n = 2 ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ. äÌÑ n = 3 ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÌÉ
û£ÎÆÌÉÓ × 1891 É ãÁÓÓÅÎÇÁÕÚ × 1948 ÇÏÄÁÈ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÒÕÄÎÙÅ É ÐÏËÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÙ.
äÌÑ n > 3 ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÐÏÄÇÒÕÐÐÙ T ÄÏËÁÚÁÌ × 1910{1912 ÇÏÄÁÈ âÉÂÅÒÂÁÈ É, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÄÁÌ
ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÏÐÒÏÓ ÉÚ ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ.

÷ 1948 ÇÏÄÕ ãÁÓÓÅÎÇÁÕÚ ÄÁÌ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ n-ÍÅÒÎÙÈ ËÒÉÓÔÁÌÌÏ-
ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕÐÐ. îÏ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ×ÓÅ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ
ÇÒÕÐÐÙ n-ÍÅÒÎÙÈ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉÃ. äÌÑ n = 2, n = 3 ÏÎÉ ÄÁ×ÎÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ, ÎÏ ÐÒÉ n > 3
ÕÄÏÂÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅÔ.
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îÁ ×ÔÏÒÏÊ ×ÏÐÒÏÓ ÉÚ ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ × 1928 ÇÏÄÕ ÄÁÌ ÏÔ×ÅÔ òÅÊÎÇÁÒÄÔ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÇÒÕÐÐ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÍÉ
ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

÷ ×ÏÐÒÏÓÅ ËÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÐÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ
ÏÂÌÁÓÔÑÍÉ ÇÒÕÐÐ Ä×ÉÖÅÎÉÊ, ÄÁÖÅ ÄÌÑ n = 3 ÎÅ ×Ó£ ÄÏ ËÏÎÃÁ ×ÙÑÓÎÅÎÏ. ÷ 1961 ÇÏÄÕ â. î. äÅÌÏÎÅ
ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÉ, ÞÔÏÂÙ ËÏÎÇÒÕÜÎÔÎÙÅ ÓÄ×ÉÇÉ ÉÍÅÌÉ ÂÙ ÓÍÅÖÎÙÅ
(n− 1)-ÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÎÉ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ, ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÌØËÏ
ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ.

÷ ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÓÔÁ×ÉÔ É ×ÏÐÒÏÓ ËÁË ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÌÏÔÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓÐÏ-
ÌÏÖÉÔØ × ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÔÅÌ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÛÁÒÏ× ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ-
ÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÉÌÉ ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ ÉÌÉ × ÐÒÅÄÐÉÓÁÎÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ.
ðÌÏÔÎÏÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÜÔÏ ÔÁËÏÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ë
ÎÅÚÁÐÏÌÎÅÎÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ�.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ×ÏÓÅÍÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ â. î. äÅ-
ÌÏÎÅ, ó. 200{203).

ðÒÏÂÌÅÍÙ �� 19, 20

ïÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉ ËÁÖÄÏÅ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ × ÞÁÓÔÎÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÄÌÑ
ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÅÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÎ-
ÔÅÇÒÁÌÙ (� 19)?

äÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ ËÁÖÄÁÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÁÑ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÄÁÎÎÙÅ ÇÒÁ-
ÎÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁÌÏÖÅÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÄÏÐÕÝÅÎÉÑ É ÅÓÌÉ, × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ, ÓÁÍÏÍÕ
ÐÏÎÑÔÉÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÉÄÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅ ÔÏÌËÏ×ÁÎÉÅ (� 20)?

ôÁËÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ä. çÉÌØÂÅÒÔ ÚÁÄÁÞÉ �� 19 É 20, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ
ËÏÍÍÅÎÔÁÔÏÒÁÍÉ ×ÍÅÓÔÅ.

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ×ÉÄÁ
∫∫

D

F
(
x; y; u; @u@x;

@u
@y

)
dxdy → extr

(@u
@x = p; @u@y = q

)
:

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ u(x; y) ÄÁ£Ô ÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÌÁÂÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ, ÔÏ ÏÎÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ ìÁÇÒÁÎÖÁ (üÊÌÅÒÁ { ìÁÇÒÁÎÖÁ)

@F
@u −

@
@x

(@F
@p

)
− @
@y

(@F
@q

)
= 0

ÐÒÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌÁ Õ u(x; y)
(ÕÐÒÏÝÁÀÝÅÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ). ïÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ

@2F
@p2 ·

@2F
@q2 −

( @2F
@p@q

)2
≥ 0:

çÉÌØÂÅÒÔ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÅ

@2F
@p2 ·

@2F
@q2 −

( @2F
@p@q

)2
> 0:

É ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ.
áÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ × ÐÏÌØÚÕ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔ×ÅÔÁ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓ × ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ìÁÐÌÁÓÁ

@2u
@x2 + @2u

@y2 = 0:
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Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ üÊÌÅÒÁ { ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ
∫∫

D

(p2 + q2)dxdy

É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ìÁÇÒÁÎÖÁ (1760{1761) Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÑÈ, Ó×ÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÎÁÈÏ-
ÖÄÅÎÉÀ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ∫∫

D

√
1 + p2 + q2dxdy:

÷ 1904 ÇÏÄÕ ó. î. âÅÒÎÛÔÅÊÎ ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ F |
ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÁÑ É ÒÅÛÅÎÉÅ u(x; y) | ÔÒÉÖÄÙ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏ.

÷ 1912 ÇÏÄÕ ìÉÈÔÅÎÛÔÅÊÎ ÏÓÌÁÂÉÌ ÜÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÄÏ C2

 , 0 < 
 < 1, Ô. Å. ×ÔÏÒÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ç£ÌØÄÅÒÁ ÐÏÒÑÄËÁ 
:

|f(x+ �; y + �)− f(x; y)| ≤ C
(√

�2 + �2
)

:

÷ 1926 ÇÏÄÕ èÁÁÒ ÏÓÌÁÂÉÌ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÓÔÉ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÏ C1

 Á × 1938 ÇÏÄÕ íÏÒÒÉ | ÄÏ C0

1
(ËÌÁÓÓ ìÉÐÛÉÃÁ). ïÄÎÁËÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÜÔÉÍ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ, ÐÏÓËÏÌØ-
ËÕ ×ÓÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÉÚÉÒÕÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ
ÎÅ ÐÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÉÈ ÞÌÅÎÏ× ËÌÁÓÓÕ C0

1.
÷ ÓÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ ×ÉÄÁ

∫

D

F
(
x1; : : : ; xn;u1; : : : ; uk;J1

(@ui
@xj

)
; : : : ; Jm

(@ui
@xj

))
dx1 · · · dxn;

ÇÄÅ Js
(
@ui
@xj

)
| ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ ×ÓÅÈ ÐÅÒ×ÙÈ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÏ ×ÓÅÍ ÎÅÚÁ×ÉÓÉ-

ÍÙÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍ. ðÒÉ ÞÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ, ËÁË É ÇÏ×ÏÒÉÌ çÉÌØÂÅÒÔ ×
Ä×ÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.

úÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ × 1959{1961 ÇÏÄÁÈ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÌÉ ï. á. ìÁÄÙÖÅÎÓËÁÑ É î. î. õÒÁÌØ-
ÃÅ×Á. ïÎÉ ÎÁÛÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ ÓÔÁÃÉÏÎÁÒÎÕÀ (ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀ × ÎÕÌØ ÐÅÒ×ÕÀ ×ÁÒÉÁÃÉÀ
ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ) ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎËÃÉÀ u ÉÚ ËÌÁÓÓÁ óÏÂÏÌÅ×Á, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ u ËÌÁÓÓÕ
C�l Ó l ≥ 2, � > 0, ÅÓÌÉ F ÔÁËÖÅ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ É ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ
é. ç. ðÅÔÒÏ×ÓËÏÇÏ 1939 ÇÏÄÁ ÐÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔÉ F ÓÌÅÄÕÅÔ É ÁÎÁÌÉÔÉÞÎÏÓÔØ ÏÂÏÂÝÅÎ-
ÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ u ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉ ÁÐÒÉÏÒÎÏÍ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÅÇÏ W 1

�.
äÁÖÅ × ÚÁÄÁÞÅ Ï ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÐÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÇÌÁÄËÏÓÔØ

ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÉÄÁ u(x; y) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ ×ÙÐÕËÌÏÓÔÉ
ÏÂÌÁÓÔÉ D. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÓÅÇÄÁ.

ó. î. âÅÒÎÛÔÅÊÎ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ×
ÒÑÄ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ (p; q) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× É ÐÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ÓÕ-
ÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ { ìÁÇÒÁÎÖÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÒÏÓÔ F ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ√
p2 + q2 ÂÙÓÔÒÅÅ ÐÅÒ×ÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ.
ïÂÏÂÝÅÎÎÙÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ × 1902 ÇÏÄÕ á. ìÅÂÅÇ. üÔÉ

ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ì. ôÏÎÅÌÌÉ (1929, 1933) É íÏÒÒÉ (1943).
íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ×ÏÐÒÏÓÙ ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ É Ä×Á-

ÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍ ÏÔ×ÅÔÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ.
ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ Ë ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ É Ä×ÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅ-
ÍÁÍ á. ç. óÉÇÁÌÏ×Á, ó. 204{215 É ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ï. á. ïÌÅÊÎÉË Ë ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ,
ó. 216{219).

[2] áÈÉÅÚÅÒ î. é. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÍÕ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ. í.: çéôôì, 1955.
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 21. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÙÈ
ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÇÒÕÐÐÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ

òÅÛÅÎÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

dyi
dz =

n∑

j=1
Rij(z) · yj ; i ∈ {1; : : : ; n} (∗)

Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ É ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÍÉ
× ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ P. éÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
ÉÚÏÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÓÏÂÙÈ ÔÏÞÅË, ×ÈÏÄÑÝÅÅ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {z1; : : : ; zk; z0 = ∞}, ÇÄÅ z1; : : : ; zk | ÐÏÌÀÓÙ
×ÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ Rij(Z). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÕÖÅ ÉÚ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏ×:

dy
dz = 1

2z y ⇒ y = � · √z; dy
dz = − 1

z2 y ⇒ y = � · e1=z:

çÒÕÐÐÁ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ (*) | ÜÔÏ ÇÒÕÐÐÁ ÍÁÔÒÉÃ C ÐÏÒÑÄËÁ n × n, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ G = P \ {z1; : : : ; zk; z0}, ~z ∈ G É Y (z) | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (*), ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ~z. åÓÌÉ 
 | ÚÁÍËÎÕÔÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ ×
~z, ÔÏ ÐÒÉ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ×ÄÏÌØ 
 ÍÁÔÒÉÃÁ Y (z) ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ × Y (z) · C
 , ÇÄÅ C
 |
ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ n × n. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ 
1 É 
2 ÇÏÍÏÔÏÐÎÙ, Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅ-
ÐÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ '(t), 0 ≤ t ≤ 1 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ '(0)
1 = 
1, '(1)
1 = 
2, ÔÏ C
1 = C
2 .
åÓÌÉ ÖÅ 
 = 
1 · 
2, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÏÂÈÏÄÅ 
2 ÔÏÞËÉ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ, ÔÏ C
 = C
1 · C
2 . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 → C
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÌÁÓÔÉ G × ÏÂÝÕÀ
ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÇÒÕÐÐÕ GL(n;C) | ÇÒÕÐÐÕ ÍÁÔÒÉÃ n × n Ó ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ïÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ
ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÏÊ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ �(~z;C) ÓÉÓÔÅÍÙ (*).

ðÒÉ ÜÔÏÍ �(~z′;C) = T−1�(~z;C)T , ÇÄÅ T | ÐÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ. åÓÌÉ 
 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ
ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ zm, ÔÏ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ C(m) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÅÛÅÎÉÊ
ÓÐÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ òÉÍÁÎÁ

C(0) · C(1) · · ·C(m) = E;

ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ n× n.
÷ 1857 ÇÏÄÕ â. òÉÍÁÎ ÐÏÓÔÁ×ÉÌ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÐÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÏÂÌÁÓÔÉG = P\{z1; : : : ; zk; z0} Ó ÚÁÒÁÎÅÅ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ z1; : : : ; zk,
z0 = ∞ × ÇÒÕÐÐÕ GL(n;C). óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ n ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÁÌØ-
ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ (Ô. Å. ×ÉÄÁ (*)), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ
ËÁËÁÑ-ÔÏ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄÁÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, òÉ-
ÍÁÎ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕËÓÏ×Á ÔÉÐÁ:

dyi
dz =

k∑

j=1

rij
z − zj

yj ; i ∈ {1; : : : ; k}:

÷ ÔÏÍ ÖÅ 1857 ÇÏÄÕ òÉÍÁÎ × ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÒÅÛÉÌ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ k = n = 2 É Ñ×ÎÏ
ÕËÁÚÁÌ ÎÕÖÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.

÷ 1884 ÇÏÄÕ á. ðÕÁÎËÁÒÅ, Á × 1905 É 1906 ÇÏÄÁÈ ì. ûÌÅÚÉÎÇÅÒ ÒÅÛÁÌÉ ÚÁÄÁÞÕ òÉÍÁÎÁ, ÎÏ
ÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÌÉ ÐÒÏÂÅÌÙ É ÎÅ ÂÙÌÉ ÓÔÒÏÇÉÍÉ. îÁ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÉ ÕËÁÚÁÌ é. ðÌÅÍÅÌØ,
ËÏÔÏÒÙÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÉÀ ÆÒÅÄÇÏÌØÍÏ×ÙÈ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, × 1908 ÇÏÄÕ ÄÁÌ ÐÏÌÎÏÅ
ÒÅÛÅÎÉÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k É n. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × 1900 É 1905 ÇÏÄÁÈ çÉÌØÂÅÒÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ ÓÌÕÞÁÊ n = 2
É k | ÌÀÂÏÅ.

÷ 191ú ÇÏÄÕ ç. âÉÒËÇÏÆ ÔÁËÖÅ ÄÁÌ ÐÏÌÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ òÉÍÁÎÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØ-
ÎÙÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ, Á ÏÄÎÕ ÁÐÐÒÏËÓÉÍÁÃÉÏÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, âÉÒËÇÏÆ ÄÏËÁÚÁÌ ÒÁÎÅÅ ÉÍ ÖÅ
ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ òÉÍÁÎÁ { çÉÌØÂÅÒÔÁ (ÔÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌÏÓØ ÐÏÓÌÅ
1900 ÇÏÄÁ, ËÏÇÄÁ çÉÌØÂÅÒÔ ×ËÌÀÞÉÌ ÚÁÄÁÞÕ òÉÍÁÎÁ × ÞÉÓÌÏ 23-È ÐÒÏÂÌÅÍ).



ï ÐÒÏÂÌÅÍÁÈ çÉÌØÂÅÒÔÁ 53

÷ 1957 ÇÏÄÕ ò£ÒÌØ ÄÏËÁÚÁÌ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ òÉÍÁÎÁ ÕÖÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÙÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ-
ÔÏ×, ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅËÏÍÐÁËÔÎÏÊ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÇÒÕÐÐ ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ. çÒÕÐÐÙ
ÍÏÎÏÄÒÏÍÉÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÙ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ üÊÌÅÒÁ

znd
ny
dzn + a1 · zn−1dn−1y

dzn−1 + · · ·+ an−1z
dy
dz + an · y = 0

É ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÁÐÅÒÉÔÃÁ

d2y
dz2 +

(1− �− �′
z − a + 1− � − �′

z − b + 1− 
 − 
′
z − c

)
+

+
(��′(a− b)(a− c)

z − a + ��′(b− c)(b− a)
z − b + 

′(c− a)(c− b)

z − c

)
y = 0;

ÇÄÅ � + �′ + � + �′ + 
 + 
′ = 1; a, b, c | ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �, �′, �, �′,

, 
′ | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ × ÔÏÞËÁÈ a, b, c. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ
ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ × ×ÉÄÅ ÓÉÓÔÅÍ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ þ. ò£ÒÌÑ Ë Ä×ÁÄÃÁÔØ ÐÅÒ×ÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ.
ó. 220{223).

[2] íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ. óÏ×ÅÔÓËÁÑ ÜÎÃÉËÌÏÐÅÄÉÑ (× ÐÑÔÉ ÔÏÍÁÈ). í.: 1978{1985).

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÎÏÍÅÒ 22. õÎÉÆÏÒÍÉÚÁÃÉÑ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÅÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ
Á×ÔÏÍÏÒÆÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÒÏÍÏÒÆÎÁÑ,Ô. Å. ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÉÚÏÌÉ-
ÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÔÉÐÁ ÐÏÌÀÓÏ×, ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ËÏÍÐÌÅËÓÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,
ÏÐÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ × Ó×ÑÚÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ D ⊂ C (Cn), ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÓËÒÅÔ-
ÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ � Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏ×ÏÒÏÔÙ ËÒÕÇÁ |z| < 1 ÎÁ ÕÇÌÙ 2�

m · k,
k ∈ {0; 1; : : : ;m− 1}) ÔÁË ÞÔÏ

f(
(z)) = f(z); z ∈ D; 
 ∈ �:

á. ðÕÁÎËÁÒÅ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Ó Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ
Ä×Å Á×ÔÏÍÏÒÆÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÍÐÌÅËÓÎÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ z, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ
× ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÐÏ z ∈ D ÐÏÓÌÅ ÐÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ × ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ×ÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.

úÁÔÅÍ ðÕÁÎËÁÒÅ ÐÒÅÄÐÒÉÎÑÌ ÐÏÐÙÔËÕ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉ-
ÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.

üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ çÉÌØÂÅÒÔ ËÁË Ä×ÁÄÃÁÔØ ×ÔÏÒÕÀ ÐÒÏÂÌÅÍÕ. ÷ 1907 ÇÏÄÕ ÐÏÞÔÉ
ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ð. ë£ÂÅ É á. ðÕÁÎËÁÒÅ ÒÅÛÉÌÉ ÕÐÏÍÑÎÕÔÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.

ðÏÚÖÅ, ËÒÏÍÅ ÐÏÄÈÏÄÁ ðÕÁÎËÁÒÅ, ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÄÈÏÄÙ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ (ò. îÅ-
×ÁÎÌÉÎÎÁ).

íÅÎÅÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÕÎÉÆÏÒÍÉÚÁÃÉÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ó ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Ä×ÕÍÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ.
ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ â. ÷. ûÁÂÁÔÁ Ë Ä×ÁÄÃÁÔØ ×ÔÏÒÏÊ ÐÒÏ-
ÂÌÅÍÅ. ó. 224).
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ðÒÏÂÌÅÍÁ � 23. òÁÚ×ÉÔÉÅ ÍÅÔÏÄÏ× ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ

÷ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ çÉÌØÂÅÒÔ ÎÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ, Á ÇÏ×ÏÒÉÔ Ï ×ÁÖÎÏÓÔÉ ×ÁÒÉ-
ÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ×ÓÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÏÚÎÁÎÉÑ × ÃÅÌÏÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÏÐÒÏÓÏ× ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂßÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÏÒÉÔÅÔÎÙÍ.

ïÂÒÁÔÉÍÓÑ Ë ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍ ì. ü. üÌØÓÇÏÌØÃÁ Ë Ä×ÁÄÃÁÔØ ÔÒÅÔØÅÊ ÐÒÏÂÌÅÍÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍÓÑ
× ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÃÉÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ËÎÉÇÅ �ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ�.

ïÔÍÅÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ë ÎÁÞÁÌÕ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÂÙÌÏ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ, Á ÔÁË-
ÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ × ÚÁÄÁÞÁÈ Ó ÎÅÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ, ÐÏÄ×ÉÖÎÙÍÉ ÇÒÁÎÉÃÁÍÉ, × ÚÁÄÁÞÁÈ ÎÁ
ÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÜËÓÔÒÅÍÕÍ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÚÁÄÁÞÉ Ó ÌÏÍÁÎÎÙÍÉ ÜËÓÔÒÅÍÁÌÑÍÉ, ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ ÐÏÌÑ
ÜËÓÔÒÅÍÁÌÅÊ.

÷ ÎÁÞÁÌÅ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÉÚÕÞÁÌÁÓØ × ÒÁÂÏÔÁÈ âÏÌØÃÁ, ëÁÒÁÔÅÏÄÏÒÉ, âÌÉÓÓÁ É ÄÒÕÇÉÈ ÔÁË ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÚÁÄÁÞÁ âÏÌØÃÁ:

x1∫

x0

F (x; y1; : : : ; yn; y′1; : : : ; y′n)dx+ g(x0; y1(x0); : : : ; yn(x0);x1; y1(x1); : : : ; yn(x1)) → min

ÐÒÉ Ó×ÑÚÑÈ

'1(x; y1; : : : ; yn; y′1; : : : ; y′n) = 0; : : : ; 'm(x; y1; : : : ; yn; y′1; : : : ; y′n) = 0; m < n

É ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

 1(x0; y1(x0); : : : ; yn(x0);x1; y1(x1); : : : ; yn(x1)) = 0; : : : ;
 p(x0; y1(x0); : : : ; yn(x0);x1; y1(x1); : : : ; yn(x1)) = 0;
p ≤ 2n+ 2:

òÁÚ×É×ÁÌÉÓØ ÐÒÑÍÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÉÏÎÅÒÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚ×ÁÔØ
ÅÝ£ ì. üÊÌÅÒÁ. ÷ 1909 ÇÏÄÕ ÷. òÉÔÃ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÍÅÔÏÄ ÐÏÉÓËÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ×ÁÒÉÁÃÉ-
ÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × ×ÉÄÅ

l∑

k=1
�k · wk(x);

ÇÄÅ ÆÕÎËÃÉÉ w1(x); : : : ; wl(x) ÚÁÒÁÎÅÅ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ.
÷ ÒÁÂÏÔÁÈ î. î. âÏÇÏÌÀÂÏ×Á (ÓÔÁÒÛÅÇÏ) É î. í. ëÒÙÌÏ×Á ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÐÏ-

ÇÒÅÛÎÏÓÔÉ × ÍÅÔÏÄÅ òÉÔÃÁ. ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÄÅ×ÑÔÎÁÄÃÁÔÏÊ É Ä×ÁÄÃÁÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉÓØ
ÒÁÂÏÔÙ ìÁÄÙÖÅÎÓËÏÊ É õÒÁÌØÃÅ×ÏÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÌÉÓØ ÐÒÑÍÙÅ ÍÅÔÏÄÙ.

òÁÚ×É×ÁÌÉÓØ ËÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ïÓÎÏ×-
ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÌÏÓØ ÎÁ ÏÃÅÎËÉ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÏ-
ÓÔÏÊ | ÏÃÅÎËÅ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÁ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÍ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÉ
É, × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÑÈ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ 1925 É 1931 ÇÏÄÁÈ ÔÁËÉÅ
ÏÃÅÎËÉ ÐÏÌÕÞÉÌ í. íÏÒÓ. úÁÔÅÍ ÏÎ ÐÅÒÅÎ£Ó ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁ ÏÃÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÑÄÁ ×Á-
ÒÉÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.

÷ 1927 ÇÏÄÕ ì. á. ìÀÓÔÅÒÎÉË É ì. ç. ûÎÉÒÅÌØÍÁÎ ÏÃÅÎÉÌÉ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ-
ÌÉÞÎÙÈ, ÂÅÚ ÕÞ£ÔÁ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ, ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÞÅË Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÏ×ÏÇÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎ×ÁÒÉ-
ÁÎÔÁ | ÇÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. çÏÍÏÔÏÐÉÞÅÓËÁÑ ËÁÔÅÇÏÒÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÏÔÎÏ-
ÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÅÇÏ ÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ M | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÚ M ,
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ A É ËÁÖÄÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÔÑÎÕÔØ × ÔÏÞËÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÏÊ
ÄÅÆÏÒÍÁÃÉÉ M . úÁÔÅÍ ÏÎÉ ÏÂÏÂÝÉÌÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏ× É ÏÃÅÎÉÌÉ ÞÉÓÌÏ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÑÄÁ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, × 1928 ÇÏÄÕ ÏÎÉ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÎÁ ×ÓÑËÏÊ ÔÒÉ-
ÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎÃÉÒÕÅÍÏÊ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÊ ÓÆÅÒÅ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÒ£È ÚÁÍËÎÕÔÙÈ
ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÌÉÎÉÊ ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. óÏ×ÐÁÄÅÎÉÅ ÄÌÉÎ ×ÏÚÏÍÎÉÍ ÌÉÛØ
ÐÒÉ ÐÏÑ×ÌÅÎÉÉ ËÏÎÔÉÎÕÕÍÁ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ (ËÁË ÎÁ ÓÆÅÒÅ). ÷ 1941{1943 ÇÏÄÁÈ ìÀ-
ÓÔÅÒÎÉË, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×Á É áÌÅËÓÁÎÄÅÒÁ, ×ÙÞÉÓÌÉÌ ÄÌÉÎÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ
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ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× É ÏÃÅÎÉÌ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÒÑÄÁ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. îÁÐÒÉ-
ÍÅÒ, ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏ×ÅÒÈÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÊ n-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÅ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (n + 1)
ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÎÅÓÁÍÏÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÇÅÏÄÅÚÉÞÅÓËÉÈ.

ðÏÎÑÔÉÑ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÙ ÎÁ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á-
ÍÉ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÙ × ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ.

÷Ï ×ÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏ×ÉÎÅ XX ÓÔÏÌÅÔÉÑ ÂÕÒÎÏÅ ÒÁÚ×ÉÔÉÅ ×ÁÒÉÁÃÉÏÎÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÉ×ÅÌÏ Ë ÐÏ-
Ñ×ÌÅÎÉÀ ÎÏ×ÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ | ÔÅÏÒÉÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÒÏÃÅÓÓÏ×, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ×ÁÖÎÙÅ ÐÒÁË-
ÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ. ÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÜÔÉÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÁÚ×ÁÔØ ÐÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ì. ó. ðÏÎÔÒÑÇÉÎÁ É á. á. áÎ-
ÄÒÏÎÏ×Á É ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ É ÕÞÅÎÉËÏ× ÷. ç. âÏÌÔÑÎÓËÏÇÏ, å. æ. íÉÝÅÎËÏ, ò. ÷. çÁÍËÒÅÌÉÄÚÅ,
á. á. æÅÌØÄÂÁÕÍÁ, î. î. ëÒÁÓÏ×ÓËÏÇÏ, á. ç. âÕÔËÏ×ÓËÏÇÏ É ÄÒÕÇÉÈ. éÚ ÚÁÒÕÂÅÖÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-
ËÏ× | ò. âÅÌÌÍÁÎÁ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] ðÒÏÂÌÅÍÙ çÉÌØÂÅÒÔÁ. í.: îÁÕËÁ, 1969 (ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ ì. ü. üÌØÓÇÏÌØÃÁ Ë Ä×ÁÄÃÁÔØ ÔÒÅÔØÅÊ
ÐÒÏÂÌÅÍÅ. ó. 225{238).
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éÚ ÉÓÔÏÒÉÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ

áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÉÄÅÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ðÌÁÔÏÎÁ

á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

óÔÁÔØÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ.

1. éÓÔÏÞÎÉËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÓÁÎ \ÁÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ"

îÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ ÐÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÏÔËÒÙÔÏÍÕ ÄÒÅ×ÎÅÇÒÅÞÅÓËÉÍÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁÍÉ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÎÁÍ ÐÏ
Ä×ÕÍ ÎÅÏÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÉÍ ÔÒÁËÔÁÔÁÍ II ×. Î. Ü. É ÐÏÚÄÎÅÊÛÉÍ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍ Ë ÎÉÍ; ÏÄÎÁËÏ ÅÇÏ
ÂÅÚÙÍÑÎÎÙÊ Á×ÔÏÒ ÖÉÌ × ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÒÁÎÎÀÀ ÜÐÏÈÕ, ÎÅ ÐÏÚÄÎÅÅ III ×. ÄÏ Î. Ü., Á ÓËÏÒÅÅ ×ÓÅÇÏ,
ÄÁÖÅ ÒÁÎØÛÅ | ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ × IV ×. ÄÏ Î. Ü., ×Ï ×ÒÅÍÅÎÁ ðÌÁÔÏÎÁ É ÅÇÏ ÛËÏÌÙ.

óÁÍÏÅ ÒÁÎÎÅÅ ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÈÒÁÎÉÌÏÓØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ | ÜÔÏ ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×
ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ, ÓÏÚÄÁÎÎÏÅ îÉËÏÍÁÈÏÍ çÅÒÁÚÓËÉÍ, ×ÉÄÎÙÍ ÎÅÏÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÅÍ, ÖÉ×ÛÉÍ × ÐÅÒ×ÏÊ
ÐÏÌÏ×ÉÎÅ II ×. Î. Ü. îÉËÏÍÁÈ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÅÓØÍÁ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ
ÌÉÛÅÎÏ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×. ëÏÍÍÅÎÔÉÒÕÑ ÐÅÒÅ×ÏÄ ÷×ÅÄÅÎÉÑ × ÁÒÉÆÍÅ-
ÔÉËÕ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË, Ñ ÓÔÁÌ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ
ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á \ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ îÉËÏÍÁÈÁ". ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÏ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÕÄÁÞÎÏ,
ÐÏÓËÏÌØËÕ îÉËÏÍÁÈ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÒÏÍ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ; ÏÄÎÁËÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÍ
ÒÁÄÉ ËÒÁÔËÏÓÔÉ.

÷ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ×ÅËÁ ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÒÉÆÍÅÔÉËÕ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ËÏÍÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÌÏÓØ É ÐÅÒÅ×ÏÄÉÌÏÓØ
ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ ÑÚÙËÉ. äÏ ÎÁÓ ÄÏÛÌÉ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ ñÍ×ÌÉÈÁ (III ×.), éÏÁÎÎÁ æÉÌÏÐÏÎÁ (VI ×.) É
ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ Á×ÔÏÒÏ×. ÷Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔ×Ï ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏ
ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÔÅËÓÔÕ îÉËÏÍÁÈÁ, ÂÅÚ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×.

÷ÔÏÒÏÅ ×ÁÖÎÏÅ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÔÅÍÙ ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ôÅÏÎÏÍ óÍÉÒÎÓËÉÍ, ÍÌÁÄÛÉÍ ÓÏ-
×ÒÅÍÅÎÎÉËÏÍ îÉËÏÍÁÈÁ; ÜÔÏ éÚÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÄÍÅÔÏ×, ÐÏÌÅÚÎÙÈ ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ
ðÌÁÔÏÎÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ ÏÐÉÓÁÎ × ÎÅÍ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÁÍÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ×Ï ÷×ÅÄÅÎÉÉ × ÁÒÉÆ-
ÍÅÔÉËÕ, ÏÄÎÁËÏ ÂÏÌÅÅ ËÒÁÔËÏ. üÔÁ ËÒÁÔËÏÓÔØ ËÏÍÐÅÎÓÉÒÕÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ôÅÏÎ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ
îÉËÏÍÁÈÁ, ÉÍÅÅÔ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÅÈ Á×ÔÏÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÚÁÉÍÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÉ ÍÁÔÅÒÉ-
ÁÌÙ. ïÎ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔ Ä×Á ÔÅËÓÔÁ, × ËÏÔÏÒÙÈ \ÁÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ" ÂÙÌ ÏÐÉÓÁÎ ÒÁÎÅÅ. ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ,
ÜÔÏ ÓÏÞÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÉÐÁÔÅÔÉËÁ áÄÒÁÓÔÁ, ÖÉ×ÛÅÇÏ × I ×. Î. Ü., ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ôÅÏÎ ×ÏÏÂÝÅ ÍÎÏÇÏ
ÞÅÇÏ ÐÏÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÌ. ÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÜÔÏ ðÌÁÔÏÎÉË üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ, ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÇÏ ÁÌÅËÓÁÎÄÒÉÊÓËÏÇÏ
ÕÞÅÎÏÇÏ, ÖÉ×ÛÅÇÏ × III ×. ÄÏ Î. Ü. ïÂ üÒÁÔÏÓÆÅÎÅ Õ ôÅÏÎÁ ÓËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ \ÏÐÕÓÔÉÌ ÄÏËÁÚÁ-
ÔÅÌØÓÔ×Á". úÁÔÏ ÏÂ áÄÒÁÓÔÅ ÇÏ×ÏÒÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÏÐÒÏ×ÏÖÄÁÌ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ó×ÏÉ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

2. ïÔÒÙ×ËÉ ÉÚ \ðÌÁÔÏÎÉËÁ" üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ

ôÅÏÎ óÍÉÒÎÓËÉÊ × ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÓÔÁÈ Ó×ÏÅÇÏ éÚÌÏÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÓËÁÚÙ×ÁÅÔ ÒÑÄ ÏÔÒÙ×ËÏ× ÉÚ
ðÌÁÔÏÎÉËÁ üÒÁÔÏÓÆÅÎÁ. ðÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÀ ÜÔÉÈ ÏÔÒÙ×ËÏ× ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ üÒÁÔÏ-
ÓÆÅÎ × ðÌÁÔÏÎÉËÅ ÕÄÅÌÉÌ ÂÏÌØÛÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÒÏÌÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ É ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× × ÆÉÌÏ-
ÓÏÆÓËÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑÈ ðÌÁÔÏÎÁ.

(81) üÒÁÔÏÓÆÅÎ × ðÌÁÔÏÎÉËÅ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ, É ÏÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ËÁË
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ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÔÁË É ÍÅÖÄÕ ÎÅÒÁÚÌÉÞÉÍÙÍÉ ×ÅÝÁÍÉ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ËÁË ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÏÅ
ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÕÍÏÐÏÓÔÉÇÁÅÍÏÍÕ, ÔÁË É ÍÎÅÎÉÅ Ë ÚÎÁÎÉÀ, É ÚÄÅÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ËÁË ÕÍÏÐÏÓÔÉÇÁÅÍÏÅ É ÚÎÁÎÉÅ,
ÔÁË É ÍÎÅÎÉÅ É ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍÏÅ. éÎÔÅÒ×ÁÌ ÖÅ | ÔÏÌØËÏ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÂÕÄØ ÔÏ ÐÏ
×ÅÌÉÞÉÎÅ, ÐÏ ËÁÞÅÓÔ×Õ, ÐÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÌÉ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÅÝÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÎÏ
ÏÔ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ: ×ÅÄØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÌÏ×ÉÎÙ Ë Ä×ÕËÒÁÔÎÏÍÕ É Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÐÏÌÏ×ÉÎÅ ÎÅ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ, Á
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÚÄÅÓØ ÏÄÉÎ. . .

(83) üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÐÒÉÒÏÄÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, É ÏÎÏ ÓÌÕÖÉÔ ÐÅÒ-
×ÏÐÒÉÞÉÎÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÒÏÖÄÅÎÉÑ. ðÒÏÐÏÒÃÉÑ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Á ÎÁÞÁÌÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. é ÜÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ. ÷Ï ×ÓÑËÏÍ ÏÓÏÂÏÍ ÒÏÄÅ ÉÍÅÅÔÓÑ Ó×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É ÎÁÞÁÌÏ, × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÅ ÐÒÏÞÅÅ
ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ, ÏÎ ÖÅ ÎÅÒÁÚÌÏÖÉÍ. . . äÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÓÌÕÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏ× | ÔÏÞËÁ,
ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ | ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ÷ÅÄØ ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÅÄÅÌÉÍÁ ÐÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ, ÔÏÞËÁ | ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÁÍ,
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï | ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ. . .

(107) üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ÉÌÉ ÐÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ÉÌÉ Ó×ÏÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ;
ÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ ÎÅ ÐÒÉÞÁÓÔÅÎ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÏ ÍÏÖÅÔ ×ÏÚÒÁÓÔÁÔØ ÌÉÛØ Ó×ÏÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. ÷ÚÑ×
ÔÒÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÓÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÏÐÏÒÃÉÀ É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ
ÐÒÏÐÏÒÃÉÊ, É ÞÔÏ [ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï] Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ, ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ É ÐÒÉÒÏÄÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. . .

(111) üÒÁÔÏÓÆÅÎ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÆÉÇÕÒÙ ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÅÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, É ÜÔÏ
ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. îÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÅÊÞÁÓ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÎÅÔ
ÎÕÖÄÙ.

3. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ

äÌÑ ÐÏÎÉÍÁÎÉÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÄÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÓÏÏÔÎÅÓ£ÎÎÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×, ÉÚ-
ÌÏÖÅÎÎÕÀ Õ (111) îÉËÏÍÁÚÁ çÅÒÁÚÓËÏÇÏ É (111) ôÅÏÎÁ óÍÉÒÎÓËÏÇÏ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ËÌÁÓ-
ÓÉÆÉËÁÃÉÉ, "ÄÌÑ ÓÏÏÔÎÅÓ£ÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÁÉ×ÙÓÛÉÍ ÒÏÄÏ×ÙÍ ÄÅÌÅ-ÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï". ðÒÉ ÜÔÏÍ "ÎÅÒÁ×ÎÏÅ ÐÏÄÌÅÖÉÔ ÒÁÚÄÅÌÅÎÉÀ, É ÏÄÎÏ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÉÍ, Á
ÄÒÕÇÏÅ ÍÅÎØÛÉÍ". é ÄÁÌÅÅ, "ÂÏÌØÛÅÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÐÑÔØ ×ÉÄÏ×, ËÁËÏ×ÙÅ ÓÕÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ
( ), Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÏÅ ( ), Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÅ ( )(03), ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-
É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÏÅ ( ), ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÅ
( )" (÷×ÅÄÅÎÉÅ I 17, 2-7).

üÔÉ ÐÑÔØ ×ÉÄÏ× ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ Ë ÍÅÎØÛÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ó ÐÏÍÏ-ÝØÀ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ×
îÁÞÁÌÁÈ å÷ëìéäá ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ Ä×ÕÈ ×ÅÌÉÞÉÎ. óÁÍÉ ÇÒÅËÉ
ÎÁÚÙ×ÁÌÉ ÜÔÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ | ÐÏ-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÏÔÎÑÔÉÅ.

÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Å ×ÅÌÉÞÉÎÙ A > B É ×ÙÞÔÅÍ B ÉÚ A; ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Ä×Å ×ÅÌÉÞÉÎÙ B
É C = A − B. åÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ C ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ A É B.
÷ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÏÚØÍÅÍ B É C É ×ÙÞÔÅÍ ÍÅÎØÛÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÊ; ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ
ÎÏ×ÕÀ ÐÁÒÕ ×ÅÌÉÞÉÎ, É Ô. Ä. åÓÌÉ ÜÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏÅ ÏÔÎÑÔÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÉÔÓÑ ÎÁ ËÁËÏÍ-
ÎÉÂÕÄØ ÛÁÇÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÓÔÁÔÏË É ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÖÉÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ
ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÐÁÒÙ A, B.

ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÑÔÉ ×ÉÄÏ× ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ. ÷ÓÀÄÕ ÎÉÖÅ m > 1,
1 < k < n, É k ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÏ Ó n.

1) íÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ËÏÇÄÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÏÌØÛÅÍ
ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË m

1 .
2) ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ËÏÇÄÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÏÌØÛÅÍ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, Á

ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÏÓÔÁÔÏË ÎÁÃÅÌÏ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÍÅÎØÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË 1 + 1

n .
3) ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ËÏÇÄÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÏÌØÛÅÍ ÏÄÉÎ ÒÁÚ,

É ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÅÝÅ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË 1 + k

n .
4) íÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ËÏÇÄÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÂÏÌØÛÅÍ

ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ, Á ÏÂÒÁÚÏ×Á×ÛÉÊÓÑ ÏÓÔÁÔÏË ÎÁÃÅÌÏ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÍÅÎØÛÅÍ ÞÌÅÎÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ
×ÉÄÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË m+ 1

n .
5) íÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ | ËÏÇÄÁ ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ×

ÂÏÌØÛÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ, É ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏÇÏ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ ÅÝÅ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅ-
ÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ. ÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ËÁË m+ k

n .



58 á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅÇÏ Ë ÂÏÌØÛÅÍÕ, ÏÎÏ ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ Ë
ÍÅÎØÛÅÍÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×.

ëÏÎÅÞÎÏ, ×ÓÑ ÜÔÁ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÎÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ× ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ,
ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ; ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÅÅ ÐÒÅ-
ÄÅÌÁÍÉ.

4. \áÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ": ÐÅÒÅ×ÏÄ ÔÅËÓÔÁ

÷ 23 ÇÌÁ×Å I ËÎÉÇÉ É 1{2 ÇÌÁ×ÁÈ II ËÎÉÇÉ îÉËÏÍÁÈ çÅÒÁÚÓËÉÊ ÏÐÉÓÙ×ÁÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÚ×Ï-
ÌÑÀÝÉÊ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏ É ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á \ËÁË ÉÚ ÍÁÔÅÒÉ É ËÏÒÎÑ", Á ÔÁËÖÅ Ó×ÏÄÉÔØ ÉÈ Ë ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á \ËÁË ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÁÒÎÏÊ ÏÓÎÏ×Å ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á".

ëÎÉÇÁ I, ÇÌÁ×Á XXIII

. . . é ÜÔÏÔ ÓÔÒÏÊÎÙÊ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÕÔØ Ë ÐÏÚÎÁÎÉÀ ÐÒÉÒÏÄÙ ×ÓÅÌÅÎÎÏÊ ÑÓÎÙÍ É ÎÅÄ×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ
ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÐÒÅËÒÁÓÎÏÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ É ÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÏ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÉÒÏÄÅ × ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÉ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ É ÂÅÚÏÂÒÁÚÎÙÍ; É ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ É ×ÉÄÙ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ
É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÅÒ×ÏÍÕ Ó×ÏÀ ÆÏÒÍÕ É ÇÒÁÎÉÃÙ, É ÎÁÈÏÄÑÔ ÐÏÄÏÂÁÀÝÉÊ ÉÍ
ÐÏÒÑÄÏË É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, É ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÀ, É ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÏÂÉÅ É ÏÄÎÏ-
ÉÍÅÎÎÏÓÔØ. ÷ÅÄØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÕÛÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ × ÐÏÒÑÄÏË ÎÅÒÁÚÕÍÎÕÀ ÞÁÓÔØ, ÅÅ ÐÏÒÙ×Ù É
×ÌÅÞÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÉÄÁÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, É ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ ÅÅ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
É ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ. á ÄÌÑ ÎÁÓ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÉ×ÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÜÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÂÒÏÄÅÔÅÌÉ,
ËÁËÏ×ÙÅ ÓÕÔØ ÂÌÁÇÏÒÁÚÕÍÉÅ, ÍÕÖÅÓÔ×Ï, ÍÑÇËÏÓÔØ, ÓÁÍÏÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ×ÙÄÅÒÖËÁ É ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÉÍ ËÁÞÅÓÔ×Á.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ËÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÉÒÏÄÕ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÉÄÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É ÉÈ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ Ó×ÏÄÑÔÓÑ Ë ÐÅÒ×ÏÍÕ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ, ËÁË Ë ÉÈ
ÍÁÔÅÒÉ É ËÏÒÎÀ.

ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÙ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏ ÔÒÉ, É ÐÅÒ×ÙÍÉ ÂÕÄÕÔ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÚÁÔÅÍ ÔÒÉ Ä×ÏÊËÉ, ÚÁÔÅÍ ÔÒÏÊËÉ,
ÞÅÔ×ÅÒËÉ, ÐÑÔÅÒËÉ, É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅÅ. é ÉÚ ÎÉÈ, ÐÒÑÍÏ-ÔÁËÉ ÐÏ ÂÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ, Á ÎÅ ÐÏ ÞÅÌÏ×ÅÞÅÓËÏÍÕ
ÐÏ×ÅÌÅÎÉÀ, Á ÉÎÁÞÅ ÓËÁÚÁÔØ | ÐÏ ÓÁÍÏÊ ÐÒÉÒÏÄÅ, ÐÅÒ×ÙÍÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÅ, Á ÉÚ ÎÉÈ ÓÐÅÒ×Á
Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ, ÚÁÔÅÍ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÙÅ, ÚÁÔÅÍ ÞÅÔÙÒÅÈËÒÁÔÎÙÅ, ÚÁÔÅÍ ÐÑÔÉËÒÁÔÎÙÅ, É ÜÔÏÔ ÐÏÒÑÄÏË ÍÙ ÍÏÖÅÍ
ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ÷ÔÏÒÙÍÉ ÖÅ | Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÅ, É ÚÄÅÓØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÉÄ, ÐÏ-
ÌÕÔÏÒÎÏÅ, ÚÁ ÎÉÍ Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÅ, Á ÚÁ ÎÉÍ ÐÒÑÍÏ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÉÄÕÔ Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÅ, Ó×ÅÒÈÐÑÔÅÒÎÏÅ É ÄÁÌÅÅ
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ôÒÅÔØÉÍÉ | Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÅ, É ÚÄÅÓØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÑ×ÌÑÀÔÓÑ Ó×ÅÒÈÄ×ÕÈ-
ÞÁÓÔÎÙÅ, Á ÐÒÑÍÏ ÚÁ ÎÉÍÉ Ó×ÅÒÈÔÒÅÈÞÁÓÔÎÙÅ, Ó×ÅÒÈÞÅÔÙÒÅÈÞÁÓÔÎÙÅ, Ó×ÅÒÈÐÑÔÉÞÁÓÔÎÙÅ, É ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ
ÄÁÌÅÅ × ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ.

é ÔÅÂÅ ÎÕÖÎÙ ÔÁËÉÅ ÐÒÁ×ÉÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÕÔ ÐÏÄÏÂÎÙ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ É ÎÅÒÕÛÉÍÙÍ ÚÁËÏÎÁÍ ÐÒÉÒÏÄÙ,
É ÐÏ ËÏÔÏÒÙÍ ×ÓÅ ×ÙÛÅÎÁÚ×ÁÎÎÏÅ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ ×Ï ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÂÅÚ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÉÓ-
ËÌÀÞÅÎÉÊ. é ÜÔÉ ÐÒÁ×ÉÌÁ ÔÁËÏ×Ù: \ðÏÌÏÖÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÎÙÍ ÐÅÒ×ÏÍÕ, ×ÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ
É ×ÔÏÒÏÇÏ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÓÕÍÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ". é ÅÓÌÉ ÔÙ ÂÕÄÅÛØ ÄÅÊÓÔ×Ï×ÁÔØ
ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ, ÔÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÕÞÉÛØ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ×ÓÅ ×ÉÄÙ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÇÏ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ÞÌÅÎÏ× ÒÁ-
×ÅÎÓÔ×Á, É ÏÎÉ ×ÚÏÊÄÕÔ É ×ÙÒÁÓÔÕÔ ÂÅÚ Ô×ÏÅÊ ÐÏÍÏÝÉ É ÕÞÁÓÔÉÑ; ÐÒÉÞÅÍ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á
×ÏÚÎÉËÎÅÔ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ | ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÅ, ÉÚ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ | ÞÅÔÙÒÅÈËÒÁÔÎÏÅ, ÉÚ
ÎÅÇÏ | ÐÑÔÉËÒÁÔÎÏÅ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ ×ÓÅÇÄÁ × ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ.

á ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÈ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ ÞÌÅÎÙ, ÐÒÑÍÏ-ÔÁËÉ ÐÏ ÐÒÉÒÏÄÎÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅ-
ÎÅÎÉÅÍ ÜÔÉÈ ÖÅ ÔÒÅÈ ÐÒÁ×ÉÌ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÅ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÂÅÓÐÏÒÑÄÏÞÎÏ, ÎÏ × ÐÒÉÓÕÝÅÊ
ÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. é ÉÚ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÇÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÅÒ×ÏÅ ÐÏÌÕÔÏÒÎÏÅ, ÉÚ ×ÔÏ-
ÒÏÇÏ ÔÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ | ×ÔÏÒÏÅ × Ó×ÏÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÅ, É Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÅ | ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈËÒÁÔÎÏÇÏ, É
ÄÁÌÅÅ ÎÁÚ×ÁÎÎÙÅ ÐÏ ÉÍÅÎÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ.

é ÏÐÑÔØ, ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÈ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÉÈ ÞÌÅÎÙ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁ-
ÀÔ Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÅ: ÉÚ ÐÏÌÕÔÏÒÎÏÇÏ | Ó×ÅÒÈÄ×ÕÈÞÁÓÔÎÏÅ, ÉÚ Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÅÇÏ | Ó×ÅÒÈÔÒÅÈÞÁÓÔÎÏÅ, ÉÚ
Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÇÏ | Ó×ÅÒÈÞÅÔÙÒÅÈÞÁÓÔÎÏÅ, É ÄÁÌÅÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÐÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÉ.

á ÅÓÌÉ ÞÌÅÎÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ, ÔÏ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÖÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÈ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ
×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÅ: Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ-É-ÐÏÌÏ×ÉÎÎÏÅ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÐÏÌÕÔÏÒÎÏÇÏ, Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ-
É-Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÅ ÉÚ ×ÔÏÒÏÇÏ Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÅÇÏ, Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ-É-Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÅ ÉÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÇÏ,
É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

éÔÁË, ÉÚ Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÈ Ó ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÞÌÅÎÏ× ×ÏÚÎÉËÁÀÔ Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÅ, Á ÂÅÚ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ |
ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÅ, É ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ É ÐÏ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÁ×É-
ÌÁÍ, ÎÏ ÌÉÂÏ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÐÏÒÑÄËÁ ÞÌÅÎÏ×, ÌÉÂÏ Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ ÅÇÏ, É ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁ ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ
ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ.



áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 59

ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÏÄÓÔ×Ï, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÄÅÔ ÌÉÂÏ × ÐÒÑÍÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÌÉÂÏ Ó ÐÅÒÅÓÔÁ-
ÎÏ×ËÏÊ ÞÌÅÎÏ×, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ.

éÚ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÐÏÌÕÔÏÒÎÏÇÏ, ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÎÁÞÉÎÁÌÏÓØ Ó ÂÏÌØÛÅÇÏ
ÞÌÅÎÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÅ Ó×ÅÒÈÄ×ÕÈÔÒÅÔØÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ; Á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÑÍÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÍÅÎØ-
ÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ, Á ÉÍÅÎÎÏ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ-É-ÐÏÌÏ×ÉÎÎÏÅ.
ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÉÚ 9 6 4 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 9 15 25 ÌÉÂÏ 4 10 25. éÚ Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÉÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÅÇÏ
ÞÌÅÎÁ, × Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÒÉÖÄÙÓ×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÅ, Á ËÏÇÄÁ Ó ÍÅÎØÛÅÇÏ | Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ-É-
Ó×ÅÒÈÔÒÅÔØÅ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÉÚ 16 12 9 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 16 28 49 ÌÉÂÏ 9 21 49. éÚ Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÁ-
ÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ, × Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅÖÄÙÓ×ÅÒÈÐÑÔÅÒÎÏÅ, Á ËÏÇÄÁ Ó
ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ, ×Ï ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÏÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ-É-Ó×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÏÅ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ,
ÉÚ 25 20 16 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 25 45 81 ÌÉÂÏ 16 36 81.

é × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÏÉÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ Ë×ÁÄÒÁ-
ÔÏÍ, Á ÐÅÒ×ÙÊ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, É ÏÂÁ ËÒÁÊÎÉÈ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ.

á ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑ Ë ÄÒÕÇÉÍ ×ÉÄÁÍ Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÅ ÉÌÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔ-
ÓÑ ÉÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÈ. ôÁË ÉÚ Ä×ÁÖÄÙÓ×ÅÒÈÔÒÅÔØÉÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÍÅÎØÛÅÇÏ
ÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ-É-Ä×ÁÖÄÙÓ×ÅÒÈÔÒÅÔØÉ; Á ËÏÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÅÇÏ | ÔÒÉÖÄÙÓ×ÅÒÈ-
ÐÑÔÅÒÎÙÅ. ôÁË ÉÚ 9 15 25 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ 9 24 64, ÌÉÂÏ 25 40 64. á ÉÚ ÔÒÉÖÄÙÓ×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÙÈ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ
ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ-É-ÔÒÉÖÄÙÓ×ÅÒÈÞÅÔ×ÅÒÔÎÙÅ; Á ËÏÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ
Ó ÂÏÌØÛÅÇÏ | ÞÅÔÙÒÅÖÄÙÓ×ÅÒÈÓÅÄØÍÙÅ. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÉÚ 16 28 49 ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÌÉÂÏ 16 44 121, ÌÉÂÏ 49 77
121. é ÔÁËÖÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÖÄÙÓ×ÅÒÈÐÑÔÅÒÎÙÈ, ËÁËÏ×Ù 25 45 81, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÐÏ-
ÌÕÞÁÀÔÓÑ Ä×ÕËÒÁÔÎÙÅ-É-ÞÅÔÙÒÅÖÄÙÓ×ÅÒÈÐÑÔÅÒÎÙÅ, ËÁËÏ×Ù 25 70 196: Á ËÏÇÄÁ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ Ó ÂÏÌØÛÅÇÏ |
ÐÑÔØÀÓ×ÅÒÈÄÅ×ÑÔÙÅ, ËÁËÏ×Ù 81 126 196. é ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÏ
ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

ëÎÉÇÁ II, ÇÌÁ×Á I

üÌÅÍÅÎÔÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÉÚ ÞÅÇÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÔÓÑ É ÎÁ ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ (Ë
ÐÒÉÍÅÒÕ, ÂÕË×Ù Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ú×ÕÞÁÝÅÊ ÒÅÞÉ, ÉÂÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚÎÏÓÉÍÁÑ ÒÅÞØ É ÎÁ ÎÉÈ
ÏÎÁ × ÉÔÏÇÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ; Á Ú×ÕËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÅÌÏÄÉÉ, ÉÂÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÎÁ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÓÌÁÇÁÅÔÓÑ É
ÎÁ ÎÉÈ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ; Á ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ ÏÂÝÉÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÓÅÇÏ ËÏÓÍÏÓÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÐÒÏÓÔÙÈ
ÔÅÌÁ: ÏÇÏÎØ, ×ÏÄÁ, ×ÏÚÄÕÈ É ÚÅÍÌÑ, | ×ÅÄØ ÉÚ ÎÉÈ ËÁË ÉÚ ÐÅÒ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ×ÓÑ ÐÒÉÒÏÄÁ, É ÎÁ ÎÉÈ ÖÅ ÍÙ ÅÅ ×
ËÏÎÃÅ ËÏÎÃÏ× ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ). íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÎÏÇÏ
ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á; Á ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÁÍÏÇÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ É Ä×ÏÊËÁ,
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁË ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ×ÓÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ.

íÙ ÔÁËÖÅ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ É ÎÁÒÁÓÔÁÎÉÅ ÎÅÒÁ×ÎÏÇÏ ÉÄÅÔ ÏÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, É ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÒÑÍÏ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ×ÓÅÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÒÅÍ ÐÒÁ×ÉÌÁÍ. é ÞÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÐÏÉÓÔÉÎÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÍ ÖÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÛÕ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ.

ëÎÉÇÁ II, ÇÌÁ×Á II

ðÒÅÄÓÔÁ×Ø ÓÅÂÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ × ÌÀÂÏÍ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÉ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ, ÂÕÄØ ÏÎÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÙÍ, ÉÌÉ Ó×ÅÒÈÞÁÓÔ-
ÎÙÍ, ÉÌÉ Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÍ, ÉÍÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÞÁÓÔÎÙÍ, ÉÌÉ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ-É-Ó×ÅÒÈÍÎÏÇÏÞÁÓÔÎÙÍ,
ÌÉÛØ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÏÔÎÏÓÉÌÓÑ Ë ÍÅÎØÛÅÍÕ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÂÏÌØÛÉÊ Ë ÓÒÅÄÎÅÍÕ. ÷ÙÞÔÉ ÍÅÎØÛÉÊ
ÞÌÅÎ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÇÏ, ÂÕÄØ ÏÎ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÐÅÒ×ÙÍ ÉÌÉ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ, É ÕÓÔÁÎÏ×É ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÐÅÒ×ÙÍ ÞÌÅÎÏÍ
Ô×ÏÅÊ ÎÏ×ÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ; ÎÁ ×ÔÏÒÏÅ ÍÅÓÔÏ ÕÓÔÁÎÏ×É ÔÏ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÔ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÑ;
Á ÐÏÔÏÍ ×ÙÞÔÉ ÓÕÍÍÕ ÎÏ×ÏÇÏ ÐÅÒ×ÏÇÏ ÞÌÅÎÁ É ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ÎÏ×ÏÇÏ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÉÚ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ, ÎÁÉ-
ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, É ÕÓÔÁÎÏ×É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÔÒÅÔØÉÍ ÞÌÅÎÏÍ, | É ÐÏÌÕÞÉ×ÛÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ
ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÅ ÐÏ ÐÒÉÒÏÄÅ.

é ÅÓÌÉ ÔÙ ÓÎÏ×Á ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÛØ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÞÌÅÎÏ×, ÔÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÛØ, ÞÔÏ
ÏÎÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÔÓÑ × ÔÒÉ ÎÏ×ÙÈ ÞÌÅÎÁ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÉÄÁ; É ÔÙ ÎÁÊÄÅÛØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-
ÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ×ÓÅÇÄÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ, ÐÏËÁ ÎÅ ÄÏÊÄÅÔ ÄÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á. á ÏÔÓÀÄÁ Ó ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ
ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á.

5. äÉÁÇÒÁÍÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ ÄÌÑ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ

ïÐÉÓÁÎÎÙÊ îÉËÏÍÁÈÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ
(îÉËÏÍÁÈ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÅÅ \ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅÍ É ÐÒÏÐÏÒÃÉÅÊ") × Ä×Å ÎÏ×ÙÅ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: \ðÏÌÏÖÉ ÐÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÎÙÍ ÐÅÒ×ÏÍÕ, ×ÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÙÍ



60 á. é. ýÅÔÎÉËÏ×

ÓÕÍÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ, Á ÔÒÅÔÉÊ | ÓÕÍÍÅ ÐÅÒ×ÏÇÏ, ÕÄ×ÏÅÎÎÏÇÏ ×ÔÏÒÏÇÏ É ÔÒÅÔØÅÇÏ". ðÒÉ
ÜÔÏÍ ÏÄÎÁ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, Á ÄÒÕÇÁÑ | ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ
ÅÅ ÞÌÅÎÏ× × ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

äÁÄÉÍ ÚÄÅÓØ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁ×ÉÌÁ. ÷ÓÑËÁÑ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ
ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ a2 : ab : b2, ÇÄÅ îïä (a, b) = 1 (å×ËÌÉÄ, îÁÞÁÌÁ, VIII 2). äÅÊÓÔ×ÉÅ ÁÌÇÏ-
ÒÉÔÍÁ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ, × ×ÉÄÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ Ó ÏÄÎÉÍ ×ÈÏÄÏÍ É Ä×ÕÍÑ ×ÙÈÏÄÁÍÉ (ÒÉÓ.
1). îÁ ÌÅ×ÏÍ ×ÙÈÏÄÅ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÐÏ ÐÒÁ×ÉÌÕ îÉËÏÍÁÈÁ × ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏ-
ÐÒÑÖÅÎÉÅ a2 : (a2 + ab) : (a2 + 2ab + b2), ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÇÒÕÐÐÉÒÏ×ËÉ ÞÌÅÎÏ× ÄÁÅÔ a2 : a(a+b) : (a+b)2;
É ÜÔÏ ÎÏ×ÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÔÏÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÅÊ. óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ
×ÙÈÏÄÅ ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÞÌÅÎÏ× ÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ b2 : b(a+b)
: (a+ b)2.

a
2

: ab : b
2

b
2

: b(a + b) : (a + b)
2

a
2

: a(a + b) : (a + b)
2

òÉÓ. 1

ðÏÄÁÄÉÍ ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ \ËÏÒÎÅ×ÕÀ" ÔÒÏÊËÕ ÉÚ ÔÒÅÈ ÅÄÉÎÉÃ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ
ËÏÒÎÅ×ÏÅ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. îÁ ÒÉÓ. 2 ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É
ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á; ÐÒÁ×ÁÑ ×ÅÔ×Ø ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÌÅ×ÏÊ, É ÐÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÅÅ ÎÁ ÓÈÅÍÅ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

9 : 24 : 6425 : 35 : 494 : 14 : 4916 : 28 : 499 : 21 : 491 : 5 : 25 16 : 20 : 25 25 : 40 : 64

1 : 2 : 4

1 : 1 : 1

9 : 12 : 161 : 4 : 16 9 : 15 : 254 : 10 : 25

1 : 3 : 9 4 : 6 : 9

òÉÓ. 2

6. òÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ \ÐÒÉÍÉÔÉ×ÎÏÊ" ÆÏÒÍÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ
ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ × ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÆÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ×ÉÄÅ, ÎÅ ÚÁÇÒÏÍÏ-

ÖÄÅÎÎÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÄÅÔÁÌÑÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÏÔÎÏÓÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅÍÕ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-
ÔÁÌØÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ É ÄÏËÁÖÅÍ ÅÅ. óÁÍ îÉËÏÍÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÔÒÏÊËÉ; ÍÙ ÖÅ ÕÐÒÏ-
ÓÔÉÍ ÓÉÔÕÁÃÉÀ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÐÁÒÙ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÌÅÎÏ×
× ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÔØ ÞÌÅÎÙ ×
ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÐÁÒÁÈ.

÷ ÔÁËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ ÐÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ Ó
ÏÄÎÉÍ ×ÈÏÄÏÍ É Ä×ÕÍÑ ×ÙÈÏÄÁÍÉ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÕÀ ÐÁÒÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×
Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÐÁÒÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁ×ÉÌÕ: \ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ×ÙÈÏÄÅ
ÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ×ÈÏÄÅ, Á ÐÒÁ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÐÒÁ×ÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÁ ×ÈÏÄÅ; ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ
×ÙÈÏÄÅ ÌÅ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÌÅ×ÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÎÁ ×ÈÏÄÅ, Á ÐÒÁ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ ÞÉÓÅÌ ÎÁ ×ÈÏÄÅ"
(ÒÉÓ. 3).
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m : (m + n)(m + n) : n

m : n

òÉÓ. 3

ðÏÄÁÄÉÍ ÎÁ ×ÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ \ËÏÒÎÅ×ÕÀ" ÐÁÒÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÅÄÉÎÉÃ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Ï-
ÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ ÄÅÒÅ×Ï \ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ îÉËÏÍÁÈÁ"). îÁ ÒÉÓ. 4
ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÒÏ×ÎÅÊ ÌÅ×ÏÊ ×ÅÔ×É ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á; ÐÒÁ×ÁÑ ×ÅÔ×Ø ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ,
É ÍÙ ÅÅ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

2 : 77 : 55 : 88 : 33 : 77 : 44 : 55 : 1

2 : 55 : 33 : 44 : 1

2 : 3

1 : 1

2 : 1

3 : 1

òÉÓ. 4

äÌÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ ÏÞÅÎØ ÕÄÏÂÎÁ ÓÈÅÍÁ \ÎÁÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ
Ë×ÁÄÒÁÔÏ×". ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 1 : 1 ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. äÁÌÅÅ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ
ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÂÕÄÅÍ Ë ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÍÕÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÐÒÉÓÔÁ×ÌÑÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ: ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ×ÙÈÏÄÅ |
ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ ×ÙÈÏÄÅ | ÐÏ ÅÇÏ ÛÉÒÉÎÅ. ðÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÕÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÓÔÏÒÏÎ ÎÏ×ÙÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× (ÒÉÓ. 5).

òÉÓ. 5
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7. æÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ
ïÓÎÏ×ÎÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îÉËÏÍÁÈÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ.
ôÅÏÒÅÍÁ. äÉÁÇÒÁÍÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÕÚÌÏ× ÄÉÈÏÔÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ×ÚÁÉÍÎÏ
ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ìÅÍÍÁ. ëÁÖÄÏÍÕ ÛÁÇÕ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îÉËÏÍÁÈÁ ××ÅÒÈ ÐÏ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÀ Ë ËÏÒÎÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ
ÏÄÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ×ÙÞÉÔÁÎÉÅ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÇÏ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ å×ËÌÉÄÁ ÄÌÑ ÐÏÉÓËÁ
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÐÒÏÉÚ×ÏÌØ-
ÎÏÍ ÕÚÌÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îÉËÏÍÁÈÁ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÜÔÉÍ
ÞÉÓÌÁÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÎÉÍÁÔØÓÑ ××ÅÒÈ ÐÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ×ÐÌÏÔØ
ÄÏ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÕÚÌÁ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 1 : 1. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ
ÍÅÒÏÊ ÞÉÓÅÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÕÚÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÁÑ ÐÁÒÁ ×ÚÁÉÍÎÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÔÏÉÔ × ÏÄÎÏÍ É
ÔÏÌØËÏ × ÏÄÎÏÍ ÕÚÌÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ îÉËÏÍÁÈÁ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ
ÐÁÒÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ å×ËÌÉÄÁ ÄÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÚÁÉÍÎÙÈ ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ
ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ ÐÏ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ îÉËÏÍÁÈÁ ××ÅÒÈ, Ë ËÏÒÎÀ: \q0 ÛÁÇÏ× ×ÐÒÁ×Ï; q1 ÛÁÇÏ× ×ÌÅ×Ï,
... , qn−1 ÛÁÇÏ× ×ÐÒÁ×Ï, qn { 1 ÛÁÇÏ× ×ÌÅ×Ï, ÓÔÏÐ". (úÄÅÓØ q0 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ; ÅÓÌÉ n
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÅÔÎÙÍ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ qn { 1 ÛÁÇÏ× ÄÅÌÁÀÔÓÑ ×ÌÅ×Ï, ÅÓÌÉ ÖÅ n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔÎÙÍ, ÔÏ
ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ qn { 1 ÛÁÇÏ× ÄÅÌÁÀÔÓÑ ×ÐÒÁ×Ï.) üÔÁ ÃÅÐÏÞËÁ ÛÁÇÏ×, ÏÂÒÁÝÅÎÎÁÑ ÎÁÚÁÄ ÏÔ ËÏÒÎÑ (\qn
{ 1 ÛÁÇÏ× ×ÐÒÁ×Ï, qn−1 ÛÁÇÏ× ×ÌÅ×Ï, ... , q1 ÛÁÇÏ× ×ÐÒÁ×Ï, q0 ÛÁÇÏ× ×ÌÅ×Ï, ÓÔÏÐ") ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ
ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÍÅÓÔÏÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÄÁÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÐÁÒÙ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 47 : 14 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ å×ËÌÉÄÁ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ×
ÎÅÐÒÅÒÙ×ÎÕÀ ÄÒÏÂØ

47
14 = 3 + 1

2 + 1
1+ 1

4

:

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÞÁÓÔÎÙÈ 3; 2, 1, 4 ÚÁÄÁÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 47 : 14 Ë
ËÏÒÎÅ×ÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ 1 : 1 ××ÅÒÈ ÐÏ ÃÅÐÏÞËÅ \3 ÛÁÇÁ ×ÐÒÁ×Ï, 2 ÛÁÇÁ ×ÌÅ×Ï, 1 ÛÁÇ ×ÐÒÁ×Ï, 3
ÛÁÇÁ ×ÌÅ×Ï, ÓÔÏÐ". ðÏÜÔÏÍÕ ÏÔ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 1 : 1 Ë ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ 47 : 14 ×ÅÄÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÎÁÑ
ÃÅÐÏÞËÁ \3 ÛÁÇÁ ×ÐÒÁ×Ï, 1 ÛÁÇ ×ÌÅ×Ï, 2 ÛÁÇÁ ×ÐÒÁ×Ï, 3 ÛÁÇÁ ×ÌÅ×Ï, ÓÔÏÐ" (ÒÉÓ. 6).

1 : 2

1 : 1

1 : 4

5 : 4

1 : 3

5 : 14

5 : 9

47 : 14

33 : 14

19 : 14
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8. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ
ÄÌÑ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ

þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ îÉËÏÍÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ, Á ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏ-
ÓÔÙÅ × ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ä×ÕÞÌÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÏ×ÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ×ÓÐÏÍÎÉÍ Ï ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ
ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÐÏ ôÉÍÅÀ ðÌÁÔÏÎÁ:
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ä×Á ÞÌÅÎÁ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÈÏÒÏÛÏ ÓÏÐÒÑÖÅÎÙ ÂÅÚ ÔÒÅÔØÅÇÏ, ÉÂÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÅÖÄÕ
ÏÄÎÉÍ É ÄÒÕÇÉÍ ÒÏÄÉÌÁÓØ ÎÅËÁÑ ÏÂßÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÉÈ Ó×ÑÚØ. ðÒÅËÒÁÓÎÅÊÛÁÑ ÖÅ ÉÚ Ó×ÑÚÅÊ ÔÁËÁÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ×
ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÅÄÉÎÉÔ ÓÅÂÑ É ÔÏ, ÞÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ, É ÚÁÄÁÞÕ ÜÔÕ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÑ
(31b8{c4).

ïÐÉÓÁÎÎÕÀ îÉËÏÍÁÈÏÍ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÊ ÍÙ ÉÚÏÂÒÁ-
ÚÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ (ÒÉÓ. 7), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÐÒÉÅÍÁÍÉ \ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ", ÉÚÌÏÖÅÎÎÙÍÉ
×Ï II ËÎÉÇÅ îÁÞÁÌ å×ËÌÉÄÁ.

a
2

ab

(a + b)
2

b(a + b)

b
2

b
2

a
2

a(a + b)

(a + b)
2
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ðÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ × ×ÉÄÅ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× a2 É b2, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ
ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ \ÓÏÐÒÑÇÁÀÝÅÇÏ" ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ab. ÷ ÎÏ×ÙÈ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑÈ ÍÅÎØÛÉÊ ÞÌÅÎ ÏÓÔÁÅÔÓÑ
ÔÅÍ ÖÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ a2 ÉÌÉ b2, Á × ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÂÅÒÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔ (a + b)2; ÐÒÉ ÜÔÏÍ
\ÓÏÐÒÑÇÁÀÝÉÍ" ÞÌÅÎÏÍ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÐÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË a(a + b), ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ
ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË b(a + b).

ôÁËÉÅ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÙÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÍÅÝÅÎÙ ÎÁ ÓÈÅÍÕ \ÎÁÒÁÝÉ×ÁÎÉÑ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×"
(ÒÉÓ. 8). úÄÅÓØ ËÁÖÄÙÊ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ÞÅÒÔÅÖ Ó ÒÉÓ. 5 ÄÏÓÔÒÏÅÎ ÄÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, É ÔÅÐÅÒØ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ
ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÑ ÓÕÔØ (Á) ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉÂÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÍÁÌÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, (b) ×ÏÚÎÉËÛÉÊ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÂÁ-
×ÌÅÎÉÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, (c) ÂÏÌØÛÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ. é ÅÓÌÉ ÎÁ ÒÉÓ. 5 Ä×ÕÞÌÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁ×ÁÌÏÓØ
ÞÉÓÌÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÕËÌÁÄÙ×Á×ÛÉÈÓÑ ÐÏ ÄÌÉÎÅ É ÛÉÒÉÎÅ ÐÏÌÕÞÁ×ÛÉÈÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ-
ÎÉËÏ×, ÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÔÒÅÈÞÌÅÎÎÏÅ ÓÏÐÒÑÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÕËÌÁÄÙ×ÁÀ-
ÝÉÈÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ É ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ.

òÉÓ. 8

9. áÌÇÏÒÉÔÍ îÉËÏÍÁÈÁ ËÁË ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÏÓÎÏ×Á
ÎÅÐÉÓÁÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉÑ ðÌÁÔÏÎÁ

óÏÇÌÁÓÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ×ÙÄ×ÉÎÕÔÏÍÕ × ÎÁÞÁÌÅ 1960-È ÇÏÄÏ× ÐÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑÍÉ ÔÀÂÉÎÇÅÎ-
ÓËÏÊ ÉÓÔÏÒÉËÏ-ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ ÛËÏÌÙ ç.-é. ëÒÅÍÅÒÏÍ (Kr�amer 1959) É ë. çÁÊÚÅÒÏÍ (Gaiser
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1963), ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ Ä×ÕÈ ÂÙÔÉÊÎÙÈ ÎÁÞÁÌ | ÅÄÉÎÉÃÙ ËÁË ÎÁÞÁÌÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á É ÆÏÒÍÙ
É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ä×ÏÉÃÙ ËÁË ÐÒÉÎÃÉÐÁ ÉÎÁËÏ×ÏÓÔÉ É ÍÁÔÅÒÉÉ | ÂÙÌÁ ÐÏÌÏÖÅÎÁ ðÌÁÔÏÎÏÍ
× ÏÓÎÏ×Õ ÅÇÏ ÎÅÐÉÓÁÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉÑ, ÉÚÕÓÔÎÏ ÐÅÒÅÄÁ×Á×ÛÅÇÏÓÑ × áËÁÄÅÍÉÉ. (óÍ. ÔÁËÖÅ Findley
1974.)

âÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÁÎÔÉÞÎÙÈ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÊ Ï \ÎÅÐÉÓÁÎÙÈ ÕÞÅÎÉÑÈ" ðÌÁÔÏÎÁ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ Ó×Ñ-
ÚÁÎÁ Ó ÌÅËÃÉÅÊ ðÌÁÔÏÎÁ ï ÂÌÁÇÅ. áÒÉÓÔÏËÓÅÎ ×Ï ×ÔÏÒÏÊ ËÎÉÇÅ çÁÒÍÏÎÉËÉ ÐÉÛÅÔ:

÷ÏÔ ÞÔÏ, ÐÏ ÓÌÏ×ÁÍ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ, ÉÓÐÙÔÁÌÉ ÍÎÏÇÉÅ, ÓÌÙÛÁ×ÛÉÅ ÌÅËÃÉÀ ðÌÁÔÏÎÁ ï ÂÌÁÇÅ: ×ÓÅ ÏÎÉ
ÐÒÉÛÌÉ ÕÚÎÁÔØ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ÌÀÄÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÌÁÇÏÍ, | Ï ÂÏÇÁÔÓÔ×Å, ÚÄÏÒÏ×ØÅ, ÓÉÌÅ, ×ÏÏÂÝÅ Ï ËÁËÏÍ-
ÎÉÂÕÄØ ÎÅÏÂÙÞÁÊÎÏÍ ÓÞÁÓÔØÅ. îÏ ÜÔÏ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÅÞÉ Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕËÁÈ É ÞÉÓÌÁÈ, Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ
É ÁÓÔÒÏÎÏÍÉÉ, É ÎÁËÏÎÅÃ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÌÁÇÏ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÏÅ. é ÒÅÞÉ ÜÔÉ ÐÏËÁÚÁÌÉÓØ ÉÍ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÙÍÉ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÎÉ ÏÔÎÅÓÌÉÓØ Ë ÜÔÏÍÕ Ó ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÅÎÉÅÍ, ÄÒÕÇÉÅ ÐÏÎÏÓÉÌÉ ÅÇÏ (398{404).

óÉÍÐÌÉËÉÊ × Ó×ÏÅÍ ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë æÉÚÉËÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ ÐÉÛÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ:
áÌÅËÓÁÎÄÒ [áÆÒÏÄÉÚÉÊÓËÉÊ] ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ðÌÁÔÏÎÕ, ÎÁÞÁÌÁ ×ÓÅÇÏ É ÓÁÍÉÈ ÉÄÅÊ | ÜÔÏ

ÅÄÉÎÏÅ É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ä×ÏÊËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÂÏÌØÛÉÍ É ÍÁÌÙÍ, ËÁË ÏÂ ÜÔÏÍ ÕÐÏÍÉÎÁÅÔ áÒÉ-
ÓÔÏÔÅÌØ × ÓÏÞÉÎÅÎÉÉ ï ÂÌÁÇÅ. á ÔÏÔ ÐÏÌÕÞÉÌ ËÏÅ-ÞÔÏ ÏÔ óÐÅ×ÓÉÐÐÁ, ëÓÅÎÏËÒÁÔÁ É ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ, ÐÒÉÓÕÔ-
ÓÔ×Ï×Á×ÛÉÈ ÎÁ ÌÅËÃÉÉ ðÌÁÔÏÎÁ ï ÂÌÁÇÅ; É ×ÓÅ ÏÎÉ ÚÁÐÉÓÁÌÉ É ÓÏÈÒÁÎÉÌÉ ÅÇÏ ÍÎÅÎÉÅ, É ÓÏÏÂÝÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÎ
ÐÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÔÁËÉÍÉ ÎÁÞÁÌÁÍÉ. é ÔÏ, ÞÔÏ ðÌÁÔÏÎ ÎÁÚ×ÁÌ ÅÄÉÎÏÅ É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Ä×ÏÊËÕ ÎÁÞÁÌÏÍ ×ÓÅÇÏ,
×ÅÓØÍÁ ÐÒÁ×ÄÏÐÏÄÏÂÎÏ (×ÅÄØ ÜÔÏ ÕÞÅÎÉÅ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÅ×, Á ðÌÁÔÏÎ ×Ï ÍÎÏÇÏÍ ÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÚÁ ÐÉÆÁÇÏÒÅÊÃÁÍÉ),
É ÏÎ ÓÄÅÌÁÌ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Ä×ÏÊËÕ ÔÁËÖÅ ÎÁÞÁÌÏÍ ÉÄÅÊ, ÎÁÚÙ×ÁÑ ÅÅ ÂÏÌØÛÉÍ É ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ
ÔÁË ÍÁÔÅÒÉÀ (1516{15).

÷ ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ óÉÍÐÌÉËÉÊ ÅÝÅ ÒÁÚ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ Ë ÜÔÏÊ ÔÅÍÅ:
ðÌÁÔÏÎ ÎÁÚÙ×ÁÌ ÅÄÉÎÏÅ É ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ Ä×ÏÊËÕ ÐÅÒ×ÙÍÉ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÞÕ×ÓÔ×ÅÎÎÙÈ

×ÅÝÅÊ. ïÎ ÔÁËÖÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌ, ÞÔÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ä×ÏÊËÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÍÏÐÏÓÔÉÇÁÅÍÏÊ, ÎÁÚ×Á× ÅÅ ÂÅÓÐÒÅÄÅÌØ-
ÎÙÍ; É ÏÎ ÐÏÌÏÖÉÌ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÂÏÌØÛÏÅ É ÍÁÌÏÅ, ÔÁËÖÅ ÎÁÚ×Á× ÉÈ ÂÅÓÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ × Ó×ÏÅÊ ÌÅËÃÉÉ ï ÂÌÁÇÅ,
ËÁË ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÏÏÂÝÁÀÔ áÒÉÓÔÏÔÅÌØ, çÅÒÁËÌÉÄ É çÅÓÔÉÊ É ÄÒÕÇÉÅ ÄÒÕÚØÑ ðÌÁÔÏÎÁ, ÐÒÉÓÕÔÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ
ÔÁÍ É ÚÁÐÉÓÁ×ÛÉÅ ÜÔÉ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÅ ÒÅÞÉ (45325{29).

áÌÅËÓÁÎÄÒ áÆÒÏÄÉÚÉÊÓËÉÊ × ëÏÍÍÅÎÔÁÒÉÉ Ë íÅÔÁÆÉÚÉËÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ (987b33) ÔÁËÖÅ
ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÎÁ ËÎÉÇÕ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ ïÂÌÁÇÅ:

ïÎ ÓËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌÁ ÞÉÓÅÌ ÓÕÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ É Ä×ÏÊËÁ. é ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÁ É ÉÄÕÝÉÅ
ÚÁ ÎÅÊ, Á ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÂÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÇÉÍ É ÎÅÍÎÏÇÉÍ, É ÐÅÒ×ÏÅ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÎÉÈ, ÏÎ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ
ÅÅ ÎÁÞÁÌÏÍ ÍÎÏÇÏÇÏ É ÎÅÍÎÏÇÏÇÏ. îÏ ÚÁ ÅÄÉÎÉÃÅÊ ÐÅÒ×ÏÊ ÉÄÅÔ Ä×ÏÊËÁ, É × ÎÅÊ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ËÁË ÍÎÏÇÏÅ, ÔÁË
É ÎÅÍÎÏÇÏÅ: ×ÅÄØ Ä×ÏÊÎÏÅ | ÜÔÏ ÍÎÏÇÏÅ, Á ÐÏÌÏ×ÉÎÎÏÅ | ÎÅÍÎÏÇÏÅ, É ÏÎÉ ÏÂÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × Ä×ÏÊËÅ. á
ÏÎÁ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÌÉÍÏÊ, Á ÅÄÉÎÉÃÁ ÎÅÄÅÌÉÍÁ. é ÏÎ ÐÙÔÁÌÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ,
ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÇÏ É ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÅÍÕ (ÏÎ ×ÅÄØ ÄÏÉÓËÉ-
×ÁÌÓÑ, ËÁË Ó×ÅÓÔÉ ×ÓÅ Ë ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÏÓÔÏÍÕ). òÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÎ Ó×ÑÚÁÌ Ó ÅÄÉÎÉÃÅÊ, Á ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ó ÉÚÂÙÔËÏÍ É
ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ: ×ÅÄØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÂÙ×ÁÅÔ Ä×ÏÑËÉÍ, × ÂÏÌØÛÏÍ É × ÍÁÌÏÍ, × ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÍ É × ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÅÍ
(567{17).

÷ Ó×ÅÔÅ ×ÙÛÅÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Õ×ÉÄÅÔØ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ îÉËÏÍÁÈÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÕÀ ÉÌ-
ÌÀÓÔÒÁÃÉÀ Ë ÎÅÐÉÓÁÎÏÍÕ ÕÞÅÎÉÀ ðÌÁÔÏÎÁ, ×ÏÐÌÏÝÁÀÝÕÀ ÔÅÚÉÓ Ï Ä×ÕÈ ÎÁÞÁÌÁÈ ×ÓÅÇÏ ÓÕÝÅÇÏ |
ÅÄÉÎÉÃÅ É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ Ä×ÏÊËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÏÅ É ÍÁÌÏÅ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÄÅÓØ ×ÅÓØ \ËÏÓ-
ÍÏÓ" ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á × ÒÁÍËÁÈ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÄÉÈÏÔÏÍÉÞÅÓËÏÇÏ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÑ. üÔÏÍÕ ×ÅÔ×ÌÅÎÉÀ
ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÏÌÏÖÅÎ ÐÒÅÄÅÌ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÄ×ÏÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ × ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ÐÒÑÍÏÍ ÓÍÙÓÌÅ
ÓÌÏ×Á ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ. äÁÌÅÅ, ÎÉÓÈÏÄÑÝÉÅ ÐÕÔÉ, ÉÄÕÝÉÅ × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÚÌÁ, ÕÈÏÄÑÔ
ÏÄÉÎ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÏÌØÛÅÇÏ, Á ÄÒÕÇÏÊ × ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, Ë \ÐÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÍÕ É ÎÅÄÏ-
ÓÔÁÀÝÅÍÕ". ïÐÑÔØ ÖÅ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÐÕÔÑÈ, ÍÏÇÕÔ ÓËÏÌØ
ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÐÏÄÏÊÔÉ Ë ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÒÁ×ÎÉ×ÁÑÓØ Ó ÎÉÍ; ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔØ
ÂÏÌØÛÅÇÏ É ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÒÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ É × ÜÔÏÍ ÐÌÁÎÅ.

åÝÅ ÒÁÚ ÐÒÏÞÉÔÁÅÍ ÔÅËÓÔ, ËÏÔÏÒÙÍ îÉËÏÍÁÈ ÐÒÅÄ×ÁÒÑÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ:
é ÜÔÏÔ ÓÔÒÏÊÎÙÊ É ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÊ ÐÕÔØ Ë ÐÏÚÎÁÎÉÀ ÐÒÉÒÏÄÙ ×ÓÅÌÅÎÎÏÊ ÑÓÎÙÍ É ÎÅÄ×ÕÓÍÙÓÌÅÎÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÐÒÅËÒÁÓÎÏÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ É ÐÏÚÎÁ×ÁÅÍÏÅ ÐÅÒ×ÉÞÎÏ ÐÏ Ó×ÏÅÊ ÐÒÉÒÏÄÅ × ÓÒÁ×-
ÎÅÎÉÉ Ó ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÍ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ É ÂÅÚÏÂÒÁÚÎÙÍ; É ÄÁÌÅÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÉ É ×ÉÄÙ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ
É ÎÅÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑ ÐÅÒ×ÏÍÕ Ó×ÏÀ ÆÏÒÍÕ É ÇÒÁÎÉÃÙ, É ÎÁÈÏÄÑÔ ÐÏÄÏÂÁÀÝÉÊ ÉÍ
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ÐÏÒÑÄÏË É ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÅ, É ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÕÐÎÙÍÉ ÉÚÍÅÒÅÎÉÀ, É ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÏÂÉÅ É ÏÄÎÏ-
ÉÍÅÎÎÏÓÔØ. ÷ÅÄØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÕÛÉ ÐÒÉ×ÏÄÉÔ × ÐÏÒÑÄÏË ÎÅÒÁÚÕÍÎÕÀ ÞÁÓÔØ, ÅÅ ÐÏÒÙ×Ù É
×ÌÅÞÅÎÉÑ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÅ Ó Ä×ÕÍÑ ×ÉÄÁÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, É ÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÙÛÌÅÎÉÑ ÐÏÄ×ÏÄÉÔ ÅÅ Ë ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ
É ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ. á ÄÌÑ ÎÁÓ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÉ×ÁÎÉÑ ÐÒÑÍÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÜÔÉÞÅÓËÉÅ ÄÏÂÒÏÄÅÔÅÌÉ,
ËÁËÏ×ÙÅ ÓÕÔØ ÂÌÁÇÏÒÁÚÕÍÉÅ, ÍÕÖÅÓÔ×Ï, ÍÑÇËÏÓÔØ, ÓÁÍÏÏÂÌÁÄÁÎÉÅ, ×ÙÄÅÒÖËÁ É ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÉÍ ËÁÞÅÓÔ×Á (I
23.4{5).

óÁÍ ÜÔÏÔ ÐÁÓÓÁÖ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË Ó×ÏÅÇÏ ÒÏÄÁ Ë×ÉÎÔÜÓÓÅÎÃÉÀ ÐÌÁÔÏÎÏ×ÓËÏÊ ÆÉÌÏ-
ÓÏÆÉÉ. ÷ ÎÅÍ ÍÏÖÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÔÓÙÌËÉ É Ë æÉÌÅÂÕ Ó ÅÇÏ ÄÉÁÌÅËÔÉËÏÊ ÐÒÅÄÅÌÁ, ÂÅÓÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ
É ÍÅÒÙ, É Ë ÍÉÆÕ Ï ÒÁÚÕÍÎÏÊ É Ä×ÕÈ ÎÅÒÁÚÕÍÎÙÈ ÞÁÓÔÑÈ ÄÕÛÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ðÌÁÔÏÎ ÕÓÔÁÍÉ óÏ-
ËÒÁÔÁ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔ × æÅÄÒÅ, É Ë ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÅÎÎÏÍÕ × çÏÓÕÄÁÒÓÔ×Å ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï
ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÚÎÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË ×ÌÅÞÅÔ ÄÕÛÕ ÏÔ ÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ Ë ÂÙÔÉÀ.

õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄÁÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒ×ÏÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ ÜÔÏÇÏ ÐÁÓÓÁ-
ÖÁ ÍÏÇ ÓÌÕÖÉÔØ ÔÅËÓÔ ÐÌÁÔÏÎÏ×ÓËÏÊ ÌÅËÃÉÉ ï ÂÌÁÇÅ × ÐÅÒÅÄÁÞÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,
× ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÙ×ËÁ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ Ï ÂÌÁÇÅ É ÜÔÉÞÅÓËÉÈ ÄÏ-
ÂÒÏÄÅÔÅÌÑÈ. îÁÄÏ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ \ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ" ÌÅËÃÉÑ ðÌÁÔÏÎÁ ï ÂÌÁÇÅ ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÌÁ
ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÈÏÖÉÍ ×Ù×ÏÄÏÍ, ÒÁÚ×Å ÞÔÏ ÒÁÚ×ÅÒÎÕÔÙÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

10. íÏÄÅÌØ ûÔÅÎÃÅÌÑ ÄÌÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×

âÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÉÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ÒÅËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔ-
ÍÁ îÉËÏÍÁÈÁ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÍÏÄÅÌÑÍÉ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ðÌÁÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ×
ÒÁÂÏÔÁÈ Stenzel 1924, 1929, Toeplitz 1929, Becker 1931, 1957 (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ðÁÒÛÉÎ 2004 É
íÁÒÇÁÒÉÔÏ× 2005).

ïÓÏÂÅÎÎÏÓÔØ ÎÁÛÅÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ × ÎÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ \ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÎÙÅ ËÏÌÉ-
ÞÅÓÔ×Á", Á ÜÔÉ Á×ÔÏÒÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌÉ ÄÌÑ \ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÁÍÏÇÏ ÐÏ ÓÅÂÅ". îÁÌÉÞÉÅ Ä×ÕÈ
ÔÉÐÏ× ÍÏÄÅÌÅÊ ÓÏÇÌÁÓÕÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÏÍ îÉËÏÍÁÈÁ:

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÄÌÑ ÓÏÏÔÎÅÓÅÎÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á; Á ÄÌÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á
ÓÁÍÏÇÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÐÅÒ×ÏÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ É Ä×ÏÊËÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁË ÉÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ
×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÔÓÑ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ É ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ×ÓÅ ÍÙÓÌÅÎÎÏ ÒÁÚÌÁÇÁÅÍ (II 1.1).

íÏÄÅÌØ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ ûÔÅÎÃÅÌÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÄÉÁÊÒÅÔÉÞÅÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ
ÒÉÓ. 9:

òÉÓ. 9

úÄÅÓØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÌÅ×ÏÍ ÐÕÔÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 2n, Á ÎÁ ÐÒÁ×ÏÍ | ÎÅÞÅÔÎÏÅ
ÞÉÓÌÏ 2n + 1. (çÒÅËÉ ÂÙ ÓËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ, Á ÎÅÞÅÔÎÏÅ |
ÕÄ×ÏÅÎÉÅÍ ÓÏ ×ÓÔÁ×ËÏÊ ÓÒÅÄÉÎÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ.) îÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÒÎÅ×ÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ×Ù-
ÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 10. ÷ ÕÚÌÁÈ ÜÔÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÐÏ
ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞÅÍ × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÔ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 2n
ÄÏ 2n+1 { 1.
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åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÙ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÎÅ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ, Á × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ
ÌÅ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅ ÎÕÌÑ, Á ÐÒÁ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ | ÐÒÉÐÉÓÙ×ÁÎÉÅ
ÅÄÉÎÉÃÙ (ÒÉÓ. 11). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÁÖÄÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÅ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉ-
ÓÌÅÎÉÑ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÜÔÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ Ó×ÏÅ ÍÅÓÔÏÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ Ä×ÏÉÞÎÏÍ ËÏÒÎÅ×ÏÍ
ÄÅÒÅ×Å. ë ÐÒÉÍÅÒÕ, ÞÉÓÌÏ 1001011 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÕÚÌÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔ ËÏÒÎÅ×ÏÇÏ ÕÚÌÁ (ÎÁÞÁÌØÎÁÑ
ÅÄÉÎÉÃÁ) ÎÁÄÏ Ä×ÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÐÕÔÉ \×ÌÅ×Ï, ×ÌÅ×Ï, ×ÐÒÁ×Ï, ×ÌÅ×Ï, ×ÐÒÁ×Ï, ×ÐÒÁ×Ï". úÄÅÓØ ËÁÖÄÏÍÕ
ÎÕÌÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÌÅ×Ï, ËÁÖÄÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ | Ä×ÉÖÅÎÉÅ ×ÐÒÁ×Ï.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÎÁÑ ûÔÅÎÃÅÌÅÍ ÓÈÅÍÁ ÄÉÁÊÒÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌÁ ÐÏ-
ÓÔÒÏÅÎÁ Ó ÃÅÌØÀ ÉÓÔÏÌËÏ×ÁÎÉÑ ÒÑÄÁ ÓÍÕÔÎÙÈ ÕËÁÚÁÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ áÒÉÓÔÏÔÅÌØ ÄÁÅÔ × íÅÔÁÆÉ-
ÚÉËÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏ ÉÄÅÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ðÌÁÔÏÎÁ. îÉËÁËÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ × ÁÎÔÉÞÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ
ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÉÌÏÓØ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÍÙÓÌÉÌ ÌÉ ðÌÁÔÏÎ É ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÉ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÒÏÖÄÅ-
ÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË ÉÌÉ ËÁË-ÔÏ ÉÎÁÞÅ. óÏ ÓÈÅÍÏÊ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÄÅÌÁ ÏÂÓÔÏÑÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, | ×ÅÄØ ÍÙ ÒÅËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÌÉ ÅÅ ÐÏ ÎÅ-
ÓËÏÌØËÉÍ ÄÏÛÅÄÛÉÍ ÄÏ ÎÁÓ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍ. ôÁË ÞÔÏ ÏÂÅ ÓÈÅÍÙ ÄÏÐÏÌÎÑÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ É ÄÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ
ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ.
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ï æÏÎÄÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ
æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ÓÏÚÄÁÎ × ËÏÎÃÅ 1996 Ç. Ó

ÃÅÌØÀ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÊ, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÀ ÂÏÇÁÔÙÈ ÔÒÁÄÉÃÉÊ ÍÁÔÅ-
ÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÎÁÕËÉ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÓÏÔÒÕÄÎÉÞÁÅÔ Ó ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÑÍÉ É
ÇÒÁÖÄÁÎÁÍÉ, ÖÅÌÁÀÝÉÍÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÂÌÁÇÏÒÏÄÎÏÍ ÄÅÌÅ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÌÕÞÛÉÈ ÔÒÁ-
ÄÉÃÉÊ É ×ÙÓÏËÏÇÏ ËÁÞÅÓÔ×Á ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ × òÏÓÓÉÉ. æÏÎÄ ÐÏÄÄÅÒ-
ÖÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×Ù, ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÐÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÃÅÌÉ. ïÓÏÂÏÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÉÎÉÃÉÁÔÉ×ÁÍ × ÐÒÏ×ÉÎÃÉÉ, ËÁË × ×ÉÄÅ ÉÚ-
ÄÁÔÅÌØÓËÏÊ ÐÏÄÄÅÒÖËÉ, ÔÁË É ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ ÐÏÍÏÝÉ. æÏÎÄ ÓÐÏÓÏÂÓÔ×ÕÅÔ ÉÚÄÁÎÉÀ
ÎÁÕÞÎÏÊ, ÕÞÅÂÎÏÊ É ÍÅÔÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ × ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÓÍÅÖÎÙÈ
ÎÁÕË.

õÓÌÏ×ÉÑ ÐÏÄÐÉÓËÉ É ÐÒÉÅÍÁ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ðÏ ×ÏÐÒÏÓÁÍ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ÖÕÒÎÁÌ ÏÂÒÁÝÁÊÔÅÓØ ÐÏ ÔÅÌÅÆÏÎÕ: (495) 107-31-46 .
áÄÒÅÓ ÄÌÑ ËÏÒÒÅÓÐÏÎÄÅÎÃÉÉ æÏÎÄÁ: 141075 Ç. ëÏÒÏÌÅ× íÏÓËÏ×ÓËÏÊ ÏÂÌ., ÐÒ-Ô

ëÏÓÍÏÎÁ×ÔÏ× 9-167. E-mail: matob@yandex.ru
óÔÏÉÍÏÓÔØ ÐÏÄÐÉÓËÉ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÏÍÅÒÏ× 1-4 ÚÁ 2007 ÇÏÄ (×ËÌÀÞÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ

ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) { 60 ÒÕÂÌÅÊ.
äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÏÍÅÒÏ× ÖÕÒÎÁÌÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÙÓÌÁÔØ × ÁÄÒÅÓ ÒÅÄÁËÃÉÉ ËÏÐÉÀ

ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ, ÐÏÄÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÇÏ ÏÐÌÁÔÕ ÐÏÄÐÉÓËÉ. óÏÏÂÝÉÔÅ ÁÄÒÅÓ, ÐÏ
ËÏÔÏÒÏÍÕ ×Ù ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÖÕÒÎÁÌ. ÷ ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ ÕËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÐÅÒÅ×ÏÄ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÖÕÒÎÁÌÁ \íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ", ÎÏÍÅÒ ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ
2007 Ç., ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ×.

òÅË×ÉÚÉÔÙ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ:
ðÏÌÕÞÁÔÅÌØ: éîî 7725080165 æÏÎÄ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ É ÐÒÏÓ×Å-
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Ò/Ó 40703810700010001416 × ïáï âÁÎË \òÁÚ×ÉÔÉÅ-óÔÏÌÉÃÁ", Ç. íÏÓË×Á,
Ë/Ó 30101810000000000984, âéë 044525984, ïëðï 45084342
÷Ù ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔÅ ÚÁËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ×ÁÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×

ÖÕÒÎÁÌÁ ÚÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÇÏÄÙ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÙÌËÁ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎ-
ÎÙÍ ÐÌÁÔÅÖÏÍ ÉÌÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÐÌÁÔÅÖÎÏÇÏ ÄÏËÕÍÅÎÔÁ (ÒÅË×ÉÚÉÔÙ ÔÅ ÖÅ). ÷
ÚÁËÁÚÅ (× ÐÌÁÔÅÖÎÏÍ ÄÏËÕÍÅÎÔÅ) ÕËÁÖÉÔÅ, ÚÁ ËÁËÉÅ ÎÏÍÅÒÁ É × ËÁËÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å
ÜËÚÅÍÐÌÑÒÏ× ÚÁ ÎÏÍÅÒ, ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ.

óÔÏÉÍÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÜËÚÅÍÐÌÑÒÁ ÖÕÒÎÁÌÁ (Ó ÕÞÅÔÏÍ ÐÅÒÅÓÙÌËÉ) | 50 ÒÕÂ.

òÅÄÁËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÏÐÉÓÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ× Ó ÞÅÔËÏ ÐÒÏÒÉÓÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÏÒÍÕ-
ÌÁÍÉ. ðÏ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÉÀ Ó ÒÅÄÁËÃÉÅÊ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔÓÑ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ × ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÍ ×ÉÄÅ,
ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÌÁÇÁÔØ ÒÁÓÐÅÞÁÔËÕ.

òÕËÏÐÉÓÉ ÎÅ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ É ÎÅ ÒÅÃÅÎÚÉÒÕÀÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ Á×ÔÏÒÓËÉÅ
ÐÒÁ×Á ÓÏÈÒÁÎÑÀÔÓÑ ÚÁ Á×ÔÏÒÁÍÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×. á×ÔÏÒÙ ÏÐÕÂÌÉËÏ×ÁÎÎÙÈ ÍÁÔÅÒÉÁÌÏ×
ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÂÅÓÐÌÁÔÎÏ ÐÏ 10 ÜËÚ. ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ×ÙÐÕÓËÁ ÖÕÒÎÁÌÁ.

íÎÅÎÉÅ ÒÅÄÁËÃÉÉ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÒÏ×.
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