áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÁÓÐÅËÔÙ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ

ë. à. çÏÒÂÕÎÏŒ^∗, áÎ. á. íÕÞÎÉË

May 22, 2008

1 œŒÅÄÅÎÉÅ

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ŒÏÐÒÏÓÙ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏ- ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ É ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ. üÔÉ ŒÏÐÒÏÓÙ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ á. œÅÂÅÒÏÍ Œ ÒÁÂÏÔÁÈ [1], [2], [3], [4]. ïÎ ÄÏËÁÚÁÌ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ŒÏÐÒÏÓÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏ- ÓÔÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ, ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ, ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒËÉ ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ. íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ, ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏ ÕÌÕÞÛÁÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ á. œÅÂÅÒÁ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÉ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÏÄÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ ÏÔ poly(n), ÇÄÅ n | ÒÁÚ- ÍÅÒ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ; ÐÒÏŒÅÒËÁ ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÚÏÎÅ ÏÄÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ (Õ á. œÅÂÅÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÒÁŒÎÙ ÄŒÕÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁÍ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ á. œÅÂÅÒÁ ÉÚ [4] ÞÉÓÌÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ ÒÁŒÎÏ ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞ- ÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ËÁÖÄÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÅÓÔØ ÓŒÏÉ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ ÒÁÂÏÔÕ [5], ÁŒÔÏÒÙ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÁŒÔÏÒÏŒ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ) ÓÏËÒÁÔÉÌÉ ÒÁÚÍÅÒ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ ÄÏ ÏÄÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÍ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÑÔÅÒËÁ ⟨A; Q; Q_0; F; ffi⟩, ÇÄÅ A | ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ, Q | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÊ, Q_0 ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, F ⊆ Q | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ffi | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ. ëÁÖÄÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ | ÜÔÏ ÞÅÔŒÅÒËÁ ⟨q_1; a; v; q_2⟩. úÄÅÓØ q_1 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, q_2 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, a ∈ A ⋃ {~} (~ | ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ) | ŒÈÏÄ ÐÅÒÅÈÏÄÁ, v ∈ A^∗ | ŒÙÈÏÄ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ A ÏÒÉ- ÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ, ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, Á ÒÅÂÒÁ | ÐÅÒÅÈÏ- ÄÁÍÉ. ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ ÐÏÍÅÞÅÎÏ ŒÈÏÄÏÍ É ŒÙÈÏÄÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. ðÕÔÑÍÉ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÕÔÉ. óÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ËÏÎËÁÔÅÎÁ- ÃÉÅÊ ŒÈÏÄÏŒ ŒÄÏÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ l, ÎÁÚÏŒÅÍ ŒÈÏÄÏÍ ÐÕÔÉ l (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ŒÈ(l)), Á

∗éÎÓÔÉÔÕÔ ÐÒÏÂÌÅÍ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÉÍ. á. á. èÁÒËÅŒÉÞÁ òáî; e-mail: gorbunov@iitp.ru

ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÅÊ ŒÙÈÏÄÏŒ | ŒÙÈÏÄÏÍ ÐÕÔÉ l (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: ŒÙÈ(l)). ðÕÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÊÓÑ Œ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄÏÐÕÓ- ËÁÀÝÉÍ. çÒÁÆÉËÏÍ `(A) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ A ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨u; v⟩ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ u = ŒÈ (l), v = ŒÙÈ(l) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ l. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_1 ŒÌÏÖÅÎ Œ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_2, ÅÓÌÉ `(A_1) ⊆ `(A_2). ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÉ A_1 É A_2 ÎÁÚÏŒÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ `(A_1) = `(A_2). òÁÚÍÅÒÏÍ A (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: |A|) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÌÁ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ É ÄÌÉÎ ÉÈ ŒÙÈÏÄÏŒ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÀ A ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÏÔ |A| ŒÒÅÍÑ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ïÓÎÏŒÎÙÍ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ c ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ v ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ ⟨u; v⟩ ∈ `(A). íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ c ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ A. åÓÌÉ ÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 1, ÔÏ A ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ.

îÁÚÏŒÅÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅÇÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, É ŒÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ ÉÄÕÔ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÅ. á. œÅÂÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ Œ [1] ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ìÅÍÍÁ 1. ðÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÀ A ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÌÉÂÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ, ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÁÔÉÒÏŒÁÔØ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ A.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÏÂÁŒÉŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄŒÕÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ É ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2|A| ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ, ÏÞÅŒÉÄ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏÂØčÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ Œ A ÂÙÌÏ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÔÏÌØËÏ ŒÙÈÏÄÑÔ, É ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ, ËÕÄÁ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÔÏÌØËÏ ŒÈÏ- ÄÑÔ. äÁÌÅÅ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ A ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË R: q_1Rq_2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q_1 Œ q_2 Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ q_1 É q_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÐÕÔØ ÉÚ q_1 Œ q_2 Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÐÕÓÔÏÊ ŒÙÈÏÄ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ⟨q_1; q_2⟩ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ëÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓËÌÅÉÍ Œ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ðÏÌÕÞÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A^′, ËÏÔÏÒÙÊ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ A. ðÕÓÔØ Œ A^′ ÅÓÔØ ÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ÎÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÈÏÄÉÔ Œ q ÉÌÉ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ q. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ⟨q_1; a_1; v_1; q⟩,⟨q; a_2; v_2; q_2⟩ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ a_1 = ~ ÉÌÉ a_2 = ~, ÄÏÂÁŒÉÍ ÐÅÒÅÈÏÄ ⟨q_1; a_1a_2; v_1v_2; q_2⟩. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÕÄÁÌÉÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ q É ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ q. ôÁË ËÁË Œ A^′ ÎÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ŒÉÄÁ ⟨q; ~; v; q⟩, ÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÇÒÁÆÉË ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÄÏ ÎÅÅ Õ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙÈ ÅÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ, ÔÏ É ÐÏÓÌÅ ÎÅÅ ÉÈ ÎÅ ÂÕÄÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ |A^′| ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÒÅÄÕÃÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

2 äÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÄÎÏ-

ÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ A_1; A_2; : : : ; A_k, ÅÓÌÉ `(A) =^k ⋃ i=1 `(A_i). á. œÅÂÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ Œ [2],

ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A ÒÁÚÍÅÒÁ n ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÒÁÚÌÏ- ÖÉÔØ Œ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ ÚÁ ŒÒÅÍÑ exp(exp(poly(n))). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(exp(poly(n))). íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÕÔØ ÄÅËÏÍÐÏ- ÚÉÃÉÉ Ó ÌÕÞÛÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÎÁ ŒÒÅÍÑ É ÒÁÚÍÅÒ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÔÅÌÀ A ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÁÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ⩽ exp(poly(n)) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ A_1; : : : ; A_k ÚÁ ŒÒÅÍÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)). òÁÚÍÅÒ ËÁ- ÖÄÏÇÏ A_i ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕ- ÞÁÊ, ËÏÇÄÁ Œ A ÎÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ. åÓÌÉ l | ÐÕÔØ Œ A ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É u^′ ⊆ u (Ô. Å. u^′ | ÎÁÞÁÌÏ u), ÔÏ ÞÅÒÅÚ l(u^′) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÐÕÔÉ l ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÈ (l(u^′)) = u^′. åÓÌÉ u = v_1v_2v_3, ÔÏ ÞÅÒÅÚ l(v_2) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÕÔØ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ËÏÎËÁ- ÔÅÎÁÃÉÑ l(v_1)l(v_2) ÅÓÔØ l(v_1v_2). åÓÌÉ l_1 É l_2 | ÄŒÁ ÐÕÔÉ ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÈ (l_1) = ŒÈ (l_2) = u É u^′ ⊆ u, ÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ d(l_1; l_2; u^′) ÞÉÓÌÏ, ÒÁŒÎÏÅ | ŒÙÈ(l_1(u^′))| − | ŒÙÈ(l_2(u^′))|. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ ÂÅÚ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ Ó ÐÕ- ÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A ÒÁÚÍÅÒÁ n ÂÅÚ ÐÕÓÔÙÈ ŒÈÏÄÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÅÎ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ s_1, s_2 (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ) É ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÐÕÔÅÊ p_1, p_2, p_3 Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ŒÈÏÄÏÍ u, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ p_1 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ s_1 É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ s_1, p_2 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ s_1, ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ s_2, p_3 ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Œ s_2 É ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ s_2, ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

(1) åÓÌÉ ŒÙÈ (p_1) ≠ ~, ÔÏ ŒÙÈ(p_2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (ŒÙÈ(p_1))^∞. (2) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u^′ ⊆ u ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(p_1; p_2; u^′)| ⩽ n^4.

óÈÏÄÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÌ É ÄÏËÁÚÁÌ Œ [1] á. œÅÂÅÒ. äÏËÁÖÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉ- ÍÏÓÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ. ðÕÓÔØ k ¿ c, ÇÄÅ c | ÚÎÁÞÎÏÓÔØ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {p^{i−1}_1 p_2p^{k−i}_3 | i = 1; : : : ; k} ÐÕÔÅÊ ÉÚ s_1 Œ s_2. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÐÕÔÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ŒÈÏÄ u^k. œÙÂÏÒ k ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁ- ËÏÇÏ j ¿ 0, ÞÔÏ (ŒÙÈ (p_1))^j ŒÙÈ(p_2) = ŒÙÈ(p_2)(ŒÙÈ (p_3))^j. ïÔÓÀÄÁ (ŒÙÈ(p_1))^{2j} ŒÙÈ(p_2) = (ŒÙÈ(p_1))^j ŒÙÈ(p_2)(ŒÙÈ (p_3))^j = ŒÙÈ(p_2)(ŒÙÈ(p_3))^j(ŒÙÈ (p_3))^j = ŒÙÈ (p_2)(ŒÙÈ(p_3))^{2j}, É ÁÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ (ŒÙÈ(p_1))^{tj} ŒÙÈ(p_2) = ŒÙÈ(p_2)(ŒÙÈ (p_3))^{tj} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ t, ÏÔËÕÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÙÈ(p_2) | ÎÁÞÁÌÏ (ŒÙÈ(p_1))^∞.

äÏËÁÖÅÍ (2). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, |d(p_1; p_2; u^′)| ¿ n^4 ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ u^′ ⊆ u. ðÕÓÔØ ~ = u_0; u_1; u_2; : : : | ŒÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏŒÁ u. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ |d(p_1; p_2; u_i)−d(p_1; p_2; u_{i+1})| ⩽ n ÄÌÑ ÌÀ- ÂÏÇÏ i, ÐÒÉ ÜÔÏÍ d(p_1; p_2; u_0) = 0, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÉ u_i ÎÁÊÄčÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ n^3 + 1 ÎÁÞÁÌ u_{ik} Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ d(p_1; p_2; u_{ik} ). ëÁÖÄÏÍÕ u_{ik} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÒÏÊËÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Œ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ËÏÎÞÁÀÔÓÑ ÐÕÔÉ p_1(u_{ik} ), p_2(u_{ik} ), p_3(u_{ik} ). œÏÚØÍÅÍ ÔÁËÉÅ u_i′ É u_i′′ (u_i′ ⊂ u_i′′ ), ËÏÔÏÒÙÍ

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÔÒÏÊËÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, u = v_1v_2v_3, ÇÄÅ v_1 = u_i′ , v_1v_2 = u_i′′ . ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ | ŒÙÈ(p_1(v_2))| ≠ | ŒÙÈ(p_2(v_2))|, ÔÁË ËÁË d(p_1; p_2; v_1) = | ŒÙÈ(p_1(v_1))| − | ŒÙÈ(p_2(v_1))| ≠ | ŒÙÈ(p_1(v_1))|+| ŒÙÈ(p_1(v_2))|−| ŒÙÈ(p_2(v_1))|−| ŒÙÈ(p_2(v_2))| = d(p_1; p_2; v_1v_2). åÓÌÉ | ŒÙÈ(p_1)| ≠ | ŒÙÈ(p_3)|, ÔÏ ÄÌÉÎÙ ŒÙÈÏÄÏŒ ÐÕÔÅÊ p^{i−1}_1 p_2p^{k−i}_3 , ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÐÁÒÎÏ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ k. åÓÌÉ | ŒÙÈ(p_1(v_1))| + | ŒÙÈ(p_1(v_3))| ≠ | ŒÙÈ(p_3(v_1))| + | ŒÙÈ(p_3(v_3))|, ÔÏ ÔÁËÏÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÐÕÔÅÊ [p_1(v_1)p_1(v_3)]^{i−1}p_2(v_1)p_2(v_3)[p_3(v_1)p_3(v_3)]^{k−i}. éÎÁÞÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÐÕÔÉ ÉÚ s_1 Œ s_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ v_1v_2v_3v_1v_2v_2v_3 : : : v_1v^k_2 v_3, ÐÒÏ- ÈÏÄÑÝÉÅ ÐÏ p_1, p_2, p_3. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ŒÙÈÏÄÁ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÂÌÏË v_1v^i_2v_3 ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÐÕÔØ p_2, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ŒÙÂÏÒÕ k. îÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏÓÔØ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ ŒÍÅÓÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ A ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÔÅÌÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ, ÔÏ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ËÒÉÔÅÒÉÑ.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. ðÕÓÔØ q_1 É q_2 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ q_1 ⩾ q_2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q_1 Œ q_2. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÒÁÚÂÉ- ŒÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ðÅÒÅÈÏÄ ⟨q_1; a; v; q_2⟩ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, ÅÓÌÉ q_1 ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ q_2. ðÕÓÔØ Q_1 É Q_2 | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q_2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q_1 ÎÁ ÓÌÏŒÅ w, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ L ÐÕÔÅÊ ÉÚ Q_1 Œ Q_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ w ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q_1 ∈ Q_1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ L, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Œ q_1, Á ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ q_2 ∈ Q_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ L, ËÏÎÞÁÀ- ÝÉÊÓÑ Œ q_2. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q_1 ⩾ Q_2, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ Q_2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q_1. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒŒÅÄÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ Q, ÒÁÚÂÉŒÁÀÝÉÍ ÉÈ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, É ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÕÖÅ ŒŒÅÄčÎÎÏÅ ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ: q_1 ⩾ q_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ {q_1} ⩾ {q_2}. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÄŒÕÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ Q_1 É Q_2 ÍÏÖÎÏ ÚÁ ŒÒÅÍÑ exp(poly(n)) ŒÙÑÓÎÉÔØ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ Q_1 ⩾ Q_2 (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Q_2 ÄÏÓÔÉ- ÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q_1 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ Q_1 É ÎÁ ÓÌÏŒÅ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ n^n). ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ u, É u^′ ⊆ u. íÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ M_u(u^′) ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÈ (l) = u É ÐÕÔØ l(u^′) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ q. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ u_1 ⊆ u_2 ⊆ u, ÔÏ M_u(u_1) ⩾ M_u(u_2). ðÕÓÔØ ÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÍ ÐÕÔÉ l ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ p É l_1 | ÎÁÞÁÌÏ l, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏ p, Á l_2 | ÎÁÞÁÌÏ l, ËÏÎÞÁÀÝÅÅÓÑ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ p. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ p ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÁ l, ÅÓÌÉ M_u(u_1) ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ M_u(u_2), ÇÄÅ u_1 = ŒÈ (l_1), u_2 = ŒÈ (l_2). äÏËÁÖÅÍ ÄŒÅ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ Œ A ÄŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q_1 É q_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ l_1 É l_2 ÉÚ q_1 Œ q_2 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ŒÈ (l_1) = ŒÈ (l_2), ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: ŒÙÈ (l_1) = ŒÙÈ (l_2). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ u^′ ÓÌÏŒÁ u = ŒÈ (l_1) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l_1; l_2; u^′)| ⩽ n^4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: w_1 = ŒÙÈ (l_1), w_2 = ŒÙÈ (l_2). œ ÓÉÌÕ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ q_1 É q_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l ÉÚ q_2 Œ q_1. åÓÌÉ |w_1| = |w_2|, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (1), ÇÄÅ s_1 = s_2 = q_1, p_1 = l_1l, p_2 = p_3 = l_2l. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÈ (l_1l) = ŒÙÈ(l_2l), ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ w_1 = w_2. ðÕÓÔØ |w_1| ≠ |w_2|. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ |w_1| ¿ 0. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ (2), ÐÏÌÏÖÉŒ Œ ÎÅÍ s_1 = s_2 = q_1, p_1 = (l_1l)^k, p_2 = p_3 = (l_2l)^k ÄÌÑ k ¿ n^4. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (2). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ M_1, M_2 | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ⩾ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, q_1 ∈ M_1, q_2 ∈ M_2, l^′ | ÐÕÔØ ÉÚ q_1 Œ q_2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M_2 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ M_1 ÎÁ ÓÌÏŒÅ v = ŒÈ (l^′) É | ŒÙÈ(l^′)| ¿ n^4. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ l_1, l_2 ÉÚ q_1 Œ q_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ v = ŒÈ (l^′) ÓÌÏŒÁ ŒÙÈ(l_1) É ŒÙÈ (l_2) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v^′ ⊆ v ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l_1; l_2; v^′)| ⩽ 2n^4.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ q_1 ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ q_2, ÉÎÁÞÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2. éÚ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ M_1 É M_2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ M_1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ M_2 ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÅ v_1. ôÏÇÄÁ M_1 ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÉÚ ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ ÎÁ ÓÌÏŒÅ vv_1. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ M_1: q_0; q_{−1}; q_{−2} : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ⩽ 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ fl_i ÉÚ q_i Œ q_{i+1} ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ vv_1. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ b_1 = q_i = q_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ i ¡ j ⩽ 1. ðÏÌÕÞÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ b_1 Œ b_1, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ M_1: q_3; q_4; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ fl_2 ÉÚ q_2 Œ q_3 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ v_1, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ⩾ 3 ÅÓÔØ ÐÕÔØ fl_i ÉÚ q_i Œ q_{i+1} ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ vv_1. úÄÅÓØ q_i ≠ q_j ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ⩽ 1, j ⩾ 2 Œ ÓÉÌÕ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ q_1 É q_2. úÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ b_2 = q_i = q_j ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ 3 ⩽ i ¡ j, ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÐÕÔØ ÉÚ b_2 Œ b_2, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p^′. ðÕÔØ ÉÚ b_1 Œ b_2, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ | ÉÚ b_1 Œ q_1 ÐÏ ÐÕÔÑÍ fl_i (i ⩽ 0), ÉÚ q_1 Œ q_2 ÐÏ l^′ É ÉÚ q_2 Œ b_2 ÐÏ ÐÕÔÑÍ fl_i (i ⩾ 2) | ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fl. ïÞÅŒÉÄÎÏ, | ŒÈ(p)| = kn_1, | ŒÈ(fl)| = kn_2, | ŒÈ(p^′)| = kn_3, ÇÄÅ k = |vv_1|, Á n_1, n_2, n_3 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. œÏÚØÍÅÍ ÎÁ p ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÐÕÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÊÓÑ Œ s, ÉÄÕÝÉÊ ŒÓÅ ŒÒÅÍÑ ÐÏ ÃÉËÌÕ p É ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÉÎÕ k(n_1n_2n_3 − n_2), ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ b_1, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÞÅÒÅÚ fl^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÐÕÔÉ: ÐÕÔØ p_1 ÉÚ s Œ s, ÓÏŒÅÒÛÁÀÝÉÊ n_2n_3 ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÐÏ ÃÉËÌÕ p, ÐÕÔØ p_2 ÉÚ s Œ b_2, ÒÁŒÎÙÊ fl^′fl É ÐÕÔØ p_3 ÉÚ b_2 Œ b_2, ÓÏŒÅÒÛÁÀÝÉÊ n_1n_2 ÏÂÏÒÏÔÏŒ ÐÏ ÃÉËÌÕ p^′. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ŒÈ (p_1) = ŒÈ (p_2) = ŒÈ(p_3). ôÁË ËÁË | ŒÙÈ(p_2)| ⩾ | ŒÙÈ(l^′)| ¿ n^4, ÔÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (2) | ŒÙÈ(p_1)| ¿ 0. ðÕÔØ p_2 ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÏ l_1 ÉÌÉ l_2 ŒÍÅÓÔÏ l^′. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (1) ŒÙÈÏÄÙ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÐÕÔÉ p_2 ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÓÌÏŒÁ (ŒÙÈ(p_1))^∞. ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ ŒÙÈ (l_1) É ŒÙÈ(l_2) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ |d(l_1; l_2; v^′)| ⩽ 2n^4. ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÓÔŒÉÅ 1. ðÕÓÔØ l | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Œ A, u_1, u_2 | ÄŒÁ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏŒÁ u = ŒÈ (l), u_1 ⊆ u_2, M_u(u_1) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ M_u(u_2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l^′ ÏÔÒÅÚÏË ÐÕÔÉ l, ÄÏÐÏÌÎÑ- ÀÝÉÊ l(u_1) ÄÏ l(u_2), Á ÞÅÒÅÚ q_1 É q_2 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ É ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÑ l^′. ðÕÓÔØ | ŒÙÈ(l^′)| ¿ n^4. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÕÔÅÊ l_1, l_2 ÉÚ q_1 Œ q_2 ÓÏ ŒÈÏ- ÄÏÍ v = ŒÈ (l^′) ÓÌÏŒÁ ŒÙÈ (l_1) É ŒÙÈ (l_2) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ v^′ ⊆ v ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l_1; l_2; v^′)| ⩽ 2n^4.

ðÕÓÔØ l | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Œ A. ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÞÁÌÕ l^′ ÐÕÔÉ l ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ (q; M), ÇÄÅ q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ l^′, Á M = M_u(u^′), ÇÄÅ u = ŒÈ (l), u^′ = ŒÈ (l^′). âÕÄÅÍ ÏÔÍÅÞÁÔØ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÐÕÔÉ l. ïÔ- ÍÅÔÉÍ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÕÓÔÏÍÕ ÎÁÞÁÌÕ É ŒÓÅÍÕ ÐÕÔÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ ÎÁ l, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÁ l, ŒÏÚØÍÅÍ ÂÌÉ- ÖÁÊÛÉÅ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÎÁ l (ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ l ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÎÙÍ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ) ÐÅÒÅÈÏÄÙ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÅÓÔØ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÏÔÍÅÔÉÍ ÐÏ ÄŒÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌÁÍ ÐÕÔÉ l, ËÏÎÞÁÀÝÉÍÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ É

ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÁ l, ÏÔÍÅÔÉÍ ÄŒÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄÕ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ D ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÐÁÒ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÐÏ- ÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÍ ÎÁÞÁÌ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Œ D ÐÁÒ (q_1; M_1), (q_2; M_2) ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ:

1) q_1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ q_2;

2) ÎÁÞÁÌÁ l, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÐÁÒÁÍ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÐÅÒÅÈÏÄ ÐÕÔÉ l, ËÏÔÏÒÙÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ É Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ, É ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ;

3) M_1 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ M_2, q_1 ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ q_2.

åÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ i-Ê ÓÌÕÞÁÊ, ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [(q_1; M_1); (q_2; M_2)] ÉÍÅÅÔ i-Ê ÔÉÐ. œ ÓÌÕÞÁÅ 2 ÐÒÉÐÉÛÅÍ ÜÔÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÓÌÏŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ŒÙÈÏÄÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ. œ ÓÌÕÞÁÅ 3 ÐÕÓÔØ l^′ | ÕÞÁÓÔÏË ÐÕÔÉ l ÍÅÖÄÕ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑÍÉ (q_1; M_1) É (q_2; M_2), v = ŒÈ (l^′), w = ŒÙÈ(l^′). ðÒÉÐÉÛÅÍ ÄÁÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÞÉÓÌÏ k, ÒÁŒÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ |w| É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÙÈÏÄÏŒ ŒÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚ q_1 Œ q_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ v. éÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k ⩽ 2n^4.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ D Ó ÐÒÉÐÉÓÁÎÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ ÐÕÔÉ l É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ D(l). éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÔÁËÖÅ ÎÏÍÅÒ ÔÉÐÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ.

ìÅÍÍÁ 4. ðÕÓÔØ l_1 É l_2 | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÅ ÐÕÔÉ Œ A ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ŒÈ (l_1) = ŒÈ(l_2) É D(l_1) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó D(l_2). ôÏÇÄÁ ŒÙÈ (l_1) = ŒÙÈ (l_2).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ ËÒÁÊÎÑÑ ÐÁÒÁ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÕÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÄÏ ÉÌÉ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÙ ŒÉÄÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ M, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÕÔÉ ÎÅÐÏ- ÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅŒÁ (ÓÐÒÁŒÁ) ÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁÞÁÌÏ u^′ ÓÌÏŒÁ u = ŒÈ (l_1) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ M = M_u(u^′). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÁÒÙ ÉÚ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÂÉŒÁÀÔ ŒÈÏÄ u ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÞÁÓÔËÉ, É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙ- ÈÏÄÏŒ l_1 É l_2 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ŒÈÏÄÁ. åÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÙÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ŒÙÈÏÄÏŒ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÕÞÁÓÔËÅ ŒÈÏÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 2. ðÒÉ ÏÔ- ÒÅÚËÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ŒÙÈÏÄ ÕËÁÚÁÎ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ŒÙÈÏÄÙ l_1 É l_2 ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ ÐÏ ÌÅÍÍÅ 3, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÄÉÎÁËÏŒÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÞÉÓÌÏÍ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÉÈ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ. ìÅÍÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ (ÄÌÉÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ⩽ 4·[ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ]⩽ 4n) É ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ (ËÁË É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÐÒÉÐÉ- ÓÁÎÎÁÑ ÏÔÒÅÚËÕ) ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)) ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÔÏ ŒÓÅÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ exp(poly(n)). ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÐÒÅÏÂÒÁ- ÚÏŒÁÔÅÌØ A(D), ÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ `(A), ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ÐÕÔÑÍÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4 ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A(D) ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÙÍ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ u ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ q ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. åÓÌÉ ÄÁÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁ D, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

[(q_1; M_1); (q_2; M_2)] ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÄÌÑ ŒÈÏÄÁ u É ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ u^′ ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l ÉÚ q_1 Œ q_2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÈ (l) = u É ÐÕÔØ l(u^′) ËÏÎÞÁÅÔÓÑ Œ q. íÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÑ ŒÈÏÄÁ u ÎÁÚÏŒÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q_1 Œ q ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÁÒÅ (q; M) ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Á Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÐÁÒÅ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D.

ïÐÉÛÅÍ A(D). óÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ A(D) ÂÕÄÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ: ⟨Q_1; Q_2; q; L⟩. úÄÅÓØ Œ Q_1 ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÞÔÅÎ- ÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ŒÈÏÄÁ, Œ Q_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ ŒÈÏÄÁ É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ŒÈÏÄÁ, Œ q ∈ Q_2 | ÔÅËÕÝÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÕÔÉ Ó ÞÉÔÁ- ÅÍÙÍ ŒÈÏÄÏÍ É ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q_2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÅËÕÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË [(q_1; M_1); (q_2; M_2)] ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M_1 ⩾ Q_2 ⩾ M_2, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. L ÎÅÐÕÓÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ L | ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔØ ⟨Q^′_1; Q^′_2; P ⟩. úÄÅÓØ Œ Q^′_1 ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏ- ÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÔÅËÕÝÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ, Œ Q^′_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉ- ÖÉÍÏÓÔÉ, q ∈ Q^′_2 ⊆ Q^′_1. P | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨q^′; m⟩ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ∈ Q^′_2, ÇÄÅ 0 ⩽ m ⩽ 2n^4, É ÅÝÅ ÏÄÎÁ ÔÅËÕÝÁÑ ÐÁÒÁ Ó q^′, ÒÁŒÎÙÍ ÔÅËÕÝÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ u_t ÏÔÒÅÚÏË ŒÈÏÄÁ, ÐÒÏÞÔÅÎÎÙÊ Ë ÔÅËÕÝÅÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ Œ A(D) ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ, ÇÄÅ M_1 ⩾ Q_2 ⩾ M_2. œ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ ⟨q; m⟩ Œ m ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÏÇÏ Œ A ÐÕÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ŒÈÏÄÁ u_t É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉ- ÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÙÈÏÄÏŒ ŒÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u_t ÉÚ q_1 ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q^′_2. þÔÏÂÙ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÜÔÏÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ ⟨q^′; m⟩ Œ m ÂÕÄÅÔ ŒÙ- ÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÙÈÏÄÏŒ ŒÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÉÚ q_1 Œ q^′ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u_t É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÙÈÏÄÏŒ ŒÓÅÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u_t ÉÚ q_1 ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q^′_2. îÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ A(D) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ Q_1 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Q_2 É q | ÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ D; ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ L ÎÅÐÕÓÔÏ, Q^′_1 = Q^′_2 = {q} É ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÈ m = 0. ôÅËÕÝÁÑ ÐÁÒÁ: ⟨q; 0⟩. úÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ A(D) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ, ÇÄÅ Q_2 É q | ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÕËÁÚÁÎÙ Œ ËÏÎÃÅ D, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q_1 \ Q_2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ L ÎÅÐÕÓÔÏ, Q^′_2 = {q} É Œ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ m ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ D.

ïÐÉÛÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÙ A(D). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q^{′′} ÉÚ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ÐÏ ÂÕËŒÅ a, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ q^′ Œ q^{′′} ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a. ðÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s_1 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s_2 ÓÏ ŒÈÏÄÎÏÊ ÂÕËŒÏÊ a É ŒÙÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ v ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

1) Q_1(s_2) (ÔÁË ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ Q_1 Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ s_2) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q_1(s_1) ÐÏ a. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Q_1 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏ.

2) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ A ÉÚ q(s_1) Œ q(s_2) ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a É ŒÙÈÏÄÏÍ v. 3) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ÉÚ Q_2(s_1) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÊ ÐÏ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q_2(s_2). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ÉÚ Q_1(s_1)\Q_2(s_1) ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÉ ÐÏ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Q_2(s_2).

4) œ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË R : [(q_1; M_1); (q_2; M_2)] ÌÉÂÏ ÔÉÐÁ 1 ÉÌÉ 3 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M_1 ⩾ Q_2(s_1) ⩾ M_2, M_1 ⩾ Q_2(s_2) ⩾ M_2, (ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÔÁËÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ), ÌÉÂÏ ÔÉÐÁ 2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ M_1 = Q_2(s_1), M_2 = Q_2(s_2), q_1 = q(s_1), q_2 = q(s_2), v ÒÁŒÎÏ ŒÙÈÏÄÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ ÐÒÉ R. œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË D (ÄÏ (q_1; M_1)) ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ: Q^′_2(s_1) = {q_1}, m Œ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ Œ s_1 ÒÁŒÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ D. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË D (ÏÔ (q_2; M_2)) ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ. œ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ R ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÄÏÌÖÎÙ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÁÂÚÁÃÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ Q^′_1(s_2) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q^′_1(s_1) ÐÏ a. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ÉÚ Q^′_2(s_1) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÊ ÐÏ a ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q^′_2(s_2). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′ ÉÚ Q^′_1(s_1) \ Q^′_2(s_1) ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÉ ÐÏ a ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Q^′_2(s_2). P (s_2) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ. óÎÁÞÁÌÁ ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ q^′ ∈ Q^′_2(s_2) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ m + |w| ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ q^{′′} ⟨q^{′′}; m⟩ ∈ P (s_1) É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ q^{′′} Œ q^′ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a É ŒÙÈÏÄÏÍ w. óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÏÚØÍÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ k. åÓÌÉ k ≠ 0, ÕÍÅÎØ- ÛÉÍ ŒÓÅ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÎÁ k. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÅÓÑ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ 2n^4. üÔÉ ÞÉÓÌÁ Œ ÐÁÒÁÈ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ŒÏÊÄÕÔ Œ P (s_2). œ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÁÒÅ m(s_2) = m(s_1) + |v| − k ⩽ 2n^4.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ A ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, ÔÏ Œ A(D) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l^′ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÈ(l) = ŒÈ(l^′), ŒÙÈ(l) = ŒÙÈ(l^′). ðÕÓÔØ, ÎÁÏÂÏ- ÒÏÔ, Œ A(D) ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÕÇÁÄÁÎÎÙÊ ÐÕÔØ l Œ A ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D. ëÏÍÐÏÎÅÎÔÁ Q_1 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏ, ÔÁË ËÁË ÏÎÁ ÄÅ- ÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÁ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Q_2 ÔÏÖÅ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. ðÕÓÔØ Q_2 Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Q_2 ÉÍÅÀÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÑ Œ Q_2 ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÕ, Œ ËÏÎÃÅ Q_2 ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔØ ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÐÕÔØ l^′ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ. ðÕÓÔØ Q_2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ. ôÁË ËÁË ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q_1 \ Q_2 ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Q_2, ÔÏ Œ ËÏÎÃÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ Q_1 \ Q_2, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Q^′_1 É Q^′_2 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ. ðÅÒÅÈÏÄÙ A(D) ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÑÓØ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÏÔÒÅÚËÅ D ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÍÏÖÎÏ ÕÊÔÉ Ó ÎÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÐÅÒÅÈÏÄÕ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, É ÌÉÛØ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÐÅÒŒÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ D. ðÒÁŒÉÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÞÅŒÉÄÎÁ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ A(D), ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÚÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ. ôÅÏÒÅÍÁ 1 É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ËÒÉÔÅÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÙ.

íÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ A(D) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÏÂÌÁÄÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ A. œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ A(D) ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ | ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ, ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÏÔÒÅÚ- ËÏŒ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ \ÔÕÐÉËÏŒÙÈ" ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨q; m⟩. úÄÅÓØ q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ A, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ Õ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÏÇÏ

ÐÕÔÉ. œ ÞÉÓÌÅ m ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÔÁ ÖÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÕÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁÎØÛÅ ŒÙÞÉÓÌÑÌÁÓØ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÕÔÉ. œ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÅ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ A(D) ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÉÚ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÅÎØÛÅ ÕÇÁÄÁÎÎÏÇÏ, ÌÉÂÏ ŒÅÄÕÔ Œ ÌÏËÁÌØÎÏ ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ (ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÔÉÐÁ 1, 3), ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ D ÐÅÒÅÈÏÄÕ (ÔÉÐ 2), ÌÉÂÏ (ÏÔÒÅÚÏË ÔÉÐÁ 3) ŒÅ- ÄÕÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ \ÔÕÐÉËÏŒÕÀ" ÐÁÒÕ. åÓÌÉ Œ A(D) ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ s_1 Œ s_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a É ŒÙÈÏÄÏÍ v, ÎÅ ŒÙŒÏÄÑÝÉÊ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^{′′}, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌÅÍ ÐÏ a ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q^′, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ \ÔÕÐÉËÏŒÕÀ" ÐÁÒÕ ⟨q^′; m⟩ ∈ P (s_1), ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ.

1) q^{′′} =∈ Q^′_2(s_2).

2) œ P (s_2) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ \ÔÕÐÉËÏŒÁÑ" ÐÁÒÁ ⟨q^{′′}; m_1⟩, ÇÄÅ m_1 ŒÙÞÉÓÌÅÎÏ ÐÏ m, v ÔÁË ÖÅ, ËÁË ŒÙÞÉÓÌÑÌÏÓØ ÄÌÑ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÏÇÏ ÐÕÔÉ.

åÓÌÉ ÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ŒÙŒÏÄÉÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ, ÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ \ÔÕÐÉ- ËÏŒÏÊ" ÐÁÒÅ ÉÚ P (s_1) ÞÉÓÌÏ m ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ, ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ D.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÈÏÄÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉÛØ ÔÏÔ ÐÕÔØ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ Œ ÌÅË- ÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. õËÁÖÅÍ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÎÁÛÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u Œ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M(u) ÉÚ exp(poly(n)) ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ l ÓÏ ŒÈÏ- ÄÏÍ u ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l^′ ∈ M(u) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÙÈ(l^′) = ŒÙÈ (l), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u^′ ⊆ u ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l; l^′; u^′)| ⩽ 2n^4.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ËÁË ÄÏËÁÚÁÌ á. œÅÂÅÒ Œ [1], ÚÎÁÞÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁ- ÔÅÌÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ exp(poly(n)).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ŒÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M(u) ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÐÕÔÉ Ó ËÁÖÄÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍ 2, 4 É ÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÑ 1.

îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁ. ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÌÉÎ ŒÙÈÏÄÏŒ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ŒÈÏÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÙÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ B, ÉÍÅÀÝÉÊ m + 1 ÐÁÒÕ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ: (q_1; q^′_1), (q_2; q^′_2); : : : ; (q_{m+1}; q^′_{m+1}). îÁÞÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q_1; q^′_1, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ q_{m+1}; q^′_{m+1}. ðÅÒÅÈÏÄÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

⟨q_i; u_i; ~; q_{i+1}⟩; ⟨q_i; u_i; ~; q^′_{i+1}⟩; ⟨q^′_i; u_i; ~; q_{i+1}⟩;

⟨q^′_i; u_i; ~; q^′_{i+1}⟩; ⟨q_i; u_i; c; q_i⟩; ⟨q^′_i; u_i; ~; q^′_i⟩;

ÇÄÅ u_i = a ÐÒÉ ÎÅÞÅÔÎÏÍ i É u_i = b ÐÒÉ ÞÅÔÎÏÍ, a, b, c | ÂÕËŒÙ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ B ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ. ðÕÓÔØ f(k) = 2^{m−k}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÈÏÄÁ a^{f(0)}a b^{f(1)}b a^{f(2)}a b^{f(3)}b : : : a^2a bb (ÓÞÉÔÁÅÍ m ÞÅÔÎÙÍ) ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ B ÍÏÖÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÄÁÔØ ÌÀÂÏÊ ŒÙÈÏÄ c^k, ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ k ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÞÉÓÌÏÍ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m ÃÉÆÒ. ôÁË ËÁË ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ŒÓÅÇÏ 2^m, ÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁ m, ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÁ exp(poly(m)). ïÄÎÁËÏ, Œ ÄÁÎ- ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ôÅÏÒÅÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ D ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁŒÔÏÍÁÔ A^′(D) ÒÁÚÍÅÒÁ exp(poly(n)), ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÐÏÚÎÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ŒÈÏÄÏŒ u, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ Œ A(D) ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u Œ A^′(D) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏÐÕÓ- ËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÏÓÔÏÑÎÉÑ A^′(D) ŒËÌÀÞÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q_1, Q_2, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÓÏ- ÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q^′_1 É Q^′_2 ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É ÄŒÕÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ, Á ÄÌÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÅÝÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨q; m⟩. úÄÅÓØ q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ Q^′_2, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÐÕÔØ, Ô. Å. ÐÕÔØ Ó ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ŒÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ Ó ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, m | ÔÁ ÖÅ ÈÁ- ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ ÜÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, ËÁË É Œ A(D). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÐÏÌÎÏÅ, Ô. Å. ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÏÚÍÏÖÎÙÊ ÐÕÔØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍÉ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÉÍ ÐÁÒÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÁ Q_1, Q_2, Q^′_1, Q^′_2 ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ A(D). åÓÌÉ ÐÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÎÏŒÏÅ Q_2 ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ D, ÞÔÏ É ÓÔÁÒÏÅ, ÔÏ ÎÏŒÙÅ Q^′_1, Q^′_2 ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ A(D), Á ÎÏŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÓÔÁÒÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÏÌÎÏÔÙ. åÓÌÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÒÅÚËÕ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, Á ÐÅÒÅÄ ÜÔÉÍ ÂÙÌ ÏÔÒÅÚÏË ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÌÉ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË D ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ Q^′_2 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ, Á ÄÌÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÔÉÐÁ ÓÒÅÄÉ ÐÁÒ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ D ÄÌÑ ÐÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. åÓÌÉ ÖÅ Q^′_2 ÐÕÓÔÏ ÉÌÉ ÎÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÁÒÙ, Á ÔÁËÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ D, ÓÏŒÅÒÛÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨Q_1; Q_2; \ÓÂÏÊ^{′′}⟩, É ÄÁÌØÛÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ Q_1 É Q_2, ÓÌÏŒÏ \ÓÂÏÊ" ÓÏ- ÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Q_1 ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ É ÐÕÓÔÙÍ). œ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ A^′(D) ŒÓÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ Q_2 ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ, Á ÉÚ Q_1 \ Q_2 | ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ. óÒÅÄÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ A^′(D), Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÎÅÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÁËÉÅ, ÇÄÅ ÎÅÔ ÓÂÏÑ, Q_2 ÒÁŒÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ D, Q^′_2 = {q}, ÇÄÅ q | ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ D, Á ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÍÅÅÔ ÔÒÅÔÉÊ ÔÉÐ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ ÐÁÒÁ ⟨q; m⟩.

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ A ÎÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ÄÉÁÇÒÁÍÍÏÊ D, ÔÏ A^′(D) ÄÏÐÕÓËÁÅÔ u. ðÕÓÔØ ÎÁÏÂÏÒÏÔ, Œ A^′(D) ÅÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. ôÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Q_1, Q_2, Q^′_1, Q^′_2 ŒÙÞÉ- ÓÌÑÀÔÓÑ ŒÅÒÎÏ. éÚ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ É ÐÏÌÎÏÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁÂÏÒÏŒ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÞÉÔÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÎÁÞÁÌÁ ÐÕÔÅÊ, ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÝÉÈ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÕ D, É ŒÅÒÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ Œ A ÎÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ÄÉÁ- ÇÒÁÍÍÏÊ D. éÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÈÏÄÎÁÑ ÂÕËŒÁ É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÕÇÁÄÙŒÁÎÉÑ Q_2 É Q^′_2 ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A^′(D), ÓÌÅÄÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÓÔØ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. ôÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÄŒÕÈÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÏËÁÚÁÌ Œ [2] á. œÅÂÅÒ.

á. œÅÂÅÒ ÄÏËÁÚÁÌ Œ [1] ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 5. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÀ ÒÅÛÁÅÔ, ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÏÎ ÉÌÉ ÎÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 1, ËÒÉÔÅÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ (ÔÅ- ÏÒÅÍÁ 2) É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÀ A ÂÅÚ ÐÕÓÔÙÈ ŒÈÏÄÏŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÒÅÛÉÔØ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÌÉ ÏÎ ËÒÉÔÅÒÉÀ. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ. ðÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ÐÁÒÙ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ⟨s_1; s_2⟩. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÏŒÅÒÉÍ, ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÕÓÌÏŒÉÅ (2). äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ A_1. åÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ | ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÞÅÔŒÅÒËÉ ⟨q_1; q_2; q_3; m⟩, ÇÄÅ q_1; q_2; q_3 | ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A, Á m | ÌÉÂÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |m| ⩽ n^4, ÌÉÂÏ ÓÉÍŒÏÌ ∗. ðÅÒÅÈÏÄ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ⟨q_1; q_2; q_3; m⟩ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨q^′_1; q^′_2; q^′_3; m^′⟩ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ, ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; 2; 3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ A ÉÚ q_i Œ q^′_i ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ŒÙÈÏÄ ÞÅÒÅÚ v_i) É, ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ m | ÞÉÓÌÏ É |m + |v_1| − |v_2|| ⩽ n^4, ÔÏ m^′ = m + |v_1| − |v_2|, ÉÎÁÞÅ m^′ = ∗. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ A_1: ⟨s_1; s_1; s_2; 0⟩, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ: ⟨s_1; s_2; s_2; ∗⟩. œ m ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÁÍÉ ŒÙÈÏÄÏŒ p_1 É p_2, Á ∗ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÅ ÍÏÄÕÌØ ÐÒÅŒÙÓÉÌ n^4.

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ Œ A_1 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÐÕÔÅÊ p_1, p_2, p_3 ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌÅ u^′ ÉÈ ÏÂÝÅÇÏ ŒÈÏÄÁ |d(p_1; p_2; u^′)| ¿ n^4. ïÂÒÁÔÎÏ, ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ Œ A_1. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) ÄÌÑ s_1, s_2 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÀ Œ A_1 ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÞÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÒÏŒÅÒÑ- ÅÔÓÑ ÚÁ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÏŒÅÒÉÍ ÄÌÑ s_1, s_2 ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ (1), ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (2) ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. óÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÓÌÏ- ŒÉÀ (1)^′: ÓÌÏŒÁ ŒÙÈ (p_1) É ŒÙÈ(p_2) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ (1) ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÕÔÅÊ p_1, p_2, p_3, ÔÏ ÄÌÑ ÐÕÔÅÊ p^′_1 = p^k_1 , p^′_2 = p_2p^{k−1}_3 , p^′_3 = p^k_3, ÇÄÅ k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ (1)^′. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔ A_2. åÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: Q_1, Q_2, Q_3. œ Q_1 ÜÔÏ ÐÑÔÅÒËÉ ⟨q_1; q_2; q_3; m; a⟩, ÚÄÅÓØ q_1, q_2, q_3 ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ A_1, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÙÈ ÐÕÔÅÊ p_1, p_2, p_3, Œ m ŒÙ- ÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÌÉÎ ŒÙÈÏÄÏŒ p_1 É p_2. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ |m| ⩽ n^4, É ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ. œ a ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÙÞÉ- ÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÂÕËŒÁ ÔÏÇÏ ÐÕÔÉ ÉÚ p_1, p_2, ŒÙÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÒÏÇÏ ÄÌÉÎÎÅÅ (ÅÓÌÉ |m| ¿ 0), Á ÅÓÌÉ m = 0, ÔÏ a = ~. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ: ⟨s_1; s_1; s_2; 0; ~⟩, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Œ Q_1 ÎÅÔ.

îÁÈÏÄÑÓØ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ⟨q_1; q_2; q_3; m; a⟩ ∈ Q_1 (m ≠ 0), A_2 ÍÏÖÅÔ \ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÔØ", ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÂÕËŒÅ a ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÒÁÓÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÓÔØ ŒÙÈ (p_1) É ŒÙÈ(p_2) (ÎÁÚÏŒÅÍ ÅÅ ÓÂÏÅÍ), É ÐÅÒÅÊÔÉ (Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÈÏÄÏÍ É ŒÙÈÏÄÏÍ) Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ Q_2, ÉÍÅÀÝÅÅ ŒÉÄ ⟨q_1; q_2; q_3; a; k⟩, ÇÄÅ k ÓÎÁÞÁÌÁ ÒÁŒÎÏ m. úÄÅÓØ Œ q_1, q_2, q_3 ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÏÂÙÞ- ÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, a | ÂÕËŒÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÓÂÏÑ, k ÕËÁÚÙŒÁÅÔ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÂÕËŒ ÎÁÄÏ ÎÁÒÁÓÔÉÔØ \ËÏÒÏÔËÉÊ" ŒÙÈÏÄ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄÅÔ ÓÂÏÊ. ðÅÒÅÈÏÄÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ Œ Q_2 ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ |k| ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÁÒÁÓÔÁÎÉÑ \ËÏÒÏÔËÏÇÏ" ŒÙÈÏÄÁ, ÚÎÁË k ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÐÕÔØ Ó \ËÏÒÏÔËÉÍ" ŒÙ- ÈÏÄÏÍ. ëÏÇÄÁ ÎÁ \ËÏÒÏÔËÏÍ" ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÕËŒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÓÂÏÊ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÁ ÂÕËŒÁ ÎÅ ÒÁŒÎÁ a. åÓÌÉ ÜÔÏ ÔÁË, A_2 ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ Q_3, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ⟨q_1; q_2; q_3⟩. åÓÌÉ, ÎÁÈÏÄÑÓØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ⟨q_1; q_2; q_3; 0; ~⟩ ∈ Q_1, A_2 ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÐÒÉ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÎÅÓÏÇÌÁÓÏ- ŒÁÎÎÏÓÔØ ŒÙÈÏÄÏŒ p_1 É p_2, ÔÏ ÏÎ ÔÏÖÅ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ Œ ⟨q^′_1; q^′_2; q^′_3⟩ ∈ Q_3. îÁÈÏÖÄÅÎÉÅ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÚ Q_3 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÂÏÊ ÐÒÏÉÚÏÛÅÌ, É ÔÅÐÅÒØ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÕÔÉ p_1, p_2, p_3 ÄÏ ËÏÎÃÁ. ðÅÒÅÈÏÄÙ Œ Q_3 ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ: ⟨s_1; s_2; s_2⟩. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (1)^′ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ s_1, s_2 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ Œ A_2. ðÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÓÔØ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÒÏ- ŒÅÒËÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÙ.

3 œÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ

ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ŒÏÐÒÏÓÁÍ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÍ Ó ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔØÀ ÏÄÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ÄÒÕÇÏÊ. œ [6] ÄÏËÁÚÁÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ŒÙÑÓÎÅÎÉÑ ŒÏÐÒÏÓÁ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅ- ÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÑ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÂÅÚ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. á. œÅÂÅÒ Œ [2] ÄÏËÁ- ÚÁÌ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ ÚÁ ŒÒÅÍÑ exp(exp(poly(n))), ÇÄÅ n | ÓÕÍÍÁ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÅÊ. òÁÚÍÅÒ ÚÏÎÙ (Ô.Å. ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÊ ÐÁÍÑÔÉ) Õ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÏÖÅ ÄŒÏÊÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÕÓÉÌÉŒÁÀÝÕÀ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÚÏÎÏÊ.

ôÅÏÒÅÍÁ 6. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁ ÚÏÎÅ exp(poly(n)), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÀ A_1 É ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÍÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÀ A_2 ÒÅÛÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔÉ A_1 Œ A_2.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ A_1 É A_2 ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÕÓÔÙÈ ŒÈÏÄÏŒ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A_1 ÎÅ ŒÌÏÖÅÎ Œ A_2, ÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÁÈ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

ìÅÍÍÁ 5. åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_1 ÎÅ ŒÌÏÖÅÎ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ⟨u; v⟩ ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ⟨u; v⟩ ∈ `(A_1), ⟨u; v⟩ =∈ `(A_2) É |v| ⩽ exp(p_1(n)), ÇÄÅ p_1(n) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l_1 Œ A_1 Ó ŒÙÈÏÄÏÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⟨u; v_1⟩ ∈ `(A_1), ⟨u; v_1⟩ =∈ `(A_2), ÇÄÅ u = ŒÈ (l_1), v_1 = ŒÙÈ(l_1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |v_1| ¿ exp(p_1(n)), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ p_1(n) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÁ. âÕÄÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅ- ŒÁÔØ ÐÏÄ ÓÌÏŒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÍÉ ÔÉÐÁ \ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ" exp(poly(n)), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉ- ÎÏÍÁ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ŒÅÌÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ ŒÓÅ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÑ. åÓÌÉ |v_1| = |v_2|, ÎÏ v_1 ≠ v_2, ÔÏ ÎÁÚÏŒÅÍ ÌÅŒÙÍ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÁŒÙÍ) ÓÂÏÅÍ ÍÅÖÄÕ v_1 É v_2 ÐÅÒŒÕÀ ÓÌÅŒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÁ) ÐÁÒÕ ÎÅÒÁŒÎÙÈ ÂÕËŒ ÓÌÏŒ v_1 É v_2, ÒÁŒÎÏÏÔÓÔÏÑ- ÝÉÈ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÎÃÁ). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ v_2, ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ⟨u; v_2⟩ ∈ `(A_2) | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÂÕËŒ ÎÁ v_1, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÅŒÙÊ ÉÌÉ ÐÒÁŒÙÊ ÓÂÏÊ ÍÅÖÄÕ v_1 É ËÁËÉÍ-ÎÉÂÕÄØ ÉÚ ÔÁËÉÈ v_2, ÔÏÖÅ ÍÁÌÏ. œÏÚØÍÅÍ Œ ÓÌÏŒÅ v_1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÐÏÄÓÌÏŒÏ r, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ ÎÉ ÏÄÉÎ ÓÂÏÊ É ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÖÉÔ ÏÔ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÓÂÏÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, Œ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÐÒÅŒÙÛÁÀÝÅÍ |r|.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÁÞÁÌÁ ŒÈÏÄÁ u ÔÏÞËÁÍÉ. éÎÏÇÄÁ ÐÏÄ ÔÏÞËÏÊ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÔÁËÖÅ ÔÏ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÐÕÔÉ, ÇÄÅ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ ŒÈÏÄÁ. œÙÄÅÌÉÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ:

1. óÌÏŒÁ ŒÙÈ(l_1(u^′)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË u^′ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÀÔÓÑ ŒÎÕÔÒÉ r É ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙ.

2. œÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ l_1 ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.

3. œÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÅŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ É ÐÒÁŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉ- ÖÉÍÏÓÔÉ Œ A_2 ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÁŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ Œ ÔÏÞËÅ u^′ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ Œ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u^{′′}, ÇÄÅ u^′u^{′′} = u).

âÕÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÖÁÔØ ÐÏ ÛÁÇÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÏÄ- ÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ Œ A_2 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q ÉÚ A_2 ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Œ A_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ q Œ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ m= exp(n) ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÇÄÅ m | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÏÔÍÅÞÁÅÍ q, ÓÔÁŒÉÍ ÅÍÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÐÕÔÅÊ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙ- ÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÕÍÅÎØÛÁÅÍ Œ exp(n) ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏÂÙ ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÈÏÄÉÌ ÞÅÒÅÚ q. ðÕÔØ, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ q, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ l(q) É ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ. ëÏÇÄÁ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÎÉ ÏÄÎÏ ÎÅ- ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÍÅÞÅÎÏ, ÐÒÏÃÅÓÓ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ. ôÁË ËÁË ÛÁÇÏŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ. ëÁÖÄÙÊ ÐÕÔØ l(q) ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q.

òÁÚÄÅÌÉÍ ŒÓÅ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÔÒÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ ÉÄÕÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ ÔÏÞÅË, Á ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÏÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔØÀ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË u_b, ËÏ- ÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ. ëÁÖÄÏÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ u^′ ÉÚ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÓÏÐÏ- ÓÔÁŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ⟨q; q_1; q_2; d⟩, ÞÔÏ Œ A_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l ÉÚ q_1 Œ q_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u^{′′}, ÇÄÅ u^′ = u_bu^{′′}, q | ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ | ŒÙÈ(l)| É ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ l(q) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ŒÈÏÄÁ u^{′′} ÒÁŒÎÁ d, ÐÒÉÞÅÍ |d| ⩽ 2n^4. þÉÓÌÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. œ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ.

ôÁË ËÁË ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÕÔØ l_1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÅÖÄÕ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÕËÏ- ÒÏÞÅÎÎÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l^′_1 Œ A_1. œ ÓÉÌÕ ŒÙÂÏÒÁ l_1, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l^′_2 Œ A_2 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÈ(l^′_2) = ŒÈ(l^′_1), ŒÙÈ(l^′_2) = ŒÙÈ (l^′_1). ðÕÓÔØ ŒÙÂÒÏÓÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÙ Œ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ. âÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÏÄ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÐÕÔÉ Ó ŒÙÂÒÏÓÁÍÉ ÔÏÞËÉ, ÐÏÌÕÞÉŒÛÉÅÓÑ ÉÚ ÔÏÞÅË ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÐÕÔÉ ÐÏÓÌÅ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ÉÚ ÎÉÈ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ l^′_2 ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÅÒŒÏÊ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ q(t) ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ l^′_2 Œ ÔÏÞËÅ t. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ŒÈ(l^′_2) ÔÏÞËÕ t, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÁÍÏÍÕ ÐÒÁŒÏÍÕ ŒÙÂÒÏ- ÛÅÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ. œ ÓÉÌÕ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÁŒÏÓÔÏÒÏÎÎÅÊ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÓÔÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ q(t) Œ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ŒÈÏÄ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ u^′u^{′′}, ÇÄÅ u^′ | ŒÈÏÄ ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÁŒÏÇÏ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, Á u^{′′} | ŒÈÏÄ l^′_2 ÏÔ t ÄÏ ËÏÎÃÁ. óÏÅÄÉÎÉŒ ÓÔÁÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ Ó ÎÏŒÙÍ ËÏÎÃÏÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÏŒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ, ÎÁ ŒÈÏÄÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÉÍ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÍÅÎØÛÅ. ôÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÓÔÁŒÉÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u. œ ÐÅÒŒÏÊ ÔÒÅÔÉ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÎ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ q_1, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 1=(3n) ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË. åÓÌÉ ÂÙ q_1 ÎÅ ÂÙÌÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÍ, ÜÔÏ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÌÏ ÚÁŒÅÒÛÅÎÎÏÓÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÏÔÍÅÞÅÎÎÙÈ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ l^′_2 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ q_2.

ôÁË ËÁË ÐÕÔÉ l(q_1) É l(q_2) ŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ q_1 É q_2, ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙÂÒÏÓÙ ÎÁ ÔÅÈ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÁÈ ŒÈÏÄÁ, ÞÔÏ É ÄÌÑ l_1. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÐÕÔÉ Ó ÔÁËÉÍÉ ŒÙÂÒÏÓÁÍÉ ÞÅÒÅÚ l^′(q_1) É l^′(q_2). éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) (ÐÒÉ s_1 = q_1, s_2 = q_2, p_1, p_2, p_3 | ÕÞÁÓÔËÉ ÐÕÔÅÊ l^′(q_1), l^′_2, l^′(q_2) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÌÉÎ ŒÙÈÏÄÏŒ ÐÕÔÉ l^′_2 ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ u_b ÄÏ ÌÀÂÏÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÏÞËÉ u^′ É ÐÕÔÉ l^′(q_1) ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÕÞÁÓÔËÅ ŒÈÏÄÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2n^4. õÞÉÔÙŒÁÑ ÜÔÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ \ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ" l^′_2 ÄÏ ÐÕÔÉ Ó ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÍ ŒÈÏÄÏÍ. ðÕÓÔØ ÓÁÍÙÊ ÌÅŒÙÊ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ t_1 É t_2 É ÅÇÏ ŒÈÏÄ ÅÓÔØ u_1. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l^′ ÕÞÁÓÔÏË ÐÕÔÉ l^′_2 ÏÔ u_b ÄÏ t_1. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ (ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÁÂÏÒÏŒ Œ ÓÒÅÄÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l^{′′} ÉÚ q(u_b) Œ q(t_1) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÈ(l^{′′}) = ŒÈ(l^′)u_1, Á ÒÁÚÎÏÓÔØ | ŒÙÈ(l^{′′})| − | ŒÙÈ(l^′)| ÒÁŒÎÁ ÄÌÉÎÅ ŒÙÈÏÄÁ ÐÕÔÉ l(q_1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ŒÈÏÄÁ u_1. œÈÏÄ ÎÏŒÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÚÁÍÅÎÏÊ Œ l^′_2 ÕÞÁÓÔËÁ l^′ ÎÁ l^{′′}, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁ ÏÄÉÎ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÅÎØÛÅ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ŒÓÔÁŒÉÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ŒÈÏÄÅ É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÈÏÄ ÕÄÌÉÎÉÌÓÑ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ŒÙÈÏÄÁ ÐÕÔÉ l(q_1) ÎÁ ŒÓÔÁŒÌÅÎÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ŒÈÏÄÁ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ, ÔÁËÉÍ ÖÅ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÓÔÁŒÌÑÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÅŒÁ ÏÔÒÅÚÏË É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œ ËÏÎÃÅ ÐÏÌÕÞÉÍ \ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÊ" ÐÕÔØ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u.

âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÄÌÑ ŒÙÂÒÏÓÁ ff ÞÅÒÅÚ l^′_2(ff) ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Ó ŒÙÂÒÏ- ÓÏÍ ff Œ A_2; ÞÅÒÅÚ l_2(ff) | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ \ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÊ" ÐÕÔØ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ; q_1(ff) | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÞÅÒÅÚ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÔÒÅÔÉ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÐÕÔØ l^′_2(ff); t_1(ff) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÅÒŒÏÊ ÔÒÅÔÉ Œ ËÏÔÏÒÏÊ l_2(ff) ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ q_1(ff); q_2(ff) É t_2(ff) | ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ; l^′_ff(q_1) | ÐÕÔØ l(q_1) Ó ŒÙÂÒÏÓÏÍ ff; |ff| | ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ŒÙÈÏÄÏŒ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍÙÈ ÉÚ l_1 ÏÔÒÅÚËÏŒ.

ìÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÒÅÄÎÉÍÉ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÈ ÔÉÐÏŒ: ÄÌÉÎÁ ŒÙÈÏÄÁ l(q) ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔ- ÒÅÚËÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ŒÙÈÏÄÁ ÐÕÔÉ l_1 ÎÁ ÎÅÍ (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÔÉÐ), ÍÅÎØÛÅ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÔÉÐ) ÉÌÉ ÒÁŒÎÁ (ÎÕÌÅŒÏÊ ÔÉÐ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÏÔ- ÒÅÚËÕ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÐÁÒ ⟨q; ÔÉÐ⟩. œÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÜËÓ- ÐÏÎÅÎÔÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ. õÐÏÒÑÄÏÞÉÍ ÉÈ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S ŒÙÂÒÏÓÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ m-Ê ŒÙÂÒÏÓ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ m ÏÔÒÅÚËÏŒ Œ ÎÁÛÅÍ ÕÐÏÒÑÄÏ- ÞÅÎÉÉ. ëÁÖÄÏÍÕ ŒÙÂÒÏÓÕ ff ÉÚ S ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÁÒÕ ⟨q; v⟩, ÇÄÅ q = q_1(ff), v = ŒÙÈ(l_2(ff)). ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ. ðÕÓÔØ ff_1 É ff_2, | ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÙÂÒÏÓÁ ÉÚ S, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÐÁÒÁ ⟨q; v⟩. åÓÌÉ ÂÙ ÔÉÐ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q ÂÙÌ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ, ÔÏ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÁÍÉ ŒÙÈÏÄÏŒ \ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÙÈ" ÐÕÔÅÊ É |v_1| ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ ÄÌÑ ff_1 É ff_2, ÚÎÁÞÉÔ ÜÔÉ ŒÙÈÏÄÙ ÔÏÖÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÔÉÐ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q ÎÕÌÅŒÏÊ, ÞÔÏ Ó ÕÞÅÔÏÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÓÔÁŒËÉ ÄÁÅÔ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff ∈ S: | ŒÙÈ(l_2(ff))| = |v_1|.

óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÂÒÏÓ ff ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÂÒÏÓÏÍ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÅÓÌÉ ÔÉÐ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÉÚ ff ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ q_1(ff) ÎÕÌÅŒÏÊ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÔÏÞÅË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÔÉÐÁ: ff_1, ff_2; : : : ; ff_k, ÇÄÅ ŒÓÅ |ff_i| ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ- ŒÉÑ:

1. œÙÂÒÏÓÙ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ, Ô.Å. ËÁÖÄÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÒÕÇÏÇÏ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÉÍ.

2. œÓÅ ŒÙÂÒÏÓÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÂÒÏÓÁÍÉ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÔÉÐÁ. 3. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ff_1, ff_2: |ff_1| ≠ |ff_2|. 4. äÌÑ ŒÓÅÈ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ff q_1(ff) ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ q_1). 5. äÌÑ ŒÓÅÈ ff ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ l^′_2(ff) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ t_1(ff) ÄÏ u_b É ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ l^′_ff(q_1) ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ (ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n^4).

6. õ ŒÓÅÈ l_2(ff) (Á ÚÎÁÞÉÔ É l^′_2(ff)) ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ŒÙÈÏÄ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏ u_b. 7. œÓÅ ŒÙÈ (l_2(ff)) ÏÄÉÎÁËÏŒÙ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ ŒÙÈÏÄ v_2).

éÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 2 ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÈÏÄ ÐÕÔÉ l(q_1) ÎÅ ÐÕÓÔ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ, ŒÈÏÄÑÝÅÍ Œ ŒÙÂÒÏÓÙ. ôÏÇÄÁ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (1) É (2) ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ŒÙÈÏÄÏŒ ÐÕÔÅÊ l^′_2(ff) É l^′_ff(q_1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ t_1(ff) ÄÏ t_2(ff) ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ŒÓÔÁŒËÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff (ËÒÏÍÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, n^4 ÓÁÍÙÈ ÌÅŒÙÈ É ÓÁÍÙÈ ÐÒÁŒÙÈ) ŒÙÈ(l_2(ff)) ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ŒÙÈ(l^′_2(ff)) ŒÓÔÁŒËÏÊ ŒÙÈÏÄÏŒ ÐÕÔÉ l(q_1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÉÚ ff (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ w É w_1 | ŒÙÈÏÄÙ ÐÕÔÅÊ l^′_ff(q_1) É l(q_1) ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ t_1(ff) ÄÏ t_2(ff), ÔÏ ŒÙÈÏÄ l^′_2(ff) ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ w^∞, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÍÓÑ Œ n^4-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÃÁ ÐÅÒŒÏÇÏ w, Á ŒÙÈÏÄ l_2(ff) ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÏÔÒÅÚËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÍÓÑ Œ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ w^∞_1 , ÇÄÅ w_1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ w ŒÓÔÁŒËÁÍÉ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÎÙÍÉ ŒÎÅ n^4-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÞÁÌÁ É ËÏÎÃÁ). äÁÌÅÅ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ff (ËÒÏÍÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, n^4 ÓÁÍÙÈ ÌÅŒÙÈ) ŒÙÈÏÄÙ ŒÓÅÈ l^′_2(ff) ÐÏÓÌÅ ÔÏÞËÉ u_b ÐÏŒÔÏÒÑÀÔ ŒÙÈÏÄÙ ÐÕÔÅÊ l^′_ff(q_1) Ó ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÏÂÝÅÍ ÎÁÞÁÌÅ ŒÙÈÏÄÏŒ l^′_ff(q_1). õÞÉÔÙŒÁÑ ÕÓÌÏŒÉÅ 6, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÏÓ ff_1 ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ ÞÅÍ ff_2, ÔÏ É ŒÓÔÁŒËÁ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÄÌÑ ff_1 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ÌÅŒÅÅ (ÓÞÉÔÁÑ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ŒÓÅÇÏ ŒÙÈÏÄÁ) ŒÓÔÁŒËÉ ÄÌÑ ff_2. îÁÚÏŒÅÍ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ v_1 ≠ v_2, |v_1| = |v_2| (Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ 2) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÂÒÏÓÁ ÅÓÌÉ ÉÚ v_1 É v_2 ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÏÎÉ ÓÔÁÎÕÔ ÒÁŒ- ÎÙÍÉ. œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ŒÙÂÒÏÓÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÞÁÓÔÏË ŒÙÂÒÏÓÏŒ ÉÚ v_2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÌÅŒÏÇÏ ÎÉ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÂÏÑ ÍÅÖÄÕ v_1 É v_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÉ ŒÙÂÒÏÓÙ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÎÉÈ ÓÂÏÉ ÉÓÞÅÚÌÉ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v_1 É v_2 ÌÅÖÁÌÉ ÐÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ ÏÂÏÉÈ ÓÂÏÅŒ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÚ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÕÞÁÓÔËÁ r ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v_1 ÌÅÖÁÔ ÐÏ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÏÂÏÉÈ ÓÂÏÅŒ. ðÕÓÔØ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ÓÂÏÑ, ÔÏÇÄÁ ŒÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v_2 ÌÅÖÁÔ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÂÏÑ. œÏÚØÍÅÍ ÄŒÁ ŒÙÂÒÏÓÁ ff_1 É ff_2, ÇÄÅ ff_1 ÌÅŒÅÅ ff_2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÓÌÏŒÏ w ÉÚ v_1 ÏÔ ÐÒÁŒÏÇÏ ËÏÎÃÁ ff_2 ÄÏ ÌÅŒÏÇÏ ÓÂÏÑ. ðÒÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÉÉ ŒÙÂÒÏÓÁ ff_2, w ÓÄŒÉÇÁ- ÅÔÓÑ ŒÌÅŒÏ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÔÓÑ ÓÁÍÏ Ó ÓÏÂÏÊ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, w ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÉÎÙ |ff_2| (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÐÏÄÓÌÏŒÁ r |w| ≫ |ff_2|). ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÐÅÒÉÏÄ ŒÐÒÁŒÏ ÚÁ w, ÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÅÇÏ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ |ff_2| ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ÓÂÏÑ, ÉÎÁÞÅ ÓÂÏÊ ÂÙ ÎÅ ÉÓÞÅÚ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ff_1, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ w ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÉÎÙ |ff_1| É ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÁ- ÒÕÛÅÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ |ff_1| ÐÒÁŒÅÅ ÌÅŒÏÇÏ ÓÂÏÑ. ðÏÓËÏÌØËÕ |w| ≫ |ff_1| · |ff_2|, w ÐÅÒÉÏÄÉÞÎÏ Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ ÄÌÉÎÙ |ff_1| · |ff_2|. îÁÒÕÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÐÅÒÉÏÄÁ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÌÅŒÏÇÏ ÓÂÏÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÁÒÕÛÅÎÉÅÍ ÏÂÏÉÈ ÍÁÌÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ, Á ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÁÌÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅÍ É ÂÏÌØÛÏÇÏ. ôÁË ËÁË |ff_1| ≠ |ff_2| (ÕÓÌÏ- ŒÉÅ 3), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ ÐÒÏÉÚÏÛÌÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. óÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ŒÙÂÒÏÓÙ ÉÚ v_1 ÌÅÖÁÔ ÐÒÁŒÅÅ ÐÒÁŒÏÇÏ ÓÂÏÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

ŒÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ìÅÍÍÁ 5 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÌÑ ÐÏÌÎÏÔÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ |u| Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ. á. œÅ- ÂÅÒ Œ [2] ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_1 ÎÅ ŒÌÏÖÅÎ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÔÅÌØ A_2, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ⟨u; v⟩ ∈ `(A_1), ⟨u; v⟩ =∈ `(A_2), ÇÄÅ |u| ⩽ exp(exp(poly(n))). ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ ⟨u; v⟩, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ ÌÅÍÍÅ 5, Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ |u| ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ v. ðÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |u| ¿ exp(exp(poly(n))), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÁ. ôÁË ËÁË |v| ⩽ exp(p_1(n)), ÔÏ ÎÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÍ ÐÕÔÉ l_1 ÉÚ A_1 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ŒÙÈÏÄÏÍ v ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÊ (ÄŒÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ) ÏÔÒÅÚÏË Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÙÈÏÄÏÍ. œÙÄÅÌÉÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË, Œ ËÏÔÏÒÙÈ l_1 ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ u^′ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÓÔÁŒÉÍ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨q; v^′⟩, ÇÄÅ v^′ ⊆ v, q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ A_2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Œ A_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ Œ q ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u^′ É ŒÙÈÏÄÏÍ v^′. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÄŒÏÊÎÁÑ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ u_1, u_2, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, Œ A_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÉÚ u ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔ u_1 ÄÏ u_2, É ŒÙÈÏÄÏÍ v. ðÕÓÔØ q | ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ l_2(u_1). œ ÓÉÌÕ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Œ A_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l^′_2 ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ Œ q ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ŒÈ(l^′_2) = u_2, ŒÙÈ(l^′_2) = ŒÙÈ (l_2(u_1)). óÏÅÄÉÎÑÑ ÐÕÔØ l^′_2 Ó ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÕÔÉ l_2, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Œ A_2 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ŒÙÈÏÄÏÍ v. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ⟨u; v⟩ =∈ `(A_2). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ìÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ŒÙÈÏÄÁ v Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÌÅÍÍÙ 5 ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁ. üÔÁ ÏÃÅÎËÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ A ÒÁÚÍÅÒÁ poly(n), ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ w, ÇÄÅ |w| = exp(poly(n)), ÎÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅÊ |w|. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ w ŒÏÚØÍÅÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÓÅÈ n-ÒÁÚÒÑÄÎÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÍÌÁÄÛÉÅ ÒÁÚÒÑÄÙ ÓÌÅŒÁ), ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÈ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ ÏÔ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ É ËÏÎÞÁÑ ÓÌÏŒÏÍ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ. áŒÔÏÍÁÔ A Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ ÕÇÁÄÙŒÁÅÔ ÐÒÉÞÉÎÕ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÉÔÁÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏ w. ðÒÉÞÉÎÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÔÁËÉÍÉ: ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÎÕÌÅŒÏÅ; ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÒÁŒÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÕŒÅÌÉÞÅÎÎÏÍÕ ÎÁ 1 (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÇÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅŒÅÒÎÙÊ ÒÁÚÒÑÄ); ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ËÒÁÔÎÁ n; ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏŒÏ ÎÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÅ. œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ A (ÄÏ ÕÇÁÄÙŒÁÎÉÑ) ÈÒÁÎÉÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÒÑÄÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÔÏÍ, ÅÓÔØ ÌÉ ÌÅŒÅÅ ÎÅÇÏ ÎÕÌÉ Œ ÔÅËÕÝÅÍ ÞÉÓÌÅ. äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÄÅÔÁÌÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙ.

áŒÔÏÒÁÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÅÎ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ

œÏÐÒÏÓ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÄŒÕÈÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ŒÈÏÄÁ u Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÌÅÍÍÙ 5?

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 6. ïÐÉÛÅÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÊ ÎÅŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ A_1 Œ A_2 É ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÚÏÎÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÇÁÄÙŒÁÅÔ ŒÙÈÏÄ v, ÇÄÅ |v| ⩽ exp(p_1(n)) É ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔ v ÎÁ ÌÅÎÔÅ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏ ÛÁÇÁÍ ÕÇÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ŒÈÏÄ É ÐÕÔØ Œ A_1. œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÕËÁÚÁÎÏ v_1 ⊆ v | ŒÙÈÏÄ ÕÇÁÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÕÔÉ Œ A_1 É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨v^′; q⟩, ÇÄÅ v^′ ⊆ v, q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ A_2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ Œ q Ó ÕÇÁÄÁÎÎÙÍ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ŒÈÏÄÏÍ É ŒÙÈÏÄÏÍ v^′. îÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÛÁÇÅ ÕÇÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÂÕËŒÁ a ŒÈÏÄÁ É

ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÐÅÒÅÈÏÄ Œ A_1 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÈÏÄ Õ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ v_1 ŒÄÏÌØ v, É ÄÏÐÉÓÙŒÁÅÔ ÅÇÏ Ë v_1. úÁÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ⟨v^′; q⟩ É ËÁÖÄÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Œ A_2 ÉÚ q ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ a É ŒÙÈÏÄÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ v^′ ŒÄÏÌØ v É ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔ ÚÁ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÙ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÏŒÁÑ ÐÁÒÁ. ðÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÐÁÒÙ ÕÄÁÌÑÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÇÏÓÑ ÎÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ v_1 | ÎÁÞÁÌÏ v É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÎÅÐÕÓÔÏ. åÓÌÉ v_1 = v É ŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÐÁÒ ÎÅÔ ÐÁÒÙ ⟨v; q⟩, ÇÄÅ q | ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÎÅŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ A_1 Œ A_2. ðÒÁŒÉÌØÎÏÓÔØ ÒÁÂÏÔÙ É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÚÏÎÁ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ óÜŒÉÞÁ, ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÎÁ ÚÏÎÅ S, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÄÅÌÁÎ Œ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ, ÒÁÓÐÏÚÎÁÀÝÉÊ ÔÏÔ ÖÅ ÑÚÙË É ÉÍÅÀÝÉÊ ÚÏÎÕ S^2. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ. ôÅÏÒÅÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ëÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ŒÙÂÒÏÓÏŒ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÁÑ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 6, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

ôÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ A_1 É A_2 | ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌÉ ÂÅÚ ÐÕÓÔÙÈ ŒÈÏÄÏŒ É A_1 ŒÌÏÖÅÎ Œ A_2. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÐÕÔÉ l_1 Œ A_1 ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ŒÙÈÏÄÏÍ v ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ l_2 Œ A_2 Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ŒÈÏÄÏÍ É ŒÙÈÏÄÏÍ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ u^′ ⊆ u ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l_1; l_2; u^′)| ⩽ exp(poly(n)).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ M_1(u; v) É M_2(u; v) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÐÕÔÅÊ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ŒÙÈÏÄÏÍ v Œ A_1 É A_2 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ŒÏÐÒÅËÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ l_1 ∈ M_1(u; v) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l_2 ∈ M_2(u; v) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ u^′ ⊆ u ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ |d(l_1; l_2; u^′)| ¿ k ⩾ exp(poly(n)), ÇÄÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÁ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 Œ A_2 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M ÐÕÔÅÊ ÉÚ M_2(u; v) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l ∈ M_2(u; v) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ l^′ ∈ M ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ u^′ |d(l; l^′; u^′)| ⩽ 2n^4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P ÄÏÐÕÓËÁÀ- ÝÉÈ ÐÕÔÅÊ l Œ A_1, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÎÁ ŒÈÏÄÅ l ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ |M| ÔÏÞÅË ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l^′ ∈ M_2(ŒÈ (l); ŒÙÈ(l)) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ u^′ ∈ T ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ |d(l; l^′; u^′)| ¿ k_1 = k − 2n^4. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ l_1 ∈ P , ÐÏÜÔÏÍÕ P ÎÅ ÐÕÓÔÏ. ðÕÓÔØ l_0 | ÐÕÔØ ÉÚ P Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ ŒÙÈÏÄÁ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ: u_0 = ŒÈ (l_0), v_0 = ŒÙÈ(l_0). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ T_0. éÚ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ |v_0| ¿ k_1. ðÏÜÔÏÍÕ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÌÉÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË r ÐÕÔÉ l_0 Ó ÂÏÌØÛÉÍ ŒÙÈÏÄÏÍ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞÅË ÉÚ T_0. äÌÑ r ÐÏŒÔÏÒÉÍ ŒÓÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ŒÙ- ÂÒÏÓÏŒ, ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 5 (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍ l_1, u, v_1 ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5 ÔÅÐÅÒØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ l_0, u_0, v_0). åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÕÔÉ l^′_2 Œ A_2 ÄÌÑ ÐÕÔÉ l^′_0 Œ A_1 Ó ŒÙÂÒÏÓÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÂÒÁÔØ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ, Á ÔÁ- ËÏÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ u^′ ∈ T_0 ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l^′_0; l^′_2; u^′)| ⩽ k_1. üÔÏÔ ÐÕÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ Œ ÓÉÌÕ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÂÏÒÁ l_0 É ÔÏÇÏ, ÞÔÏ | ŒÙÈ(l^′_0)| ¡ | ŒÙÈ(l_0)|. ðÏŒÔÏÒÉŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÙÂÒÏÓ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÉÚ ÐÕÔÉ l_0, ÞÔÏ ÄÌÑ \ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÎÏÇÏ" ÐÕÔÉ l_2 Œ A_2 ŒÈ (l_2) = u_0, ŒÙÈ(l_2) = v_0. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 5 ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÙÂÒÏÓÏŒ ff ŒÙÈ(l_2(ff)) ≠ v_0. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÔÉÐÁ É ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ŒÓÔÁŒËÉ, ÐÒÉ ŒÓÔÁŒËÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ d(l^′_0; l^′_2; u^′) ÐÕÔÉ Œ A_1 ÏÔ ÐÕÔÉ Œ A_2 ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ u^′, ÌÅÖÁÝÉÈ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ u_b É ŒÓÔÁŒÌÑÅÍÙÍ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÏÔÒÅÚËÏÍ (ÔÏÞÎÅÅ d(l^{′′}_0 ; l^{′′}_2 ; u^{′′}) = d(l^′_0; l^′_2; u^′), ÇÄÅ l^{′′}_0 , l^{′′}_2 | ÐÕÔÉ ÄÏ ŒÓÔÁŒËÉ, l^′_0, l^′_2 |

ÐÕÔÉ ÐÏÓÌÅ ŒÓÔÁŒËÉ, u^′ = u^{′′} ÅÓÌÉ u^′ ÏËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ ÌÅŒÅÅ ŒÓÔÁŒËÉ É u^′ = (u^{′′} ÓÏ ŒÓÔÁŒËÏÊ), ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÅÅ). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÏÔÒÅÚËÁ r É Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ u^′ ∈ T ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ: |d(l_0; l_2; u^′)| ⩽ k_1. ðÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ l_0 ∈ P . ôÅÏÒÅÍÁ 7 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

œ ÏÄÎÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÓÉÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 6. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÚÁÄÅÒÖËÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÕÔÉ l, ÅÓÌÉ | ŒÈ(l)| ⩾ c, ÔÏ | ŒÙÈ(l)| ¿ 0. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ c ⩽ poly(n), ÇÄÅ n = |A|.

ôÅÏÒÅÍÁ 8. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÅ ŒÒÅÍÑ exp(poly(n)) ÐÏÄÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÎÅŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏ- ŒÁÔÅÌÑ A_1 Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_2, ÇÄÅ A_2 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÚÁÄÅÒÖËÕ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÓÉÌÉŒÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÍÍÕ 5.

ìÅÍÍÁ 6. åÓÌÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_1 ÎÅ ŒÌÏÖÅÎ Œ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔÅÌØ A_2 Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÚÁÄÅÖËÏÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁ ⟨u; v⟩ ∈ `(A_1), ⟨u; v⟩ =∈ `(A_2) É |u| ⩽ exp(p_2(n)) (p_2(n) | ÐÏÌÉÎÏÍ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÕÓÔØ l_1 | ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ Œ A_1 ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ⟨ŒÈ(l_1); ŒÙÈ(l_1)⟩ =∈ `(A_2). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ: u = ŒÈ (l_1), v_1 = ŒÙÈ (l_1). ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ |u| ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ. œÏÚÍÏÖÎÙ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ. óÌÕÞÁÊ 1: |v_1| ¿ exp(p_1(n)) (p_1(n) | ÐÏÌÉÎÏÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ 5). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 5. óÌÕÞÁÊ 2: |v_1| ⩽ exp(p_1(n)). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË r ÐÕÔÉ l_1 Ó ÐÕÓÔÙÍ ŒÙÈÏÄÏÍ. îÁ ÎÅÍ ÂÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ŒÙÂÒÏÓÙ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 5, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÑ ÞÔÏÂÙ ŒÙÈÏÄ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÂÙÌ ÎÅÐÕÓÔ, ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÁ ŒÈÏÄÁ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ c. ðÏŒÔÏÒÉŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÒÁÓÓÕ- ÖÄÅÎÉÅ, ÄÏËÁÖÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÂÒÏÓÁ ff ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÔÉÐÁ. îÏ Œ ÓÉÌÕ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÚÁÄÅÒÖËÉ, ŒÙÈÏÄ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÐÕÔÉ Œ A_2 ÎÅÐÕÓÔÏÊ ÎÁ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ŒÈÏÄÁ. üÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ŒÙÈÏÄ ÕÞÁÓÔËÁ r ÐÕÓÔÏÊ. ìÅÍÍÁ 6 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 8. ïÐÉÛÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ïÎ ÕÇÁÄÙŒÁÅÔ ŒÈÏÄ u É ŒÙÈÏÄ v, ÇÄÅ |u| ⩽ exp(p_2(n)), |v| ⩽ n|u|. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÔØ ÌÉ Œ A_1 É A_2 ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÐÕÔØ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u É ŒÙÈÏÄÏÍ v. äÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ u^′ ⊆ u, ÇÄÅ u^′ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÂÕËŒÅÎÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨v^′; q⟩, ÇÄÅ v^′ ⊆ v, q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ Œ q ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ u^′ É ŒÙÈÏÄÏÍ v^′. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÎÅŒÌÏÖÅÎÎÏÓÔØ A_1 Œ A_2, ÅÓÌÉ ⟨u; v⟩ ∈ `(A_1), ⟨u; v⟩ =∈ `(A_2). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ |u| · |v|. ôÅÏÒÅÍÁ 8 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] A. Weber. -Uber die Mehrdeutigkeit und Wertigkeit von endlichen Automaten und Transducern. Dissertation, Goethe-Universitat Frankfurt am Main, 1987.

[2] A. Weber. A Decomposition Theorem for Finite Valued Transducers and an Application to the Equivalence Problem. Proceedings of MFCS’88, LNCS 324, pp. 552{562, 1988.

[3] A. Weber. On the valuedness of ˛nite transducers. Acta Informatica 27(8), pp. 749{780, 1989.

[4] A. Weber. Decomposing a k-valued transducer into k unambiguous ones. RAIRO Informatique Theorique et Applications 30(5), pp. 379{413, 1996.

[5] Jacques Sakarovitch and Rodrigo de Souza. On the decomposition of k-valued rational relations. Proceedings of Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science 2008 (Bordeaux), pp. 621{632, 2008.

[6] K. Culik II, J. Karhumaki. The Equivalence of Finite Valued Transducers (on HDTOL Languages) is Decidable. TCS 47, pp. 71{84, 1986.