äÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁÃÉÑ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ

áÎÄÒÅÊ íÕÞÎÉË (24.02.1958{18.03.2007)^∗

October 11, 2008

áÎÎÏÔÁÃÉÑ

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔ- ÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÄŒÏÊÎÏÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÏÊ ÏÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÅÄÅÔÅÒ- ÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ.

1. œŒÅÄÅÎÉÅ

óÌÏŒÏÍ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÂÕËŒ ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, Á ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏÍ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÂÕËŒ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÁ ŒÉÄÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÈ ÎÁ ŒÈÏÄ ÓÌÏŒÁ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ: ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ, É ÏÂÏÂÝÁÀÝÉÅ ÉÈ, ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÎÏ Œ [11], ÏÎÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÐÏ ÓÉ- ÌÅ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕ- ÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÁŒÔÏÍÁÔ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÅ ÖÅ ÓÌÏŒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÅÄÅ- ÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. üÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÎÅ ÕÌÕÞÛÁÅÍÁ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ Ó

∗äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÎÏŒÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ ÁŒÔÏ- ÒÏÍ î.ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎÕ É ÚÁÐÉÓÁÎÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ Œ ÓÅÒÅÄÉÎÅ 1980-ÙÈ ÇÏÄÏŒ. óÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ŒÉÄÉÍÏ ÐÏÌÕÞÅÎ ÁŒÔÏÒÏÍ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ 1980-ÙÈ ÇÏÄÏŒ. œŒÅÄÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÅÅ ÐÅÒŒÙÊ ÒÁÚÄÅÌ, ÂÙÌÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÏ Œ 2008 ÇÏÄÕ.

N ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÅÍÕ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ Ó ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^N ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ [14].

äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÁÔØ ÎÁ ŒÈÏÄ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏŒÏ, ÎÏ É ÓŒÅÒÓÌÏŒÏ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÞÔÅÎÉÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ŒÏÚÎÉ- ËÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÈÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÁÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÅÇÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ÈÏÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ âÀÈÉ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ [1, 2].

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁ- ÔÙ âÀÈÉ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ. îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏŒ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ÉÌÉ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÉÈ ŒÏŒÓÅ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÎ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÈÏÄ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓŒÅÒÓÌÏŒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÅÇÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. éÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÉÊ ËÌÁÓÓ ÓŒÅÒÈSSÑÚÙËÏŒ, ÞÅÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ.

œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ŒÉÄ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ | ÁŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ [8]. áŒÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. óÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÀÔÓÑ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏ- ÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ŒÓÔÒÅ- ÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÅÇÏ ÈÏÄÅ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁ- ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ. äÌÑ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ íÀÌÌÅÒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÇÏ ÈÏÄ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓŒÅÒÓÌÏŒÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÊ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÈÏÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁ- ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ.

áŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ âÀÈÉ: ÍÏÖ- ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ | ÜÔÏ ÔÁËÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÍÁËÒÏ- ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ âÀÈÉ). îÅÔÒÕÄÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÅÒÈSSÑÚÙËÏŒ, ÄÏÐÕÓËÁÅ- ÍÙÈ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍÉ âÀÈÉ É íÀÌÌÅÒÁ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. äÌÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ âÀÈÉ ÓÌÁÂÅÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ íÀÌÌÅÒÁ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÐÏ ÓÉÌÅ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍ íÀÌÌÅÒÁ (Á ÚÎÁÞÉÔ É ÎÅÄÅÔÅÒ- ÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍ âÀÈÉ). üÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ íÁËÎÏÔÏÎ Œ ÒÁÂÏÔÅ [7]. œŒÉÄÕ ŒÁÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÂÙÌÏ ÉÚÏÂÒÅÔÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ, ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÇÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔÕ (íÀÌÌÅÒÁ ÉÌÉ âÀ- ÈÉ) [10, 4, 13, 15, 6, 5, 16, 12]. ïÓÏÂÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. îÁÉÌÕÞÛÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ Œ ÒÁÂÏÔÅ [12]: ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ âÀÈÉ ÉÍÅÅÔ N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ Ó N^{O(N)} ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÇÏ ÄÁÎ- ÎÏÍÕ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔÕ íÀÌÌÅÒÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ Ó N ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÅ- ÔÒÕÄÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ âÀÈÉ Ó O(N^22^N ) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏ- ÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ 2^{O(N 32N )} ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.

ïÒÄÉÎÁÌØÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÎÁÄ ÄÁÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ Œ ÜÔÏÔ ÁÌÆÁŒÉÔ. ðÏÚÄÎÅÅ âÀÈÉ [3] ÒÁÓ- ÐÒÏÓÔÒÁÎÉÌ ÁŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ ÎÁ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. (âÀÈÉ ÎÅ ÓÓÙÌÁÌ- ÓÑ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ íÀÌÌÅÒÁ, ÞÔÏ ŒÉÄÉÍÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÒÉÛÅÌ Ë ÜÔÏ- ÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ.) œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ-âÀÈÉ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁÍÉ. äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÄÉ- ÎÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ | ÜÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁ- ÖÄÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ (ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ) ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÐÒÉÓÔÕÐÁÅÔ Ë ÞÔÅÎÉÀ ÂÕËŒÙ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ ff, ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÏÒÄÉÎÁÌÏÍ. þÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÜÔÕ ÆÕÎË- ÃÉÀ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÌÉÓØ Œ ÈÏÄÅ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ff.

îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ Ï ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁÃÉÉ ÄÌÑ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ Œ ÓÌÕÞÁÅ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ

ÅÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÞÅÔÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ. œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3 ÍÙ ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÍ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ. œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4 ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÓÁÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.

2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÁ óŒÅÒÈÓÌÏŒÏÍ ÎÁÄ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ ˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕËŒ a_1; a_2; a_3; : : : ÁÌÆÁŒÉÔÁ ˚ (ÁÌÆÁŒÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ËÏ- ÎÅÞÎÙÍ).

îÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ ÎÁÄ ˚ ÚÁ- ÄÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÄÅÌÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÔÒÏÅË ŒÉÄÁ q^a→ q^′ (ÇÄÅ q; q^′ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, Á a ÂÕËŒÁ), ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, É ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ (ÍÁËÒÏÓÔÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q). áŒÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ⟨q; a⟩, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÂÕËŒÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÐÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÏÊËÁ q^a→ s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ É ÓÌÏŒÏ ÉÌÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ a_1; a_2; a_3; : : : . èÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÎÅÍ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q_0; q_1; q_2; q_3; : : : ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ q_0 | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ÔÒÏÊËÁ q_{i−1}^{ai}→ q_i ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. óÏÓÔÏÑÎÉÅ q_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ i. åÓÌÉ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ, ÔÏ ÈÏÄ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ. éÎÁÞÅ ÈÏÄÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÎÏÇÏ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ŒÏŒÓÅ. ðÒÅÄÅÌØ- ÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÈÏÄÁ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ Œ ÈÏÄÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. èÏÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁ- ËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. óŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÎÁ ÎÅÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ ÈÏÄ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. äŒÁ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÄÏÐÕÓËÁÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ.

ôÅÏÒÅÍÁ íÁËÎÏÔÏÎÁ [7] ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏ- ÍÁÔ.

ðÕÓÔØ æ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ. îÁÚÏŒÅÍ æ-ÓÌÏŒÏÍ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÉÚ æ Œ ˚ (ËÁÖÄÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ ÒÁŒÅÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÅÎØÛÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ).

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ) ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ íÀÌ- ÌÅÒÁ, ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ É ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ëÁÖÄÙÊ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ ŒÉÄÁ S → q, ÇÄÅ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q, Á q ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. (ôÁËÉÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÛÁÇÁÈ: S ÚÄÅÓØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁ- ËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÈÏÄÁ ÎÁ ÛÁÇÁÈ, ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÏÒÄÉÎÁÌÕ ff ∈ æ, Á q | ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff.) îÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ŒÙÂÏÒ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ É ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÅÔ.

èÏÄÏÍ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ a : æ → ˚ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ P : æ → Q, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÄŒÕÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ.

(1) äÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ æ (ËÒÏÍÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ æ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ) ÔÒÏÊËÁ P (n)^{an+1}−→ P (n + 1) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. (2) äÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ff ∈ æ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ P_ff ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÊ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {n ¡ ff | P (n) = q} ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ Œ ff (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_ff ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÕÖÅÎÉÑ ÈÏÄÁ P ÎÁ ff). ôÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÐÁÒÁ P_ff → P (ff) ÑŒÌÑÌÁÓØ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ff ∈ æ.

œ ÐÕÎËÔÅ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏÓÔØ, Á ÎÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_ff. éÚ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÒÁÔ- ÎÏ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÈÏÄÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÏÒÄÉÎÁÌ æ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ æ. èÏÄ ÁŒÔÏÍÁÔÁ P ÎÁ æ-ÓÌÏŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ P (n) ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÒÄÉÎÁÌ æ ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÙÊ, ÔÏ ÈÏÄ ÁŒÔÏÍÁÔÁ P ÎÁ æ-ÓÌÏŒÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ P_æ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.

ïÒÄÉÎÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÁŒÔÏ- ÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÊ ÅÇÏ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ S ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÁÒÁ S → q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. ãÅÌØÀ ÎÁÓÔÏÑ- ÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁËÎÏÔÏÎÁ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÓÞÅÔÎÙÅ

ÏÒÄÉÎÁÌÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁ- ÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÎÁ æ-ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌÁ æ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄ- ÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ 2^{2O(N)} ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.

œ ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÒÁÂÏÔÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ. þÔÏÂÙ ÌÅÇÞÅ ÂÙÌÏ ÐÏÎÑÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÅÅ Ë ÁŒÔÏÍÁÔÁÍ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ.

3. áŒÔÏÍÁÔÙ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁÈ

ôÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ íÀÌÌÅÒÁ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÅÍÕ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ íÀÌÌÅÒÁ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{2O(N)} ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁ- ÃÉÉ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ. äÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÐÒÏ- ÞÉÔÁŒ ÎÁÞÁÌÏ y ÄÌÉÎÙ n ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ÈÒÁÎÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q(n), ÓÏ- ÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÈÏÄÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ) ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÓÌÏŒÅ y. (âÕÄÅÍ ÔÁËÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÎÁ- ÚÙŒÁÔØ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÍÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ n.) úÎÁÑ n-ÕÀ ÂÕËŒÕ ÓÌÏŒÁ x É Q(n − 1) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Q(n). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÑ Q(|x|), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÚÎÁÔØ, ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÌÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÓÌÏŒÏ x.

œ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Q(0); Q(1); Q(2); : : : ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏ- ÚÎÁÞÎÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏŒ. äÏÐÕÓÔÉÍ ÓÎÁ- ÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ F . úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒÏ a_1; a_2; a_3; : : : . âÕÄÅÍ ÐÁÒÙ ŒÉÄÁ ⟨ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÓ- ÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ⟩ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. ðÒÏŒÅÄÅÍ ÏÔ ÔÏÞËÉ ⟨i; q⟩ ÄÕÇÉ ËÏ ŒÓÅÍ ÔÏÞËÁÍ ŒÉÄÁ ⟨i + 1; s⟩ ÔÁËÉÍ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ q^{ai+1}−→ s. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÕÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ. èÏÄÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ a_1; a_2; a_3; : : : ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÕÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ ŒÉÄÁ ⟨0, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ⟩.

ðÕÓÔØ P = (⟨m; q_m⟩; ⟨m + 1; q_{m+1}⟩; : : : ; ⟨n; q_n⟩) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÕÔØ Œ ÜÔÏÍ ÇÒÁÆÅ. þÉÓÌÁ m; n ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ É ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÁÍÉ ÐÕÔÉ, Á ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q_m É q_n | ÎÁÞÁÌØÎÙÍ É ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÐÕÔÉ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÏÞËÕ ⟨m; q⟩ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ ŒÉÄÁ ⟨0, ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ⟩ É ËÏÎÃÏÍ Œ ÔÏÞËÅ ⟨m; q⟩. ðÕÓÔØ ⟨m; q⟩ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁÑ ÔÏÞËÁ É q ∈ F . óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÞÉÔÁÅÔ ÂÕËŒÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ a_{m+1}; a_{m+2}; : : : É ŒÙÑÓÎÑÅÔ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ÐÕÔØ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÔÏÞËÉ ⟨m; q⟩, ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÌØËÏ ÐÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ ÉÚ F , ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ F ÐÏÓÅÝÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÕÞËÁ. ðÕÞËÏÍ ÐÕÔÅÊ Ó ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; q⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÕÔÅÊ ŒÉÄÁ ⟨m; q⟩; ⟨m + 1; q_{m+1}⟩; ⟨m + 2; q_{m+2}⟩; : : : ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q_{m+1}; q_{m+2} : : : ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ F , Á ÔÁËÖÅ ÓÕÖÅÎÉÊ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÎÁ ÌÀÂÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ŒÒÅÍÅÎÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÉ- ÔÅÌÅÍ ÐÕÞËÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ Q(n), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÕÔÅÊ Ó ËÏÎÃÏÍ n, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÐÕÞËÕ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÎØÀ ÐÕÞËÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ n. ôÏ ÅÓÔØ, Q(n) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÐÕÞËÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÕÔØ ŒÉÄÁ ⟨m; q⟩; ⟨m + 1; q_{m+1}⟩; ⟨m + 2; q_{m+2}⟩; : : : ; ⟨n; s⟩.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. îÁËÏÐÌÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÕÔÉ ⟨k; q_k⟩; ⟨k + 1; q_{k+1}⟩; ; : : : ; ⟨n; q_n⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ c ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ q_{n1} = f_1; : : : ; q_{nc} = f_c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n_1 ¡ · · · ¡ n_c, ÇÄÅ f_1; : : : ; f_c | ÐÅÒŒÙÅ c ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ F Œ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÉÊÓÑ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎ- ÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ A_q. üÔÏÔ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÞÉÔÁÑ ÂÕËŒÙ a_{m+1}; a_{m+2}; : : : , ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÔÅÎÉ ÐÕÞËÁ Q(m + 1); Q(m + 2); : : : , ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ⟨m; q⟩. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s ÉÚ Q(m + i) ÏÎ ÈÒÁÎÉÔ ÅÇÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ Œ ÐÕÞËÅ | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÐÕÞËÁ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m+i; s⟩. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n_1 ÎÁËÏÐ- ÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q(n_1) ÓÔÁÎÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ (ÔÏ ÅÓÔØ, ÒÁŒÎÙÍ |F |) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ Q(n_1) ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÅÌÁÅÔ ÓÂÒÏÓ, ÏÂÎÕÌÑÑ ŒÓÅ ÎÁËÏÐ- ÌÅÎÉÑ, É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ Q(n_1 + 1); Q(n_1 + 2); : : : . üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ n ¿ n_1 ÁŒÔÏÍÁÔ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s ÉÚ Q(n) ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÐÕÔÅÊ ÉÚ ÐÕÞËÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ n_1 + 1 É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨n; s⟩. é ÏÐÑÔØ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n_2 ¿ n_1 ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ Q(n_2) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ É Q(n_1) ÎÅ ÐÕÓÔÏ, ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÂÒÏÓ. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÔÅÖÉ ŒÉÄÁ T = ⟨R; i_1; : : : ; i_{|R|}⟩, ÇÄÅ R ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, Á i_j | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÑÝÉÅ |F |. þÉÓÌÏ i_j ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅÍ j-ÏÇÏ (Œ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÁ Q) ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ R. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ R ÎÅÐÕÓÔÏ É i_1 = · · · = i_{|R|} = |F |. îÁÞÁÌØÎÙÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÔÅÖ ⟨{q}; 0⟩.^1 ðÅÒÅÈÏÄÙ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÔÁËÏŒÙ. ðÕÓÔØ ÁŒÔÏÍÁÔ A_q ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ T = ⟨S; i_1; : : : ; i_{|S|}⟩ É ÞÉÔÁÅÔ ÂÕËŒÕ a. ôÏÇÄÁ ÎÏŒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ T^′ = ⟨S^′; j^′_1; : : : ; j^′_{|S}′_|⟩ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. íÎÏÖÅÓÔŒÏ S^′ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ s ∈ F ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÈÏÄ q^a−→ s ÄÌÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÇÏ q ∈ S. þÉÓÌÁ j^′_1; : : : ; j^′_{|S}′_| ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÕ. åÓÌÉ T ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s Œ S^′ ÒÁŒÎÙ 0 ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ F (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S^′), ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ 1. åÓÌÉ T ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s Œ S^′ ÒÁŒÎÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍ q^a−→ s, q ∈ R, ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ q Œ T . åÓÌÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÔÁË ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÒÏŒÎÏ ÎÁ 1 ÍÅÎØÛÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ s Œ F , ÔÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ s Œ S^′ ÒÁŒÎÏ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÍÕ ÎÏÍÅÒÕ Œ F .

óÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÐÏÓÌÅ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ a_{m+1}; a_{m+2}; : : : ; a_n ÂÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÒÅÚÏÍ ÐÕÞËÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; q⟩ Œ ÍÏÍÅÎÔ n. ôÏ ÅÓÔØ, ÓÒÅÚÏÍ ÐÕÞËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÔÅÎØ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑÍÉ ŒÓÅÈ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ ÅÇÏ ÔÅÎÉ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ˝ ÎÁÓÙÝÅÎ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÓÒÅÚ ÐÕÞËÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁ- ËÏÐÌÅÎÉÅ (ÔÏ, ÅÓÔØ ÁŒÔÏÍÁÔ A_q ÐÒÉ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ a_{m+1}; a_{m+2}; : : : ÄÅÌÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÂÒÏÓÏŒ). éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÐÕÞËÏŒ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÅ.

ìÅÍÍÁ 1. (1) ðÕÓÔØ P | ÈÏÄ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏ- ŒÅ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ F . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÏÇÏ m ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ˝_m, ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ⟨m; P (m)⟩. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ m ÐÕÞÏË ˝_m ÎÁÓÙÝÅÎ.

(2) ìÀÂÏÊ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ, ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. (1) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÎÁÔÕ-

1îÕÌØ ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÅÓÌÉ q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÉÚ F .

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ: i ∼ j, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ i; j ÓÒÅÚÙ ÐÕÞËÏŒ ˝_i É ˝_j Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ n, ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ i, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÚ ÐÕÞËÁ ˝_i Œ ÍÏÍÅÎÔ n. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ i ¡ j ¡ k É i ∼ k, ÔÏ ŒÓÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ i; j; k ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏ (ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{|F |}).^2 ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ k, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ŒÓÅÍ Â«ÏÌØÛÉÍ ÎÅÇÏ ÞÉÓÌÁÍ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ k É ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ m ¿ k ÐÕÞÏË ˝_m ÎÁÓÙÝÅÎ.

òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ m ¿ k ËÏÌÉ- ÞÅÓÔŒÏ ÓÂÒÏÓÏŒ ÐÕÞËÁ ˝_m ËÏÎÅÞÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ i ÓÂÒÏÓÏŒ Œ ÎÅÍ ÎÅÔ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÙÅ ÔÁËÉÅ m; i. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÐÕÔÉ P ÒÁŒÎÏ F , ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ¿ i ÓÕÖÅÎÉÅ P [i; j] ÐÕÔÉ P ÎÁ ÓÅÇÍÅÎÔ [i; j] ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ j. ðÏÓËÏÌØËÕ j ∼ m, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¿ j ÓÒÅÚÙ Q_m(n) É Q_j (n) ÐÕÞËÏŒ ˝_m É ˝_j Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ ˝_m ŒÏÐÒÅËÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. äÌÑ ÜÔÏ- ÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s ÉÚ Q_m(n). îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÓÂÒÏ- ÓÁ ÍÅÖÄÕ i É n ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÎÅÔ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÕÔØ Œ ÐÕÞËÅ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ, Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨i; P (i)⟩ É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨n; s⟩. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍÅÍ ÐÕÔØ P [i; j] (ÏÎ ÕÖÅ ÉÍÅ- ÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ) É ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏ ÔÏÞËÉ ⟨n; s⟩. ðÏÞÅÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ? ðÏÓËÏÌØËÕ Q_m(n) = Q_j(n), ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ s ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÔÁËÖÅ Q_j(n), Á ÜÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÕÔØ Œ ÐÕÞËÅ ÉÚ ÔÏÞËÉ ⟨j; P (j)⟩ Œ ÔÏÞËÕ ⟨n; s⟩.

(2) îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÌÅÍÍÁ ëčÎÉÇÁ (ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÒÎÅŒÏÅ ÄÅ- ÒÅŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÙÎÏŒÅÊ, ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ).

ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÐÕÞÏË ˝ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÍÏÍÅÎÔ m É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÂÒÏÓÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅÒÅŒÏ, ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÕÔÉ P ÉÚ ÐÕÞËÁ ˝, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÍÏÍÅÎÔ m É ËÏÎÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ÔÏÞËÁÈ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ, É ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ P ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÂÒÏÓÁ ÉÍÅÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. ðÕÔØ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÙ- ÎÏÍ ÐÕÔÉ S ÅÓÌÉ P ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ S É ËÏÎÅÞÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ P ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅ ËÏÎÃÁ S ÔÏÞËÁ ÓÂÒÏÓÁ. ëÏÒÎÅÍ ÄÅÒÅŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÕÔØ

2é ÄÁÖÅ |F | + 1. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ i_1 ¡ i_2 ¡ · · · ¡ i_{|F |+2} ÂÙÌÉ ÐÏ- ÐÁÒÎÏ ÎÅÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n, ÂÏÌØÛÅÇÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ ÓÒÅÚÙ ÐÕÞËÏŒ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ⟨i_j ; P (i_j )⟩ ÏÂÒÁÚÏŒÙŒÁÌÉ ÂÙ |F | + 2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F , ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ.

ÎÕÌÅŒÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÕÞËÁ.

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. ðÕÓÔØ n | ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ ˝, Á s ÌÀÂÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ n. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ P Œ ÄÅÒÅŒÅ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨n; s⟩. ôÁËÏÊ ÐÕÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÉÄÑ ÏÔ ËÏÎÃÁ Ë ÎÁÞÁÌÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ Œ ÐÕÞËÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÔØ S Ó ËÏÎÃÏÍ Œ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÅÊ n ÔÏÞËÅ ÓÂÒÏÓÁ Œ ÔÏÞËÕ ⟨n; s⟩, ÉÍÅÀÝÉÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. äÁÌÅÅ, Œ ÐÕÞËÅ ÅÓÔØ ÐÕÔØ R Ó ËÏÎÃÏÍ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÐÕÔÉ S, É ÎÁÞÁÌÏÍ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÏÞËÅ ÓÂÒÏÓÁ É Ô.Ä. ëÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÐÕÔÅÍ P .

ðÏ ÌÅÍÍÅ ëÅÎÉÇÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ É ÚÁÄÁÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ Œ ÐÕÞËÅ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ F .

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔÕ. ðÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ B, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÁÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÁŒÔÏÍÁÔ B, ÐÒÏÞÔÑ ÎÁÞÁÌÏ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉ- ÎÙ m, ÚÁÐÕÓËÁÅÔ ËÏÐÉÀ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ Œ ÍÏÍÅÎÔ m ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ q ∈ F (ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÎ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÏÍÎÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ). áŒÔÏÍÁÔ B ÈÒÁÎÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏ- ÑÝÕÀ ÉÚ ÔÅËÕÝÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÚÁÐÕÝÅÎÎÙÈ ËÏÐÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q, ÔÏ ÅÓÔØ, Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎ ÈÒÁÎÉÔ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÓÒÅÚÙ ŒÓÅÈ ÐÕÞËÏŒ. óÒÅÚÙ ÎÏŒÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ËÏÎÅÃ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. þÔÏÂÙ ÚÁÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÔØ Œ ËÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ, ÓËÁÖÅÍ ÞÔÏ ÐÕÞÏË Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; q⟩ ÍÅÎØÛÅ ÐÕÞËÁ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m^′; q^′⟩ ÅÓÌÉ m ¡ m^′, ÌÉÂÏ m = m^′ É q ¡ q^′. óÒÅÚÙ ÐÕÞËÏŒ ÂÕÄÕÔ ÈÒÁÎÉÔØÓÑ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÁÎÉÑ ÐÕÞËÏŒ.

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÕÞËÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÔØ ÓÒÅÚÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÕÞËÏŒ. á ÉÍÅÎÎÏ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÚÙ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÐÕÞ- ËÏŒ ÓÏŒÐÁÄÕÔ, ÍÙ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÅÍ ÓÒÅÚ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÚ ÎÉÈ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÁŒÔÏ- ÍÁÔ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÅÔ ÓÒÅÚÙ, ÓÔÁŒÛÉÅ ÐÕÓÔÙÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÔÅÖÉ ŒÉÄÁ ⟨S; T_1; : : : ; T_k⟩, ÇÄÅ S ⊂ Q É T_i ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÓÒÅÚÙ. äÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÒÁŒÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, k ÒÁŒÎÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ S ∩ F , Á T_i ÒÁŒÎÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_{qi} , ÇÄÅ q_i ÅÓÔØ i-ÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÉÚ

S ∩ F . ðÅÒÅÈÏÄÙ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÆÕÎËÃÉÏÎÉ- ÒÏŒÁÌ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ŒÙÛÅ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÏÎ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ U = ⟨S; T_1; : : : ; T_k⟩ ÐÒÉ ÐÒÏÞÔÅÎÉÉ ÂÕËŒÙ a ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ Ë U ÔÒÅÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ: ïÂÎÏŒÌÅÎÉÑ, äÏÂÁŒÌÅÎÉÑ É óÏËÒÁÝÅÎÉÑ.

ïÂÎÏŒÌÅÎÉÅ: ÚÁÍÅÎÑÅÍ S ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓ- ÈÏÄÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÊÔÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÉÚ S ÐÒÉ ÞÔÅ- ÎÉÉ ÂÕËŒÙ a; ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ËÁÖÄÏÅ T_i ÎÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Œ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÉÔ ÁŒÔÏÍÁÔ A_q ÉÚ T_i ÐÒÉ ÞÔÅÎÉÉ ÂÕËŒÙ a (ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ q, ÐÏÜÔÏÍÕ q ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÚÁÐÏÍÉÎÁÔØ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÞÅÒÅÚ U^′ = ⟨S^′; T^′_1; : : : ; T^′_k⟩

äÏÂÁŒÌÅÎÉÅ: ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ (Œ ÌÀÂÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) Œ ËÏÎÅÃ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ U^′ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÏŒ A_q ÄÌÑ ŒÓÅÈ q ∈ S^′ ∩ F Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ q. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÞÅÒÅÚ U^{′′} = ⟨S^′; T^′_1; : : : ; T^′_k′ ⟩

óÏËÒÁÝÅÎÉÅ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ≤ k^′ ŒÙÞÅÒËÉŒÁÅÍ T^′_i , ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÕÓÔÏ ÉÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ j ¡ i ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ T^′_j = T^′_i .

éÔÁË, ÐÏÓÌÅ ÐÒÏÞÔÅÎÉÑ n ÐÅÒŒÙÈ ÂÕËŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎ- ÎÙÊ ÎÁÍÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ B ÐÒÉÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏ- ÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ: (1) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÇÏ (ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ) ÁŒÔÏÍÁÔÁ É (2) ÓÒÅÚÙ ŒÓÅÈ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ n (ÐÕÞÏË ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÒÅÚ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÎÅ ÐÕÓÔ É ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÒÅÚÏÍ ÎÉËÁËÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÐÕÞËÁ).

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B. ðÏ ìÅÍÍÅ 1 ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓ- ÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨S; T_1; : : : ; T_k⟩, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ≤ k ÓÒÅÚ T_i ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ.^3 ôÁË ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÂÕÄÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ŒÓÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏ- ŒÁ, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ. äÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÄÁÎÎÏÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ. ôÏÇÄÁ ÐÏ ìÅÍÍÅ 1 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÊ ÐÕÞÏË ˝. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i(n) ÎÏÍÅÒ

3úÁÂÅÇÁÑ ŒÐÅÒÅÄ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁÚÕ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÒÉÞÉ- ÎÅ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÂÙÌ ÂÙ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ âÀÈÉ, Á ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ íÀÌÌÅÒÁ ÓÔÒÏÇÏ ÓÉÌØÎÅÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ âÀÈÉ.

ÓÒÅÚÁ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞËÁ (ÓÒÅÄÉ ÈÒÁÎÉÍÙÈ ÓÒÅÚÏŒ) Œ ÍÏÍÅÎÔ n. úÁ ÓÞÅÔ óÏËÒÁ- ÝÅÎÉÑ ÞÉÓÌÏ i(n) ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ ÏÎÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÓŒÏÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ i. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÕÞËÅ ˝ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÓÂÒÏÓÏŒ, ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÎÁËÏÐ- ÌÅÎÉÅ i-ÏÇÏ ÓÒÅÚÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. á ÚÎÁÞÉÔ Œ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ⟨S; T_1; : : : ; T_k⟩, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÅÓÑ Œ ÈÏÄÅ B ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, T_i ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ.

ïÄÎÁËÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ: ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÍÏÖÅÔ ÄÏÐÕÓËÁÔØ ÌÉÛÎÉÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ. þÔÏÂÙ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÐÒÉÞÉÎÕ, ÐÒÉŒÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s ¡ t É ÐÅÒÅÈÏÄÙ s^{a;b}→ s, s^a→ t. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | s, Á ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ | ÓÉÎÇÌÅ- ÔÏÎ {t}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ababab : : : , ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÏÔŒÅÒÇÁÅÔÓÑ. îÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ⟨s⟩ (ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÅÓÔØ s, ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ÐÏËÁ ÎÅÔ). ðÏÓÌÅ ÞÔÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÂÕËŒÙ a ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒ- ÔÏÍÁÔ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨st; t1⟩ (ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ | s; t, É ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÉÎ ÐÕÞÏË Ó ÔÅÎØÀ {t}, ÐÒÉÞÅÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÑ ÔÅÎÉ ÒÁŒÎÏ 1). úÁÔÅÍ, ÐÒÏÞÉÔÁŒ ÂÕËŒÕ b, ÁŒÔÏÍÁÔ ÐÒÉÈÏÄÉÔ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨s⟩ É ÄÁÌÅÅ ÐÏ ÃÉËÌÕ ⟨st; t1⟩, ⟨s⟩. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ⟨st; t1⟩, ⟨s⟩ (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ) ŒÈÏÄÑÔ Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÈÏÄÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÒÅÚ t1 ÉÍÅÅÔ ÍÁÓËÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ.

ðÒÉÞÉÎÁ ÏÛÉÂËÉ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓÒÅÚ t1 ÈÏÔØ É ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ÓÒÅÚÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÕÞËÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏÎ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÐÕÞËÏŒ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ (1; t); (3; t); (5; t); : : : .

þÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÍÙ ŒËÌÀÞÉÍ Œ ÓÏÓÔÁŒ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒ- ÔÏÍÁÔÁ B ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÉÔ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÏÔÓÅÞØ \ÐÁÒÁÚÉÔÎÙÅ" ÓÒÅÚÙ, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÕÞËÅ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ðÕÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨S^′; T^′_1; : : : ; T^′_k′′ ⟩ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B Œ ÍÏÍÅÎÔ n ¿ 0 ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ⟨S; T_1; : : : ; T_k⟩ Œ ÍÏÍÅÎÔ n − 1 ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ŒÙÛÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ïÂÎÏŒÌÅÎÉÑ, äÏÂÁŒÌÅÎÉÑ É óÏËÒÁÝÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÐÅÒÅÄ ÐÒÏÃÅÄÕÒÏÊ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÂÙÌÏ ÒÁŒÎÏ ⟨S^′; T^′_1; : : : ; T^′_k′ ⟩. îÁÚÏŒÅÍ ÚÏÎÏÊ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÓÒÅÚÏŒ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÔÁËÏÅ i, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ T^′_1; : : : ; T^′_i ÎÅ ÂÙÌÏ ÕÄÁÌÅÎÏ. âÕÄÅÍ ŒËÌÀÞÁÔØ Œ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÔÁËÖÅ É ÚÏÎÕ

ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÏÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖ- ÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÏÊ 0). îÅÔÒÕÄÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ŒËÌÀÞÁÌÏ Œ ÓÅÂÑ É ÚÏÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ n.

éÔÁË, ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÔÅÖÉ ŒÉÄÁ ⟨S; j; T_1; : : : ; T_k⟩, ÇÄÅ S ⊂ Q, j ≤ k É T_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÒÅÚÙ. ëÁË ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÉÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØ- ÎÙ? äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÜÔÏ, ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÁŒÔÏÍÁÔ B ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ É ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÚÏÎÏÊ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÅÇÏ ÈÏÄÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÚÏÎ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÓÒÅÚÏŒ. ðÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÚÏÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ lim. çÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏ, ÐÁÒÁÚÉÔÎÙÅ ÓÒÅÚÙ | ÜÔÏ ÔÅ, ÎÏÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÈÒÁÎÉÍÙÈ ÓÒÅÚÏŒ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ lim.

ôÏÞÎÅÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÕÞËÁ ˝ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ i ≤ lim, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÒÅÚ ÐÕÞËÁ ˝ Œ ÍÏÍÅÎÔÏŒ n ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó i-ÙÍ ÈÒÁÎÉÍÙÍ ÓÒÅÚÏÍ Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ i ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞ ÎÏÍÅÒÁ ÓÒÅÚÁ ÐÕÞËÁ ˝ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÓÒÅÄÉ ÈÒÁÎÉÍÙÈ ÓÒÅÚÏŒ). é ÏÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ≤ lim ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÕÞÏË Ó ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ n ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÓÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÐÏÚÖÅ n ÎÉËÁËÉÈ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÊ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ lim ÓÒÅÚÏŒ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ. œ ÍÏÍÅÎÔ n i-ÙÊ ÈÒÁÎÉÍÙÊ ÓÒÅÚ ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÚÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÞËÁ ˝. üÔÏÔ ÐÕÞÏË É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÙÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B, ŒÓÔÒÅÞÁÀ- ÝÅÅÓÑ Œ ÅÇÏ ÈÏÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ≤ lim ÅÇÏ i-ÙÊ ÓÒÅÚ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÚÏÎÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ lim ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅ- ÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ B ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÚÏÎ ÎÅÐÏÄŒÉÖ- ÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. òÕËÏŒÏÄÓÔŒÕÑÓØ ÜÔÉÍ, ÏÂSSÑŒÉÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ Œ ÎÅÍ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ⟨S; j; T_1; : : : ; T_k⟩, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ T_i ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ, ÐÒÉÞÅÍ i ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÚÏÎ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ËÁË ÏÐÉÓÙŒÁÌÏÓØ ŒÙÛÅ, ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÁŒÔÏÍÁÔ B_F ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁ- ËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ F É ÚÁÐÕÓËÁÔØ ÜÔÉ ÁŒÔÏÍÁÔÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØ- ÎÏ. ôÏ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ

ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ S É ËÏÒÔÅÖÅÊ ⟨j_F ; T_1; : : : ; T_{nF} ⟩ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ F ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. úÄÅÓØ T_1; : : : ; T_{nF} | ÓÒÅÚÙ ÐÕÞËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F , Á j_F | ÚÏÎÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÓÒÅÚÏŒ ÐÕÞËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F . úÎÁÑ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ U ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ É ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ B_F , ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F -ÐÒÏÅËÃÉÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ U.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. ðÕÓÔØ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÅ N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ A_q ÅÓÔØ ËÏÒÔÅÖ ŒÉÄÁ ⟨R; i_1; : : : ; i_{|R|}⟩, ÇÄÅ R ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, Á ÞÉÓÌÁ i_j ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ N. ðÏÜÔÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔ A_q ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ K = 2^N N^N = (2N)^N ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ëÁÖÄÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ B ÅÓÔØ ËÏÒ- ÔÅÖ ŒÉÄÁ ⟨S; j; T_1; : : : ; T_k⟩, ÇÄÅ j ≤ k, r_i | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ A_q, Á S ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ B ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^N K^{1+K} = 2^{2O(N log N)} . üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÝÅ ÎÕÖÎÏ ŒÏÚŒÅÓÔÉ Œ ÓÔÅÐÅÎØ 2^N (ËÏ- ÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÊ), ÞÔÏ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÏÒÑÄÏË. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÏÇÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ B ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÎØÛÅ Œ ÐÒÏÃÅÄÕÒÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÍÙ ÕÄÁÌÑÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÒÅÚ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÓÏŒÐÁÌ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÒÅÚÏÍ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. ôÅÐÅÒØ ÖÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓ- ËÌÀÞÁÔØ ÓÒÅÚ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ (ÔÅÎØ) ÓÏŒÐÁÌÁ Ó ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ ÓÒÅÚÁ Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (Á ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ). œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B ŒÓÅ ÏÓÔÁ- ÅÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ. ðÏÓÌÅ ÔÁËÏÇÏ ÉÚÍÅ- ÎÅÎÉÑ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ B ÂÕÄÅÔ ÏÃÅÎÉŒÁÔØÓÑ ËÁË (2^N 2^N K^{2N} )^{2N} = 2^{2O(N)} .

îÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔ B ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ, ÞÔÏ É ÄÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÇÌÏ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÏŒÙÈ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ≤ lim ÐÏ- ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÕÞÏË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÒÅÚ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó i-ÙÍ ÈÒÁÎÉÍÙÍ ÓÒÅÚÏÍ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÐÒÏÐÁÌÏ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÕÞÏË ˝ ÎÁÓÙÝÅÎ É Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÅÎØ ÐÕÞËÁ ˝ ÓÏŒÐÁÌÁ Ó ÔÅÎØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÕÞËÁ ˝^′, ÔÏ É ÐÕÞÏË ˝^′ ÎÁÓÙÝÅÎ: ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓÂÒÏÓÁÍÉ ˝ ÉÍÅÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÓÂÒÏÓ ˝^′.

4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁ- ÃÉÉ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÒÄÉÎÁÌÁÈ ŒÉÄÁ !n = ! + ! + · · · + ! (n ÒÁÚ).

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ Q ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ B_F , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÔÅ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ ÉÍÅÅÔ ÈÏÄ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ F .

úÁÐÕÓÔÉÍ ÎÁ ÎÁÞÁÌÅ ÄÌÉÎÙ ! ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ F ⊂ Q ÁŒÔÏÍÁÔÙ B_F . ðÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏ- ÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÈÏÄÏŒ ŒÓÅÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ B_F . úÎÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÈÏÄÏŒ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ B_F , ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ !-ÈÏÄÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌÅ. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅ- ÈÏÄÙ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÍÙ ÓÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_1 ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ Œ ÍÏÍÅÎÔ !. âÏÌØÛÅ ÎÉ- ËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÍ É ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÈÏÄÁ ÎÁ ÎÁÞÁÌÅ ÄÌÉÎÙ ! + ! ÒÁŒÎÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ŒÈÏÖÄÅÎÉÅ !.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ S; F ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ÉÚÍÅÎÉÍ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÓÄÅÌÁŒ ÅÇÏ ÒÁŒÎÙÍ S, Á ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉ- ÅÍ ÓÄÅÌÁÅÍ F . ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ B_{SF} ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÚÁÃÉÉ ÐÏÌÕ- ÞÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. (îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÁŒÔÏÍÁÔ B_{SF} ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ B_F ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.) œ ÍÏÍÅÎÔ ! ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÎÁ ÓŒÅÒÈ- ÓÌÏŒÅ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ ÓÕÖÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÁ ÎÁ ŒÔÏÒÏÅ ! ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ F ÁŒÔÏÍÁÔÙ B_{S1F} (ÇÄÅ S_1 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏ- ÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ Œ ÍÏÍÅÎÔ !). úÎÁÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÈÏÄÏŒ ÜÔÉÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_2 ŒÓÅÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÄÏÓÔÉÖÉÍÙÈ Œ ÍÏÍÅÎÔ !2. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÈÏÄÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ŒÓÅÍ !n-ÓŒÅÒÈÓÌÏŒÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÈÏÄÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. ïÄÎÁËÏ ÕÖÅ ÄÌÑ ÏÒÄÉÎÁÌÁ ! × ! ÔÁËÏÊ ËÏÎ- ÓÔÒÕËÃÉÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏÔ ÏÒÄÉÎÁÌ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ŒÈÏÖÄÅÎÉÑ !.

éÔÁË, ÐÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÏÒÄÉÎÁÌ æ É æ-ÓÌÏŒÏ. ðÕÓÔØ I | ÏÔÒÅÚÏË Œ ÏÒÄÉÎÁÌÅ æ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ æ, ËÏ- ÔÏÒÏÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÏÒÄÉÎÁÌÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ- ÎÙÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ I-ÐÕÔÅÍ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ P , ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÎÁ I ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÐÕÎËÔÕ (2) ÎÁ ÓÔÒ. 5 ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÉÚ I (ËÒÏÍÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ) É ÐÕÎËÔÕ (3) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ff ÉÚ I. åÓÌÉ I ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÒÄÉÎÁÌ n, ÔÏ ÔÏÞËÁ ⟨n; P (n)⟩ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÐÕÔÉ. ôÏÞËÁ ÎÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ ÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÕÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ Œ ÎÕÌÅŒÏÊ ÍÏÍÅÎÔ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁÑ ÔÏÞËÁ ⟨m; q⟩ É F ⊂ Q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ q ∈ F . ðÕÞËÏÍ ÐÕÔÅÊ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; q⟩ É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F (ÉÌÉ F - ÐÕÞËÏÍ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; q⟩) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÕÔÅÊ Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; q⟩, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ ÓÏÓÔÏÑ- ÎÉÑ ÉÚ F , Á ÔÁËÖÅ ÓÕÖÅÎÉÊ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. íÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Q_�(n) ÐÕÞËÁ ˝ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÕÞÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔØ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ (n; q). á ÔÏÞËÉ ÓÂÒÏÓÁ É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÐÕÔÅÊ É ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÔÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÂÒÏÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ ÐÏ ÔÉÐÕ !. ðÏÎÑÔÉÅ ÔÏÞËÉ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ Œ ÐÕÞËÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÒÅËÕÒÓÉÅÊ ÐÏ n ¡ æ:

1) ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ [k; n]-ÐÕÔÉ P ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ c ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ P (n_1) = f_1; : : : ; P (n_c) = f_c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ k ≤ n_1 ¡ · · · ¡ n_c ≤ n, ÇÄÅ f_1; : : : ; f_c | ÐÅÒŒÙÅ c ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ F É ÐÏÌÕÉÎÔÅÒŒÁÌ [n_1; n) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ; ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÒÁŒÎÏ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÍÕ ÉÚ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÊ ÐÕÔÅÊ ÐÕÞËÁ, ËÏÎÅÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ (n; q);

2) n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÏÍÅÎÔÏÍ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÓÂÒÏÓÏÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÔÅÎØ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÎÅÐÕÓÔÁ É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÉÚ ÔÅÎÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ÉÍÅÅÔ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁ- ÝÉÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÏÒÄÉÎÁÌÕ ff, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Œ ff, ÔÏ ÐÕÞÏË ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ff-ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ ÉÌÉ ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ Œ ff.

ôÅÐÅÒØ ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ ÁÎÁÌÏÇ ìÅÍÍÙ 1, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÓŒÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÐÕ- ÔÑÈ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ Ï ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÈ ÐÕÞ- ËÁÈ. ðÕÓÔØ ff ≤ æ | ÓÞÅÔÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ.

ìÅÍÍÁ 2. (1) ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÈÏÄ P ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑ-

ÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ F . ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ m ∈ ff ÐÕÞÏË Ó ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨m; P (m)⟩ É ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff- ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ.

(2) åÓÌÉ ÐÕÞÏË ˝ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F ff-ÎÁÓÙÝÅÎ, ÔÏ ÏÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ [∗; ff)-ÐÕÔØ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ F .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (1) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÄÌÑ ÓŒÅÒÈÓÌÏŒ. óÞÅÔÎÏÓÔØ ff ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (2). ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÐÕÞÏË Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ ÓÂÒÏÓÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎØÛÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÐÕÔÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÕÞËÁ Œ ÔÏÞËÉ ÓÂÒÏÓÁ, ÓÕÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÂÒÏÓÁ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. îÁ ÜÔÉÈ ÐÕÔÑÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÁÓØ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÅÒÅŒÁ É ÐÒÉÍÅ- ÎÑÌÁÓØ ÌÅÍÍÁ ëÅÎÉÇÁ. ôÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÊÄÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÍÅÎÔÙ ÓÂÒÏÓÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÙ ÐÏ ÔÉÐÕ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ. ïÄÎÁËÏ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÓÞÅÔÎÏÓÔØÀ ff, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÓÂÒÏÓÁ n_1; n_2; : : : , ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ Œ ff. ðÏ- ÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÕÔÉ ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÐÕÞËÁ Œ ÔÏÞËÉ ÐÕÞËÁ Œ ÍÏÍÅÎÔÙ n_j , ÓÕÖÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ŒÉÄÁ (n_{j−1}; n_j ] ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁ ÜÔÉÈ ÐÕÔÑÈ ŒŒÏÄÉÔ- ÓÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÄÅÒÅŒÁ. þÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÙÎÏŒÅÊ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÂÙÌÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j É ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ s ÉÚ ÐÕÞËÁ Œ ÍÏÍÅÎÔ n_j ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÐÕÔØ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÍÏÍÅÎÔÏÍ n_{j−1} + 1 É ËÏÎÅÞÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ⟨n_j; s⟩, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ. ëÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ÜÔÉÈ ÐÕÔÅÊ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄÅÒÅŒÏ.

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {n_1; n_2; : : : } ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÏ Œ ff, ÜÔÏÔ ÐÕÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ [m; ff)-ÐÕÔÅÍ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ F . óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÐÕÞËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ n-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÔÅÎÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÒÁŒÎÙ. äÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÉÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ff ÎÁÚÏ- ŒÅÍ ÄŒÁ ÐÕÞËÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ ff^−-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ n-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n ¡ ff.

œŒÉÄÕ ìÅÍÍÙ 2 ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ. ôÏ ÅÓÔØ, ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÔÁËÏÊ ÁŒÔÏÍÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ F ⊂ Q ÈÒÁÎÉÔ ÓÒÅÚÙ ŒÓÅÈ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ F -ÐÕÞËÏŒ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÐÕÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ n-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÍÅÎØÛÉÍ ÐÕÞËÁÍ) É ÚÏÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏ-

ÓÔÉ F -ÐÕÞËÏŒ. úÏÎÁ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ff ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ- ÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÔÁËÏÍÕ j, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ j ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÅÎØÛÅÍÕ ÐÕÞËÕ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÏÒ- ÄÉÎÁÌÏŒ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÍÕ ÒÁÎÅÅ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÚÏÎ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ: ÐÒÅÄÅÌ ÚÏÎ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ F -ÐÕÞËÏŒ ÐÒÉ n → ff ÒÁŒÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ F -ÐÕÞËÏŒ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÔÅ- ÎÉ ÐÕÞËÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ. ðÏÑÓÎÉÍ, Œ ÞÅÍ ÚÄÅÓØ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. ðÕÓÔØ ÁŒÔÏÍÁÔ B_F ÐÒÏÞÉÔÁÌ ÐÅÒŒÙÅ ! ÂÕËŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÏÒÄÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. ðÕÓÔØ ˝ | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ !^−- ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F . óÏÓÔÏÑÎÉÑ ÐÕÞËÁ ˝ Œ ÍÏÍÅÎÔ ! ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉ- ÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ËÏ ŒÓÅÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍ G ⊂ F , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÐÕÞËÅ ˝ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÐÕÔØ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏ- ÇÏ ÒÁŒÎÏ G. éÍÅÀÝÁÑÓÑ Õ ÎÁÓ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ (ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÕÚÎÁÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ ÐÕÞËÅ ˝ ÐÕÔØ, ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ F , ÎÏ ÎÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÚÎÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ F . ðÒÁŒÄÁ, ÐÏ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B_G ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÚÎÁÔØ, ÅÓÔØ ÌÉ ÐÕÔØ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅÍ G, ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÐÕÞËÕ ˝. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÈÒÁÎÉÔØ ÅÝÅ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÕÀ ÐÕÞËÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÑÍÉ.

îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÄÉÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÎÏ ÎÏŒÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ. åÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ⟨m; q⟩ ÐÕÞËÁ ˝^′ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ G ⊂ F ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÕÞËÕ ˝, ÔÏ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ˝^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÕÞËÏÍ ÐÕÞËÁ ˝, Á ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ q Œ ÍÏÍÅÎÔ m Œ ÐÕÞËÅ ˝ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅÍ ÐÏÄÐÕÞËÁ ˝^′ Œ ÐÕÞËÅ˝ (ÏÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ ŒÒÅÍÅÎÉ).

ðÕÓÔØ G ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F É ÐÕÓÔØ ˝_F | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ F -ÐÕÞÏË, Á ˝_G | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ G-ÐÕÞÏË. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ˝_F ÓŒÑÚÁÎ Ó ˝_G Œ ÍÏÍÅÎÔ n, ÅÓÌÉ ˝_G ÉÍÅÅÔ ÐÏÄÐÕÞÏË, n- ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ ÐÕÞËÕ ˝_F . ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ ˝_F → ˝_G Œ ÍÏ- ÍÅÎÔ n ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÎÏ ÒÁŒÎÏ −1, ÅÓÌÉ ˝_F ÎÅ ÓŒÑÚÁÎ Ó ˝_G Œ ÍÏÍÅÎÔ n. á ÉÎÁÞÅ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÉÚ ÎÕÌÑ É ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÚ ÎÁ- ËÏÐÌÅÎÉÊ ÐÏÄÐÕÞËÏŒ ˝^′_G Œ ÐÕÞËÅ ˝_F , ËÏÔÏÒÙÅ n-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÐÕÞËÕ ˝_G É ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ˝^′_G; n] ÎÅÔ ÓÂÒÏÓÏŒ ÐÕÞËÁ ˝_F . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ˝_F ÓŒÑÚÁÎ Ó ˝_G Œ ÍÏÍÅÎÔ n. âÕÄÅÍ ÅÝÅ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÈÒÁÎÉÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ F; G; ˝_F ; ˝_G ÔÁËÉÈ, ËÁË ÏÐÉÓÁÎÏ ŒÙÛÅ, ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ ˝_F → ˝_G Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ. ôÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ p_F ; p_G | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞ- ËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÑÍÉ F; G, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, É G ⊂ F , ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ i ≤ p_F , j ≤ p_G, ÍÙ ÈÒÁÎÉÍ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) Œ ÍÏÍÅÎÔ n.

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÌÉ, ËÁËÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ- ŒÁÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ n ∈ œ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÞÅÒÅÚ U_n. ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÅÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÙÌÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. ôÏ ÅÓÔØ ÎÁÄÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÄÌÑ ÎÅÐÒÅ- ÄÅÌØÎÙÈ n ÐÏ U_{n−1} É ÂÕËŒÅ a_n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ U_n É ËÁË ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÏÒÄÉÎÁÌÏŒ ff ÐÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÈÏÄÁ ⟨U_n | n ¡ ff⟩ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ U_ff

äÌÑ ÎÅÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÈÏÄÏŒ ÐÒÏÂÌÅÍ ÎÅÔ: ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ É ÉÈ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ËÁË É ÒÁÎØÛÅ. îÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓŒÑÚÅÊ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÔÁË: ÐÒÉ ïÂÎÏ- ŒÌÅÎÉÉ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓŒÑÚÅÊ ÎÅ ÍÅÎÑÀÔÓÑ, ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÎÏŒÏÇÏ G-ÓÒÅÚÁ ˝^′ = ⟨{q}; l⟩ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÔÁËÖÅ ÎÏŒÙÅ ÓŒÑÚÉ ˝_F → ˝^′ ÄÌÑ ÔÅÈ F -ÐÕÞËÏŒ ˝_F , ÔÅÎØ ÓÒÅÚÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ q É G ⊂ F ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÀ q Œ ÐÕÞËÅ ˝_F . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÓŒÑÚÉ ˝^′ → ˝^{′′} ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÎÏŒØ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ˝^′; ˝^{′′} ÔÁ- ËÉÈ, ÞÔÏ ÉÈ ÔÅÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ. ðÒÉ ÓÏËÒÁ- ÝÅÎÉÉ ÓÒÅÚÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ G-ÐÕÞËÁ ˝^′_G ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÔÅÎØ Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÓÏŒÐÁÌÁ Ó ÔÅÎØÀ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ G-ÐÕÞËÁ ˝_G ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓŒÑÚÅÊ ŒÉÄÁ ˝_F → ˝_G ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÉÚ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÊ ÓŒÑÚÅÊ ˝_F → ˝_G É ˝_F → ˝^′_G, Á ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÓŒÑÚÅÊ ˝_G → ˝_H ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ. åÓÌÉ Œ ÐÕÞËÅ ˝_F ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÂÒÏÓ, ÔÏ ŒÓÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓŒÑÚÅÊ ŒÉÄÁ ˝_F → ˝_G ÏÂÎÕÌÑÀÔÓÑ (Á ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ).

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÐÅÒÅÈÏÄÙ. ðÕÓÔØ ff | ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÏÒÄÉÎÁÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÔÏÓÔÏÑÎÉÅ L ÈÏÄÁ ⟨U_n | n ¡ ff⟩. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏ L ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÚÙ ŒÓÅÈ ff-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff, ÚÏÎÙ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÓŒÑÚÅÊ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ F É ÏÂSSÑÓÎÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅ- ÚÙ ŒÓÅÈ ff-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ F -ÐÕÞËÏŒ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff É ÚÏÎÕ ÉÈ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏ- ÓÔÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff. óÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F : ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÚÏÎÅ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ lim_F ÓÒÅ- ÚÏŒ ÐÕÞËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ F . ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ≤ lim_F É ËÁÖÄÏÇÏ G ⊂ F ŒÙÑÓÎÉÍ, ÅÓÔØ ÌÉ Œ i-ÏÍ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÐÕÞËÁÈ) ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ F -ÐÕÞËÅ ˝_{iF} ÐÕÔØ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ G. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÕÔØ ÅÓÔØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ j ≤ lim_G É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ S ÁŒÔÏÍÁÔÁ B_G, ŒÈÏÄÑÝÅÇÏ Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏ- ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ L, ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) Œ S ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÏ É j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ Œ S ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ Œ i-ÏÍ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉ- ÔÅÌÅÍ F ÅÓÔØ ÐÕÔØ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ G, ÔÏ ÐÏ ìÅÍÍÅ 2 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ff-ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÊ ÐÏÄÐÕÞÏË ˝^′_G ÐÕÞËÁ ˝_{iF} , ÉÍÅÀÝÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØ G. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ É ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÁËÏÊ ÐÕÞÏË ˝^′_G. ðÕÓÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ÎÏÍÅÒ ÜÔÏÇÏ ÐÕÞ- ËÁ ÒÁŒÅÎ j. ôÏÇÄÁ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ¡ ff, Á ÚÎÁÞÉÔ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓŒÑÚÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÉÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ L.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ S ÉÚ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÐÒÉÞÅÍ j-ÙÊ ÓÒÅÚ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ G ÉÍÅÅÔ Œ S ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐ- ÌÅÎÉÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, j-ÙÊ n-ÍÉÎÉÁÌØÎÙÊ G-ÐÕÞÏË ˝_{jG} ÎÁÓÙÝÅÎ Œ ff. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÅ n, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÏÎÙ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÑÍÉ F; G ÎÅ ÍÅÎØÛÅ lim_F ; lim_G, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ (É ŒÏ ŒÓÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ) i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÚÕ ÐÕÞËÁ ˝_{iF} É j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ ÒÁŒÅÎ ÓÒÅÚÕ ÐÕÞËÁ ˝_{jG}. åÓÌÉ n ŒÙÂÒÁÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÔÏ i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ ÓŒÑÚÁÎ Ó j-ÙÍ G-ÓÒÅÚÏÍ Œ ÍÏÍÅÎÔ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓŒÑÚØ ˝_{iF} → ˝_{jG}. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÞÔÏ ÐÕÞÏË ˝_{jG} n-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÐÕÞËÕ ˝^′_G ÐÕÞËÁ ˝_{iF} . ðÏÓËÏÌØËÕ ˝_{jG} ÎÁÓÙÝÅÎ Œ ff, ÔÁËÏŒ ÖÅ É ˝^′_G. ðÏ ìÅÍÍÅ 2 ÐÕÞÏË ˝^′_G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔØ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ G. üÔÏÔ ÐÕÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÕÞËÕ ˝_{iF} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ˝^′_G ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÐÕÞËÏÍ ÐÕÞËÁ ˝_{iF} .

ôÅÐÅÒØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ F , ËÁÖÄÏÇÏ i ≤ lim_F É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÎÁÊÄÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÊ [∗; ff)-ÐÕÔÅÊ ÉÚ i-ÏÇÏ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÕÞËÁ ˝_{iF} , ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ G. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÉÅ F; i; G É ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ s.

ðÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍÕ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B_F ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÚÎÁÔØ, ÎÁ- ÓÙÝÅÎ ˝_{iF} Œ ff ÉÌÉ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÏÎ ÎÁÓÙÝÅÎ, ÔÏ s = 0. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ s ÒÁŒÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÊ ÓŒÑ- ÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) Œ ÔÁËÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÈ S ∈ L, ÞÔÏ j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ Œ S É j ≤ lim_G. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ,

ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÉÈ j; S ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F - ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) ÒÁŒÎÏ s^′. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀÂÏÅ ÔÁËÏÅ n ¡ ff, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÍÏÍÅÎÔÁ n ÚÏÎÙ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÐÕÞËÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÑÍÉ F; G ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ lim_F ; lim_G É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) Œ ÍÏÍÅÎÔ n ÒÁŒÎÏ s^′. éÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ j-ÙÊ n-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÕÞÏË ˝_{jG} Ó ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌÅÍ G n-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÏÄÐÕÞËÕ ˝^′_G ÐÕÞËÁ ˝_{iF} , ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} ÒÁŒÎÏ s^′. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÞÏË ˝_{jG} ÎÁÓÙ- ÝÅÎ Œ ff, ÔÁËÏŒ ÖÅ É ÐÕÞÏË ˝^′_G. ðÏ ìÅÍÍÅ 2 ÐÕÞÏË ˝^′_G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÕÔØ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ G. üÔÏÔ ÐÕÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÕÞËÕ ˝_{iF} , ÐÏÓËÏÌØËÕ ˝^′_G ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ÐÏÄÐÕÞËÏÍ ÐÕÞËÁ ˝_{iF} , É ÉÍÅÅÔ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ Œ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s^′. úÎÁÞÉÔ s ≥ s^′.

ïÂÒÁÔÎÏ, Œ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÕÔØ P Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ G É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅÍ s. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ n, ÂÏÌØÛÅÅ ŒÓÅÈ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÓÂÒÏÓÁ ÐÕÞËÁ ˝_{iF} Œ ff É ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÖÅÎÉÅ ÐÕÔÉ P ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË [ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ P; n] ÉÍÅÅÔ ÎÁËÏÐÌÅ- ÎÉÅ s Œ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÕÞÏË ˝^′_G, ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ G É ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÒÁŒÎÁ (n; P (n)). ðÏ ìÅÍÍÅ 2, ÅÓÌÉ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÐÕÞÏË ÑŒÌÑÅÔÓÑ ff-ÎÁÓÙÝÅÎÎÙÍ; ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÅ s Œ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} . ðÕÞÏË ˝^′_G ff^−-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ff^−- ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÐÕÞËÕ ˝_{jG}. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÁ- ËÏÐÌÅÎÉÅ ÓŒÑÚÉ (i-ÙÊ F -ÓÒÅÚ → j-ÙÊ G-ÓÒÅÚ) ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ s (Á ÉÍÅÎÎÏ, Ó ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÔÅÎÉ ÐÕÞËÏŒ ˝^′_G É ˝_{jG} ÓÏŒÐÁÄÕÔ É ÚÏÎÙ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÚÏÎ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ).

éÔÁË, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ F ÍÙ ÎÁÛÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ F - ÐÕÞËÏŒ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ÎÁÛÌÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ [∗; ff)-ÐÕÔÅÊ Œ i-ÏÍ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ F -ÐÕÞËÅ ˝_{iF} . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÐÕÔÅÊ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÊ (Œ ÐÕÞËÅ ˝_{iF} ) ÐÕÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÜÔÏ ÐÒÅ- ÄÅÌØÎÏÅ ÍÁËÒÏÓÏÓÔÏÑÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÅÄÅÌØ- ÎÙÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÚÙ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓŒÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ff^−-ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ff-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ É ÎÁÊÔÉ ÚÏÎÕ ÎÅÐÏÄŒÉÖÎÏÓÔÉ F -ÐÕÞËÏŒ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff. äÏÂÁŒÉŒ ÎÏŒÙÅ ÓÒÅÚÙ, É ŒÙÞÉÓÌÉŒ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÓŒÑÚÅÊ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ É ÓÔÁ- ÒÙÍÉ ÓÒÅÚÁÍÉ É ÎÁËÏÐÌÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÎÏŒÙÍÉ ÓÒÅÚÁÍÉ, ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÔÏ ÓÏ- ÓÔÏÑÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÌÖÅÎ ÉÍÅÔØ ÎÁÛ ÁŒÔÏÍÁÔ Œ ÍÏÍÅÎÔ ff.

ïÃÅÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÁŒÔÏÍÁÔÁ. íÙ ÕÖÅ ÏÃÅ- ÎÉŒÁÌÉ ÞÉÓÌÏÍ 2^{2O(N)} ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ B. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÝÅ ÎÁÄÏ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁËÏÐÌÅÎÉÊ ÐÁÒ ÐÕÞËÏŒ. ëÏ-

ÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÐÕÞËÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{2N} (ÄÌÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ 2^N ÒÁÚÎÙÈ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{|F |} ÐÕÞËÏŒ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÄÏ ÈÒÁ- ÎÉÔØ ÏÄÎÏ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ −1 ÄÏ N, ÞÔÏ ÄÁÅÔ (N + 2)^{22N} . õÍÎÏÖÅÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ B ÎÁ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÐÏÒÑÄËÁ.

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] J.R. B-uchi. Weak second order arithmetic and ˛nite automata. Zeitschrift f-ur Math. Logik and Grundlagen Math., 6 (1960) 66{92.

[2] J.R. B-uchi. On a decision method in restricted second order arithmetics.

Im E. Nagel et al., editor, Proc. International Congres on Logic, Methodology amd Philosophy of Science., 1960, pp. 1{12, Standford Uni. Press, 1962.

[3] J.R. B-uchi. Decision methods in the theory of ordinals. Bulletin of AMS, September 1965, Vol. 71, No. 5, pp. 767{770.

[4] J.R. B-uchi. The monadic theory of !_1. In Decidable Theories II, Lecture Notes in Mathematics 328, pp. 1{128, Springer 1973.

[5] Y. Choueka. Theories of automata on !-tapes: A simpli˛ed approach.

Journal of Computer and Systems Sciences 8 (1974) 117{141.

[6] S. Eilenberg. Automata, languages, machines, volume A. Academic Press, 1974.

[7] R. McNaughton. Testing and generating in˛nite sequences by a ˛nite automaton. Information and Control 9:5 (1966) 521{530.

[8] D.E. Muller. In˛nite sequences and ˛nite automata. In Proc. 4th IEEE Symp. on Switching Circuits and Logical Design, pp. 3{16, 1963.

[9] M.O. Rabin. Decidability of second-order theories and special automata on in˛nite tress. Trans. AMS, 141 (1969) 1{35.

[10] M.O. Rabin. Automata on in˛nite objects and Church’s problem. Regional Conf. Se. Math., Providence, Rhode Island, 1972.

[11] M.O. Rabin, D. Scott. Finite automata and their decision problems.

IBM J. Research and Development 3 (1959), No. 2, 114{125. òÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ ÓÍ. ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË, ŒÙÐ. 4 (1962), 56{91.

[12] S. Safra. On the complexity of !-automata. In Proc. 29th IEEE Symp.

on Foundations of Computer Scienece, pp. 318{327, 1988.

[13] M.P. Sch-utzenberger. Sur les relations rationelles functionelles. In M. Nivat, editor, Automata, Languages and Programming, pp. 103{114. North Holland 1973.

[14] óÕÂÂÏÔÏŒÓËÁÑ

[15] â.á. ôÒÁÈÔÅÎÂÒÏÔ, ñ.í. âÁÒÚÄÉÎØ. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ (ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ É ÓÉÎÔÅÚ). í.: îÁÕËÁ. 1970. áÎÇÌ. ÐÅÒÅŒÏÄ: B.A. Trachtenbrot and Y.M. Barzdin. Finite automata (behaviour and synthesis). North Holland 1973.

[16] W. Thomas. A combinatorial approach to the theory of !-automata.

Information and Control 48 (1981) 261{283.