
М н о г о ч л е н ы

А. Кольцо многочленов
Определения. Многочленом называется выражение ...ч-апх £

где o î -  числа, называемые коэффициентами. Два многочлена считаются 
равными, если равны их коэффициенты. При записи обычно опускаются 
члены с нулевым коэффициентом и единичные коэффициенты, так что 
± ч- о* Х +  А-я*-записывается как А -»-ос2-, (или ±  -  слагаемые

часто переставляют). Степенью ненулевого многочлена Р  называют наи
большую из степеней его членов (с ненулевыми коэффициентами). Она 
обозначается Р ( decree, (англ) = степень }.

Определим операции сложения и умножения многочленов. Суммой 
многочленов (\0 + и € 0 + в , х +называется многочлен

с0+ с 1 х  + _ , где = a- + б * , а  произведением -  многочлен
cL0 Чг cLj X ■+ „ ,  где -4 01 n -J. ^4-

(складываются произведения коэффициентов при степенях, дающих в 
сумме 'И' ) .

1. Что можно сказать о ölx^(P+Q) и <k# (Р&) , если известно, 
что оЦ̂  Р и Q равны соответственно (I) 5 и 7 ; (2) 7 и 7?

2. Найти коэффициент при х 13 в многочлене
(4 + ос + сс5 + . .. )̂ (4 -  ос - 4  х 2 -  х 2 -к .. 4- ос192 )

3. Известно, что произведение двух многочленов равно 0 . Можно 
ли утвервдать, что один из них равен 0 ?

4 . Доказать, что если P*Q. -  P* R. , причем , то
Q. = R . (Указание. См. предыдущую задачу.)

5. Для каких многочленов Р найдется такой многочлен Q. , что
PQ, -  1  ?

6. Доказать, что коэффициент при ос* в  произведении
( а 0 -4-СЦХ+ ... *)С х  -к..4) (с0 + с1'х + _. ) равен сумме всех 

произведений вида • ё«.’ С.»* , для которых + т
7* Найти коэффициент при в £4 х  + х 2*... + эс.1*
8. Многочлены Р и Cl имеют целые коэффициенты. Все коэффици

енты их цроизведения PQ. делятся на 5. Доказать, что все коэффи
циенты Р делятся на 5 или все коэффициенты Q делятся на 5.

Строго говоря, определение многочлена не вполне ясно: будет ли, 
например, А4- уч- многочленом? Равен ли он многочлену 1 -4 ос + x z?
И вообще, что такое многочлен? Формальное определение таково: много
членом называется произвольная последовательность чисел а 0 , -
в которой конечное число ненулевых членов. Отказавшись от требования 
конечности, мы получаем оцределение Формального степенного ряда.
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Ряды можно складывать и умножать по тем же формулам, что и многочлены.
9. Верно ли, что если произведение двух рядов равно 0, то один 

из них равен 0 ?
10. Какие ряды имеют обратные? (Ряд Q  -  обратный для Р , 

если Р Gl -  1  . ) Найти обратный ряд для 1. + х .
11. Найти обратный ряд к ряду 1 -v 0-ос + .. 4 .£ к эе/%*...
12. Найти обратный ряд к ряду j_ + сс + x V z + oc' V' * 1 + ...
13. Определим производную р '  многочлена р -

формулой р  3 « s x 4 . . .  н-
Докажите правила дифференцирования : (Р + Q) = Р '■+ а 7, £с Р ) = с р ' (PQ) = ?Ъ +
+ Q ' Р.

Б. Значения
Значением многочлена Р = а 0+а>,эс+,.. на числе называ

ется число Р ( рО =  + . Таким образом, с каждым много
членом сопоставляется функция оС \—> PCot) , которую часто отождеств
ляют с исходным многочленом (и обозначают той же буквой). Это отож
дествление согласовано со сложением и умножением: (P+Q )(J)= P60+Q(«0 
и (PQ)(<*) = P(°O Q (-0. Число (А называется корнем многочлена , 
если Р («0 = 0 .

14. Придумать многочлен степени 4 , имеющий корни 1 ,2 ,3 ,4 .
15. Найти все корни многочлена эс3 -  бэс2" 6  .

(Указание. (э« .-0 (эс -2 />  ( о с - 3 )  = ?)
16. Существует ли многочлен степени I ,  у которого P(Ö) = I ,

PCX) = 2, Р(2) « 4 ?
17. Цусть Р  и Q  -  многочлены степеней т  и 'П . Доказать, 

что композиция соответствующих функций также соответствует некоторо
му многочлену: найдется такой многочлен Я , что R Р  СО. (*У) 
Какова степень многочлена Я ?

18. Найти сумму всех коэффициентов многочлена
01 + эс -  ж * ) -' 383 (-1+  2 к - 2 * 2 У * &\

19. Многочлен а е -+■ аА ос. -t sэс*1 имеет корни
Какие корни у многочленов (I)  ol0 _ a t x  а г х г-'... + •
(2) Л * +  7L+ ... + a ^ ^ x V . .  +  Л0 х ?  ?

20. (Цродолжение.) Написать многочлен, корнями которого были
бы числа l o t .  . . lo i  а (выразив его коэффициенты через а . ) .

^  ) )  *  4 9  9 ù  L21. Доказать, что все значения многочлена х  -  Х +  х  - ос + 1  
(при всех действительных X ) положительны.

22. Доказать, что если Р -  многочлен с целыми коэффициентами,
«• , в -  целые числа, то число РС$) -  Р(а) кратно & _  et .
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(Рациональные корни многочленов с целыми коэффициентами.)
23. Доказать, что если -  целый корень многочлена 

P = ^ x \ a t,H X/n'i...-vft0 с целыми коэффициентами, 
то oL -  делитель а 0 .

Эта задача позволяет найти все целые корни многочлена указанного 
вида, перебрав все делители . Как показывает следующая задача,
ес/>и СГЛРШИИ к о ъ акр и и, и гит  р а вен  * .при этом мы найдем не только все целые, но и все рациональные корни.

24* Доказать, что если о L- рациональный корень многочлена с 
целыми коэффициентами и старшим коэффициентом I ,  то ^  -  целое число 
Используя это, доказать иррациональность \ П  и

Отказываясь от требования "старший коэффициент равен I " ,  получа
ем такое обобщение (позволяющее найти все рациональные корни много
члена с целыми коэффициентами).

25. Доказать, что если 1p/fy -  несократимая дробь, являющаяся 
корнем многочлена л*чх / | г а 0с целыми коэффициентами, то <30 
делится на р , а  делится на cj, . Выведите отсюда утверждения 
двух предыдущих задач.

26. Найдите все рациональные корни многочленов 2 х г+ 2х+  1
и 6 х г -  7-х2 •+ 1  » используя предыдущую задачу. Vv27. Существует ли такой многочлен Р , что р(у\)=2 при всех 
натуральных tv ?

28. Существует ли такой многочлен Р с целыми коэффициентами 
степени не меньше I ,  что P(tv) -  простое число при всех натуральных

ЛГ ?
29. Существует ли такой многочлен Р , что = P fem x )

при всех х  ?
30. Рассмотрим все функции £  , которые сопоставляют с кандым

многочленом Р  некоторое число , причем -£ (р )+ £ (Gi)
и если Р ~  ао-  многочлен степени 0, то

-  а 0 . Докажите, что функция, сопоставляющая с каждым многочленом 
( I )  сумму всех его коэффициентов; (2) его свободный член;

(3) его значение PG O  в некоторой фиксированной точке <х -  таковы. 
Докажите, что ( I )  и (2) цредставляют собой частные случаи (3 ) .
Верно ли, что любая такая функция имеет вид Р*-*Р(о) для некоторого а

31. Какими должны быть коэффициенты а , -é , с  , чтобы много
член P t x V é a  + c. принимал целые значения во всех целых точках?

• Многочлен Ш*)=Р[эс-Н)-Р(х) называется "разностной производной" мно
гочлена Р  .

32. Как связаны степени Р и Q  ?
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33. Доказать, что для любого многочлена Q степени не выше 
уь найдется многочлен Р степени не выше и + 4  ("разностный

интеграл” ) , для которого Р (х -и )-р (х )  = Q(x) при всех х  .
34. С последовательностью 4 0) } <*Z) • - • .

проделали такую операцию: под каждыми двумя членами ar tx0 
последовательности написали их разность. Затем эту | . . . . . . .
операцию повторяют. Доказать, что если исходной была последователь
ность P (V ), PC'О , . . .  , где Р  -  некоторый многочлен, то через
несколько шагов получится последовательность из одних нулей. Верно 
ли обратное?

35. Существует ли многочлен с целыми коэффициентами, для кото
рого Р (? )= /Н,РСЮ-13  ?

В. Делимость и корни

Говорят, что многочлен Р  делится на многочлен Q (обо
значение Р • О ) ,  если существует такой многочлен R , что
Р = Q • R .

36. Делится ли Шэе* на х 3+ 1  ; (2 )х % 3 х  на 2 х  + 4> ?
37. Какие многочлены являются делителями многочленов (I)  d.

(2) О ; (3) 1  -+ ос ?
38. Доказать, что если P , Q , R , $ -  многочлены,

P a - R S  и P \ R , то S \ Q .
39. (Теорема о делении с остатком.) Цусть Д и В -  много

члены, В Ф О . Тогда существуют и единственны такие многочлены
Q  (частное) и R (остаток), что /\-B>Q + R и (dßj, 

или R. -  О ) .
40. Найти частное и остаток при делении х ^ -4  4.

на
41. Доказать, что если В • С  , то Д  и / \ + В  дают оди

наковые остатки при делении на С .
42. Делится ли х 10 — 1 на оо.х у ±  ?
43. (Теорема Везу.) Цусть Р -  многочлен, а  -  число. При 

делении Р на х  -  ссостаток равен Р  ( Л)  .
44. Доказать, что свойства Р | [ х - з . )  и Р(л )  = 0 равно

сильны.
45. Цри каких С многочлен эс +ос + с  делится на х - 1  ?
46. Если С Ц ; . . . ,  -  различные корни многочлена р  ,

то Р делится на £ос- а 4)  ( х -  ... ( о с -  а * /) .
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47. Доказать, что многочлен степени К  имеет не более 7L 
корней.

48. Доказать, что если многочлены Р и задают одну и
ту же функцию, то есть P ( x ) = Q ( x )  при всех , то Р и Q 
равны (то есть имеют равные коэффициенты). ^

49. (Формулы Виета.) Многочлен + С^эс +
имеет к  различных корней x t  ) . , . t . Выразить коэффици
енты Яо, öl , . . . ,  через корни.

50. Доказать, что для любого многочлена Р свойства
(I)  Р ( - /0 = Р ( ' О  = О и (2) Р  • 1 ) равносильны.

51. Доказать, что если P : Q , то (множество корней Р ) с  
с  (множество корней Q, ) .  Верно ли обратное?

52. Доказать, что если Р ( л) = 6 ( ( л) при бесконечно многих 
a  , то многочлены Р и Q равны.

53. Известно, что многочлен Р  дает при делении на х  -  1
остаток 3 , а  при делении на х  + 1 остаток 5. Оцределить
остаток при делении Р на x 2- i .

54. При каких р и \остаток от деления З х 3+рх%<р-+3
на х г + % равен х  + 1 ?

55. Цри каких ft и & многочлен х  '1  делится на
-  1 *?
56. Остатки при делении многочлена Р на (те.-a .) , (x~ß)

и ( o t - O  равны соответственно ft2" , , с2 ( a , $ , с
различные числа). Найти остаток при делении Р на (х-аУзс-ê 'H x -t) .

57. Доказать, что если г с и -ê + + о , л + 14+ 4с. + 8<1~0
1 a+  » 0

то a  = £ = c  =
58. Найти остаток от деления х  -  1 на (ое% t ) ( x z+ x - f i )
59. Решить уравнение х *  -ь 6осг + -  О

(Указание. Один из корней равен -  I . )
60. (Интерполяция.) Пусть -  различные числа,

^  -  произвольные числа. Доказать, что существует и
единствен многочлен Р , степень которого не выше - l  и 
Р ( х : ) =  при всех с = 1 , . . . ,  . (Другими словами, через
*1 точек плоскости, никакие две из которых не лежат на одной 

вертикали, проходит единственный график многочлена степени не 
выше п  -  4. .) (Указание. Единственность вытекает из того, что 
число корней многочлена не больше его степени. Для доказательства
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существования рассмотрите сначала случай, когда все у*  , 1фоме 
одного, равны 0 .)

61. Найдите многочлен степени не выше 3, для которого 
Р ( о ) - ± 1 р ( л )  = -  1 ,  p(z) = 1 , P C S )  = -  1

62. Многочлен Р таков, что РОс)-Р(-х) при всех х  . Дока
зать, что найдется такой многочлен & , что P(̂ .) = Q(xi) при всех х  .

63. Многочлен Р таков, что РО) = -  РО эО при всех х  . 
Доказать, что найдется такой многочлен Q , что Р(х) = tx Q tx 1) 
при всех х  .

64. Доказать тождество (гк-&)Сх-Ю + _
(с-л)(с-б) (в-Л) (в-с.)

65. Доказать, что если р  -  многочлен степени и РСх) 
целое при всех целых , то все коэффициенты многочлена u |  Р 
целые. Можно ли утверждать, что все коэффициенты Р  целые?

66. Обозначим через многочлен ' x t x - i . y . . ( х - и + О Л И
Доказать, что всякий многочлен степени *t однозначно представляет
ся в виде й - ъ Сх’1 + •>- + С^, +

67. (Цродолжение.) Доказать, что для любого многочлена Р 
свойства ( I )  p(W ) целое при всех целых ; (2) коэффициенты

... а с в представлении, рассмотренном в предыдущей задаче, 
целые, -  равносильны.

68. Доказать, что всякий многочлен степени 3 однозначно пред
ставляется в виде ( I )  CL ■+ 4 ( о с - л )  + ~f )3
(2) CL + в(ос~1) -h c (oc- i ) (oc  - £ )  4- U ( х - 0 ( х - г ) ( з с - 3 )

69. Число л  называется корнем многочлена Р кратности «  ,
если Р делится на (ос-<к)*  . (Таким образом, обычные корни -  
корни кратности I . )  Доказать, что свойства ( I )  -  корень много
члена j? кратности А  ; (2) Р ( а )  = p'(oi) = ... =. р (̂ ' °  (л) -  о
( Pli) -  б-ая производная многочлена Р ), -  равносильны.

Д. Делимость в кольце многочленов.

Напомним, что многочлен Р  делится на Q (запись Р \ Q ) , 
если существует такой многочлен R (частное), что P =

70. Что можно сказать о многочленах Р и Q , если Р • Q и
Q i Р ?

Многочлен S  называется наименьшим общим кратным (НОК) мно
гочленов Р и Q, если выполнены 2 условия:

( I )  S  -  их общее кратное, т . е .  SiP , ;
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(2) если S* -  любое общее кратное Р и Q  , то S '  
кратно S  ( S': Р>? s ’ l Q \ £ )•

71. Доказать, что многочлен 5  наименьшей степени, кратный 
Ри Q , является их наименьшим общим кратным. (Указание.

Пусть £ '  -  любоее общее кратное. Разделите на с остатком.)
72. Доказать, что любые два наименьших общих ратны х данных 

многочленов отличаются на ненулевой постоянный множитель.
Две предыдущие задачи показывают, что наименьшее общее кратное 

всегда существует (что из определения сразу не вытекает) и почти 
единственно (если пренебречь постоянным множителем). Следующие 
задачи утверждают то же самое про наибольший общий делитель.

Многочлен S  называется наибольшим общим делителем (НОД) мно
гочленов Р и О , если выполнены 2 условия:

(1) £  является их общим делителем, то есть , Q :
(2) если $ '  -  их общий делитель, то -  делитель S  •

? I S ' , d  î S* *  S : S'
Заметим, что из определения не следует, что такой многочлен 5  
существует. Мы докажем это впоследствии (и даже несколькими способа
ми) .

73. Найти многочлен, являющийся наибольшим общим делителем 
многочленов р  и 0 (нуль).

74. Пусть Р дает цри делении на Q остаток R . Доказать, 
что многочлен £ является наибольшим общим делителем р  и Q  
тогда и только тогда, когда он является наибольшим общим делите
лем многочленов Q  и R .

Таким образом, если мы желаем доказать существование или 
найти наибольший общий делитель многочленов Р и Q  , можно 
заменить Р его остатком при делении на 0> . Такую замену 
(переход от пары P , Q  с ^  Р £ < ^ 0 .  и С(ФО к паре Q  , 
(остаток от деления Р на Q) ) мы будем называть "преобразова
нием Евклида".

75. Цусть P , Q -  произвольные многочлены, o / e ^ P ^ c ^ Q .  
Будем применять к ним преобразование Евклида, пока это возможно.
Чем закончится этот процесс? Как найти после этого НОД ( P  , )?

Этот способ отыскания наибольшего общего делителя называется 
алгоритмом Евклида. Из этой задачи, в частности, следует, что 
наибольший общий делитель всегда существует.

76. Найти НОД многочленов ( I )  х +  и асг ч -1  ; (2) -4  и
х 9 — ± ;(3) K * ' - » - 5 х г+ ^ х  + 2 и -  ± .
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77. Цусть # 4  и R zявляются наибольшими общими делителями 
многочленов Р и ф  . Как связаны они между собой?

78. (Другое доказательство существования НОД.) Цусть -  
наименьшее общее р атн о е  многочленов Р и . Доказать, что 
P Q  : 5  и частное R  от деления PQ  на $  является наиболь

шим общим делителем многочленов Р и Q. . (Это рассуждение не 
дает, однако, способа отыскания НОД, т . к .  требует знания наимень
шего общего кратного.)

79. Пусть £  и 'Г* -  НОК и НОД многочленов и Q . До
казать, что S T  , где ф. -  ненулевое число.

Цудем говорить, что многочлен Æ выразим через многочлены
Р и Q  , если найдутся такие многочлены А и /3 , что

£ =  АРч- 8Q .
80. Выразимы ли многочлены: ( I )  х-ъ1 через х  и х 2' ;

(2) 1 через х  и х + 1  ?
81. Какие многочлены выразимы через (I)  эс + £  и х  ;

(2) и x z + x ?
82. Цусть Р и Q -  произвольные многочлены. Доказать, что 

сумма и разность многочленов, выразимых через Р и Q , выразимы 
через Р и Q . Доказать, что произведение произвольного много
члена и многочлена, выразимого через Р и Q , выразимо через

Р  и Q .
83. Цусть Р и Q -  произвольные многочлены. Доказать, что 

через Р и Р -  Q выразимы те же самые многочлены, что и через
Р  и Q  .

84. Доказать, что, применяя преобразование Евклида к паре мно
гочленов, мы не меняем множество выразимых через них многочленов: 
если при делении Р на СХполучается остаток R  , то через Q  
и Я выразимы те же многочлены, что и через Р и .

85. Цусть Р и Q  -  произвольные многочлены. Доказать, 
что через них выразимы те и только те многочлены, которые делятся 
на НОД ( P , Q ) .  (Указание. См. предыдущую задачу.)

86. Выразить ( I )  х  + 1 через + 1  и эо3 -*-1 •
(2) ±  через ( х - Х ) ( х - 3 )  и х ( э с - 0 .

Следующие задачи содержат еще одно доказательство существо
вания НОД любых двух многочленов.

Множество J  многочленов называется идеалом, если оно обла
дает такими свойствами:

(1) А , В é 1 ** A + ß, А - ß £ 1
(2) А  € I  , ß  -  любой многочлен AB £  I
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87. Цудут ли идеалами: ( I )  множество всех многочленов с 
нулевым свободным членом; (2) множество всех ненулевых многочле
нов: (3) множество всех кратных данного многочлена р  ; (4) мно
жество всех многочленов, выразимых через данные многочлены Р  и

Q ; (5) множество всех многочленов, для которых Р(/0 = О ;
(6) множество всех многочленов, для которых РОО = Р(2)=0; (7) мно
жество всех многочленов, для которых PCi)+PCi) = 0 ; (8) множество 
всех многочленов с рациональными коэффициентами?

88. Цусть I  -  произвольный идеал, Р  -  многочлен наименьшей 
степени, содержащийся в I  . Доказать, что идеал X состоит из 
всех кратных многочлена р  и только из них. (Указание. Использо
вать теорему о делении с остатком.)

Идеал, состоящий из всех кратных многочлена Р , называется 
главным идеалом с образующей Р . Таким образом, утверждение пре
дыдущей задачи может быть сформулировано так: в кольце многочленов 
(с действительными коэффициентами) всякий идеал является главным.

89. Многочлены Р  и Q являются образующими одного и того 
же идеала I  . Как они связаны?

90. Найти образующие идеалов ( I )  многочленов с нулевым сво
бодным членом; (2) многочленов Р , для которых Р ( 1 ) = о  î (3) 
многочленов Р , для которых PC'1) = PC'2-) = 0 .

91. Цусть X -  идеал всех многочленов, выразимых через Р  и 
Q  ; D  -  его образующая. Доказать, что X) есть наибольший

общий делитель Р и Q . (Из этой задачи следует, помимо суще
ствования наибольшего общего делителя, также и описание выразимых 
через Р и Q  многочленов, см. задачу 85.)

92. Цусть I  и 7 -  идеалы. Доказать, что I  0  Т  и
I  +  J  -  J J— идеалы. Как связаны их образующие с

образующими идеалов I  и J  ?
Многочлены Р и Q называются взаимно простыми, если они 

не имеют общих делителей, кроме констант ( т . е .  если I  = Н0Д( P , Q ) ) .
93. Доказать, что свойства ( I )  Р  и Q  взаимно просты;

(2) существуют такие многочлены X и V  , что X Р  У(Ц =  4 , -  
равносильны.

94. (Продолжение.) Доказать, что если Р  и Q, взаимно просты,
то найдутся такие X и У , что ХР + Х<сЦ&,Л^У<<^Р.

95. (Основная лемма о взаимной простоте.) Если А В делится на 
£  , а А взаимно просто с С, то ß  делится на С  .

(Указание. Если Х А + У С = 1  , то & -  В(Х А^УС ) . )
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Многочлен Р , не являющийся константой, называется простым, 
или неприводимым, если в любом его разложении на 2 множителя один • 
из них -  константа: если P = Q R  , то Q или R. -  константа.

96. Доказать, что если Р неприводим, a Q  -  любой много
член, не делящийся на Р , то Q взаимно прост с Р .

97. Доказать, что епяи произведение двух многочленов делится 
на неприводимый многочлен Р , то один из них делится на Р .

98. (Продолжение.) Доказать то же самое для произведения 
произвольного числа многочленов.

99. Доказать, что всякий многочлен, отличный от константы, 
можно разложить в произведение неприводимых.

100. Доказать, что разложение на неприводимые множители един
ственно: если А — 9л \ . т • Ryv —
то т  и после подходящей перенумерации можно получить

Pi  -  с.» , где Ci -  константы.
101. Для каких многочленов Р  равенство X P (x -/i)= POO 

справедливо при всех X ?
102. Известно, что (х~1)(Х%рх+<р=(х-Ь)(Х^£Х+<0 г (Х’ 59(х-+£х-ии) 

при всех х  . Найти I, w .

Д. Основная теорема алгебры и ее следствия.

До сих пор мы неявно предполагали, что коэффициентами много
членов являются действительные числа. Однако все налги рассуждения 
остаются в силе и для многочленов с комплексными коэффициентами. 
Комплексный случай даже проще вещественного, так как имеет место

Основная теорема алгебры. Всякий многочлен с комплексными 
коэффициентами имеет хотя бы один (комплексный) корень.

Доказательство этой теоремы использует сведения из курса 
анализа и будет дано впоследствии.

ЮЗ. Доказать, что всякий многочлен Р с комплексными коэф
фициентами разлагается на линейные множители, т . е .  представим в 
виде , где % -  степень Р ,
OLji , . . . ,  ССпи & -  комплексные числа.

104. Доказать, что если 2. -  (комплексный) корень многочлена 
с действительными коэффициентами, то "z -  также его корень.

105. Как изменятся корни многочлена с комплексными коэффици
ентами и его разложение на линейные множители (задача ЮЗ), если у, 
все коэффициенты многочлена заменить на комплексно-сопряженные?
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106. Доказать, что в разложении на линейные множители (зада
ча ЮЗ) многочлена.с действительными коэффициентами все множители 
{ U) о можно разбить на пары
комплексно сопряженных.

107. Доказать, что всякий многочлен с действительными коэффи
циентами разлагается в произведение линейных и квадратных множите
лей с действительными коэффициентами, т . е .  представим в виде

с СХ-«0... (х-а*Кх%- ... (х2+р*х-|-
Обратите внимание, что в условии этой задачи нет ни слова о 

комплексных числах -  они появляются только в её решении !
108. Доказать, что всякий многочлен нечетной степени с дейст

вительными коэффициентами имеет действительный корень.
109. Найти многочлен с действительными коэффициентами наимень

шей степени, для которого А + i  , и 3 -  корни.
НО. Разложить на линейные множители (с комплексными коэффи

циентами) многочлены ос2-«-1; ; 1.
111. Пусть Р -  многочлен с комплексными коэффициентами,
.. v  х 4 -  его корни, . ,  -  их максимальные

кратности. Доказать, что Р =  а ( э с -х * )* 1 ... 
где -  старший коэффициент многочлена Р .

112. Доказать, что многочлен степени и, имеет К  (комплексных) 
корней, если каждый корень учитывать столько раз, какова его крат
ность.

И З . Доказать, что для любых двух многочленов Р и Q. свой
ства ( I )  P 1 Q. и (2) всякое комплексное число 2  , являющееся
корнем Q кратности к  , является корнем Р кратности к  , -  
равносильны. (Напомним, что согласно нашему определению всякий 
корень кратности 1 является корнем кратности L цри I < & \)

114. Доказать, что если многочлен с действительными коэффици
ентами принимает во всех действийгьных точках неотрицательные зна
чения, то его можно представить в виде Р = + ... +■
где -  многочлены с действительными коэффициентами.

115. Пусть Р  -  произвольный многочлен степени с комп
лексными коэффициентами. Доказать, что задаваемая им функция
Р  : (С—‘► С. является наложением.

116. (Продолжение.) Доказать, что при этом отображении каждая 
точка С , за исключением конечного числа точек, имеет ровно 
прообразов.

117. Доказать, что в задаче 114 можно положить .
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Е. Различные множества коэффициентов 
*

Все рассмотренные в пп. А -  Г свойства многочленов справедливы 
для многочленов с коэффициентами в любом поле (полем называется 
множество с операциями сложения, умножения, взятия обратного и 
противоположного, 0 и I ,  удовлетворяющим обычным аксиомам). В 
частности, все эти свойства справедливы для многочленов с рацио
нальными, действительными и комплексными коэффициентами.

Однако если мы рассматриваем многочлены с целыми коэффициента
ми, то ситуация меняется ( т .к .  Ж не поле: нет взятия обратного).

118. Привести примеры, показывающие, что теорема о делении с 
остатком и теорема о главных идеалах не выполняются для многочле
нов с целыми коэффициентами.

К многочленам с целыми коэффициентами мы еще вернемся; рассмот
рим теперь, что меняется при переходе от одного поля к другому 
(от С? к R  и от IR к (L ) .  Соответствующие множества много
членов обозначаются (R [ x j  f (R М  и С Ы

119. Доказать, что свойство делимости не меняется при расшире
нии поля: если P, G* £ ( D M ,  то г  : в равносильно Pi Q
в fô . (Аналогично для fR[Xl и С М  .)

120. Доказать, что наибольший общий делитель не меняется при
расширении поля: если Р ; ф € (№ ] и £  -  их наибольший общий
делитель, то он останется их наибольшим общим делителем в IR Ех ] .

121. Какие многочлены являются неприводимыми (I)  в С  О ]  ;
(2) в [ R M  ?

122. §удут ли неприводимыми в Ф М  многочлены (I )  ;
(2) х 2 ~1  > (3) ос2- 2(4) ( 5 ) ^ ? - 2 . ;
(6 )ЭСг + ' Х + ± ^  (7) x z+ ос + •/; (8) Л  1; (9)^"-2- ?

123. Разложить многочлены предыдущей задачи на неприводимые 
множители в С/Х? , IR/X? , ОС* J•

Как.видно из приведенных цримеров, неприводимость (= цростота), 
в отличие от взаимной простоты, существенно зависит от поля коэф
фициентов.

124. При каких ^  многочлен х*1 +ocz + ос + ±
неприводим в ( Q M  ?

Наиболее прост, как всегда, комплексный случай.
125. Доказать, что многочлены P, Q, С С Lx] не взаимно просты 

тогда и только тогда, когда они имеют общий корень, т . е .  существует 
такое Н  €  , что Р (Х  = Q U ) -  0.
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126. Пусть R,r ..; P^éÆ&J. Доказать, что следующие свойства 
равносильны:

(1) существуют такие многочлены Q±; ..v Q* é  Г О , что 
P iQ ,  + P^Q/iv « 1 ;

(2) не существует такого 2£<Г , что ?м { г ) ~ 0
127. Доказать, что если многочлен Pé(Q[xJ имеет кратный ко

рень в С  , то он цриводим в Û  [ О  ( т . е .  разлагается на мно
жители с рациональными коэффициентами).

Изучим теперь подробнее Ц [ О  (кольцо многочленов с целыми 
коэффициентами)

128. Доказать, что если а  -  целый корень многочлена P
то Р = ( х - а ) . Q , где Gt -  многочлен с целыми коэффициентами 
(теорема Везу для Z  Ы  ; напомним, что теорема о делении с ос
татком, вообще говоря, неверна в И  Г О  !)

129. Доказать, что если P.Q £%[%таковы, что Р(х) = Q ( x + i )  
при всех ос , то они одновременно приводимы или неприводимы в Z  0е-].

Назовем содержанием многочлена с целыми коэффициентами наиболь
ший общий делитель его коэффициентов.

130. (Лемма Гаусса.) Доказать, что произведение двух многочле
нов с содержанием I  есть многочлен с содержанием I .  (Указание. Ес
ли все коэффициенты произведения PQ  делятся на некоторое простое 
число f> , а для сомножителей это не так, то произведение двух 
"ненулевых по модулю f> " многочленов Р и -  "нулевой по 
модулю у  многочлен".)

131. Доказать, что содержание произведения многочленов равно 
произведению их содержаний.

132. Доказать, что если многочлен Рб 1[х] разлагается на мно
жители с рациональными коэффициентами: S € ( D M »  то он
разлагается и на множители с целыми коэффициентами p=R.^ $ д , при
чем Rjи S 1 отличаются от & и $ лишь рациональным множителем.

Таким образом, если многочлен р€ неприводим в ф И ,  то 
он неприводим и в  Z  Ы  •

133. Вывести из предыдущей задачи утверждение о рациональных
корнях многочлена с целыми коэффициентами (если -  несо1ф ати- 
мая дробь, являющаяся корнем Р* а*ос*1-к .. + ь 0 , то , ; ^ ) .

134. Придумать алгоритм, позволяющий по любому многочлену с 
целыми коэффициентами определить, будет ли он неприводим в [х] 
и ® [ х ] .  (Указание. ( I )  Если Р ! О, , то Р(&):6Ц<i) при любом я ;
(2) Многочлен степени % определяется своими значениями в 4-1 
точке.) i
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135. Доказать, что любой многочлен с целыми коэффициентами, 
отличный от I  и -  Г, однозначно разлагается на неприводимые в 
1 м  множители. (Указание. Воспользуйтесь установленной связью 

между разложениями в # [х ]  и £) 1*1 , а также однозначностью 
разложения в (Й [ * ] . )

136. Доказать, что в И[ос]  существуют НОД и НОК любой пары 
многочленов. (Напомним, что НОД -  это общий делитель, делящийся
на любой общий делитель, а  НОК -  общее кратное, делящее любое общее 
кратное.)



Разные задачи о многочленах

1 . (Формула Тейлора) Доказать, что если Р -  многочлен,
то Р(Л  +  £ )  =  Р( а)  + P 'f« )  £  +  р " ( а ) $ г/ 2  ! ... -► !
(правая часть продолжается до тех пор, пока слагаемые не обраща
ются в н удь).

2 . Доказать, что если многочлен P ^ ÎR  М  степени имеет 
Kt (различных) вещественных корней, 'то многочлен Р ' имеет
к ~  1  (различных) вещественных корней. Остается ли это утверждение 

верным, если разрешить корням совпадать и учитывать кратности?
3 . Доказать, что многочлен i  +  х +  x.z/z [  +  x 7 « !

не имеет кратных корней
4 . Пусть р  -  многочлен с комплексными коэффициентами и

старшим коэффициентом I .  Доказать, что найдется точка тье С  
с I z l  -  1 ,  для которой I РСг) t >  1 .

5i Дан пятиугольник А В О Е  и окружность радиуса 1  . 
Доказать, что на окружности найдется точка ; М ,  для которой 

\ma  ! • Iм  в / . I м с )  • 1 Mj>| • >  • .
6. Доказать, что Комплексные корни многочлена Р  лежат.

в выпуклой оболочке корней многочлена ' Р  . (Это значит,- что ес
ли вбить в комплексную плоскость гвозди  в корнях Р  : и натянуть 
на них резиЕвуу то корни Р 1 окажутся внутри.)

7 . ( Оценка корней многочлена через коэффициенты. ) Доказать,
что любой корень многочлена х *  -vа * , * . х *  -+ -+ со
старшим коэффициентом I  не превосходит ( Ч ,

8 . Доказать, что для любого р  найдется многочлен степени. 
р  с цатами коэффициентами и старшим коэффициентом I  , все

значения которого в целых точках делятся на f> .
9 . (Продолжение.) Доказать, что для простого я  не существу

ет многочлена меньшей степени со свойством, указанным в предыдущей 
задаче.

Комплексное число называется алгебраическим, если оно явля
ется корнем некоторого многочлена с рациональными коэффициентами. 
Все остальные числа называются трансцендентными. .

10 . Доказать, что существуют трансцендентные числа.
11 . Ec-j: иррациональное число ы. таково, что при любом 

f t  неравенство Id  -  р /?  | ^ б. /^ Л  имеет бесконечное число
целочисленных решений, то трансцендентно (теорема Лиувилля).

12 . Д оказать, что число = 0 ,1 1 0 0 0 1 0 0 ... (единицы.стоят 
на I ,  2 , 6 ( = 3 ! ) ,  24 ( = 4 ! ) , . . .  местах после запятой) трансцендент- 
но.

13 . Д оказать,что если oü+o -  алгебраическое, то и z / u  -  
алгебраическое число.
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14. Доказать, что если ^  и ß -  алгебраические числа, 
то ^  + ß и р -» алгебраические.

15 . Доказать, что комплексное число z  является алгебра
ическим тогда и только тогда, когда и Im t  являются
алгебраическими.

16. Цгсть oi -  алгебраическое число. Рассмотрим все много
члены ?<■:Q Ы ,  для которых РС«0 -  0 . Г^сть Р0 -  многочлен на
именьшей степени среди них. Доказать, что любой многочлен Pc © Ы  
для которого р и ) '0 ,  делится на 90 . (Указание. Множество таких

Р -  идеал. ) Многочлен Р 0 называется минимальным многочле
ном алгебраического числа ©£...

Гаття1 * ■ г—— р—-
17. Найти минимальный многочлен чисел V2. , v ?_ ,V2. -* ’  ̂ .
18 . Пусть 4 ; IR£xi--*^W таково, что Q ) =-£(?}

£ ( р>  £(С0 и ( с  -  константа; = многочлен ну
левой степени). Такие f  называют автоморфизмами кольца ( R î >-]. 
Описать все автоморфизмы • (Rixj . Какие из'них являются взаимно 
однозначными?

19. Доказать, что если значения многочлена, г  степени ^
в п  + 1  идущих подряд целых точках -  целйе. то его значения во
всех целых точках -  целые.

20. Многочлен Р с комплексными коэффициентами таков, 
что Р(х)  действительно при действительных ос . Доказать, что 
его коэффициенты действительны. Что можно сказать о коэффициен
тах Р , если P U x ' î é I R  при. всех действительных эс ?

2 1 . (Критерий Зйзенштейна.) Доказать, что если многочлен 
x n + û,.-J. эсп " !--ь + ц 0 с целыми коэффициентами таков, что

все коэффициенты (кроме старшего, равного I) делятся на нэкото- 
рое простое у  , причем 40 не делится на р 2 , то он непри
водим в Ж Lx] . (Указание. "По модулю " -  т . е .  пренебрегая 
кратными ' f  членами -  этот многочлен есть , поэтому его  
сомножители должны быть степенями (по модулю р  ) ,  а .т о г д а  

сх0 делится на р г . )
. 2 2 . Доказать, что многочлен Q  -  2 L r l  ” i

неприводим ь 2  ОД тогда и только тогда, когда f> цростое. 
(Указание. Рассмотреть многочлен Q p c + i )  и воспользоваться  
критерием Эйзенштейна.)

2 3 . Доказать, что вели значение многочлена Р е [х] в 
трех целых точках^ равно I ,  то он не имеет целых корней.

2 4 . Определить кольцо IR fr ,# ]  "многочленов от двух пере
менных? и доказать однозначность разложения на неприводимые в нем.



Разные задачи о многочленах, стр. 3

(Краткое указание. Многочлены с двумя переменными можно рассмат
ривать как многочлены с одной переменной, коэффициенты которых -  
многочлены от другой переменной; далее поступать аналогично 
случаю Ц  0x3• )

2 5 . Доказать, что многочлен + ...
имеет не более одного вещественного корня.

26 . (Теорема Д екарта.) Назовем числом перемен знака в
последовательности действительных чисел >
число пар соседних членов разных знаков (если в последовательно
сти есть нули, выкинем их и подсчитаем число пар после э т о г о ) . 
Д оказать,что число положительных корней (с  учетом кратности) 
многочлена с действительными коэффициентами равно числу перемен 
знаков в последовательности его  коэффициентов или меньше его на 
(положительное) четное число.

2 7 . (Продолжение.) Доказать, что если все корни многочлена 
действительны, то в предыдущей задаче имеет место равенство.

2 8 . Цуоть De Ly • • ; х-п -  корни степени -п из единицы. 
Найти многочлен степени <n -i, равный i  в одном из этих кор
ней и 0 в остальных. Установить, что модули в сех  его  коэффици
ентов равны. 3-/1^ .

29 .  В-единичную окружность на комплексной плоскости впи
сан правильный ft -угольник. Доказать, что если Р
-  многочлэн степени ' #  - 1  , один из коэффициентов которого по 
модулю не меньше I ,  то I Р (ъ У \^ £  хотя бы для одной точки Ъ , 
являющейся вершиной п  -угольника. (Ср. задачу 4)

3 0 . Многочлен Рк , для которого Р*(слх) - г м и у ,  называ
ется  Уь -ым многочленом Чебышёва. Доказать, что такой многочлен 
сущ ествует, единствен, имеет вещественные коэффициенты и степень

«I
3 1 . (Продолжение.) Найти корни многочленов Чебышёва и их 

старшие коэффициенты. (Указание. Ответ ’’старший коэффициент 
равен I  " неверен.)

32 . (Продолжение.) Найти число решений уравнений Р* -  1
и ?п -  -  на отрезке f - l ,  -i] ( Рк -  ^--ый многочлен Че
бышёва) .

33. (Продолжение.) Доказать, что если многочлен Р с 
действительными коэффициентами таков, что при М б ! , ,
то уравнение РО) = Рп 0 0  имеет не меньше «г решений ( Р и -  

К/ -ый многочлен Чебышёва). (Указание. Ом. задачу 3 2 . )
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3 4 . Доказать, что воли Р -  многочлен степени At с дей
ствительными коэффициентами и со старшим коэффициентом ,
то I РС>0| £ i / 2 h' 1 хотя бы для одного océL'-i,*]. Эту оценку нельзя 
улучшить.

3 5 . Даны Vi точек A 1... A hf и отрезок длины .1 . Доказать, 
что на отрезке найдется точка М , для которой

i M A < h  i M A j z
3 6 .  Доказать, что многочлен ( х  ( х ~<*п) -  1

где а*., > а*. -  различные целые числа, неприводим в .
Комплексное число называется целым алгебраическим числом, 

если оно есть корень многочлена с целыми коэффициентами и стар
шим коэффициентом I .

37 . Какие существуют целые алгебраические числа среда ра
циональных? 1$гдет ли число f z  / 1  целым алгебраическим?

3 3 . Доказать, что су ш а  и произведение целых алгебраических 
чисел -  целое алгебраиское число.

3 9 . Доказать, что число \fz VT. + \ЛГ иррационально.
40 . Функция 4  : (R * ÏRÏR, сопоставляющая с каждой па

рой действительных чисел < > , £ >  число . ^ С х ^ У ,  такова, что при 
каждом г* функция #»—» 4 /̂̂совпадает с некоторым, много
членом, а при,каждом ^  функция з с •—* J r ( совпадает
о некоторым многочленом. Доказать, что 4  можно представить 
как сумглц слагаемых вида с к г  . • (Указание. Множество
действительных чисел несчетн о.)

4 1 . Даны произвольные комплексные числа сх0 .
(среди которых, возможно, есть совпадающие) и произвольные 
комплексные числа h 0t , z «  . Доказать, что сущ ествует 
единственный многочлен Р степени не выше и для которого

P( ®o) «Et , Р'ЛО=гг, , Р‘"Уа.)=2л

Заказ 1 0 1 -8 4 . Тира» 5 0 . ИЛИ АН СССР


