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ðÒÅÄÉÓÌÏ×ÉÅ

÷ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÓÏÂÒÁÎÙ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ �Ï ËÕÒÓÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ×

ÏÄÎÏÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÓËÏ×ÓËÏÊ ðÑÔØÄÅÓÑÔ ÓÅÄØÍÏÊ ÛËÏÌÙ (×Ù-

�ÕÓË 2000 ÇÏÄÁ, ËÌÁÓÓ �÷�). �ÒÁÄÉ�ÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ×

ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ËÕÒÓ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï-Ó×ÏÅÍÕ: ÎÅ ÔÏÌØ-

ËÏ ÎÁÂÏÒ ÚÁÄÁÞ, ÎÏ É Ó�ÉÓÏË ÔÅÍ × ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ

ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ. ðÏÄÂÏÒËÉ ÚÁÄÁÞ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÏ ÒÁÚ �ÕÂÌÉËÏ×ÁÌÉÓØ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄ É [2℄). îÅÄÁ×ÎÏ ×Ù-

ÛÅÄÛÁÑ ËÎÉÖËÁ [3℄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ ËÕÒÓÁ ÄÌÑ

ËÌÁÓÓÁ 1993 ÇÏÄÁ ×Ù�ÕÓËÁ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÔÉ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ

ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ËÌÁÓÓÁÍ Ó Ä×ÕÈÌÅÔÎÉÍ ÉÌÉ ÔÒ£ÈÌÅÔÎÉÍ ÓÒÏËÏÍ

ÏÂÕÞÅÎÉÑ (× ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÕÒÓ ÒÁÓÓÞÉÔÁÎ ÎÁ 4 ÇÏÄÁ).

ðÒÅ�ÏÄÁ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ × ËÌÁÓÓÅ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁ-

ÓÔÉ: ÁÌÇÅÂÒÁ (2 ÞÁÓÁ × ÎÅÄÅÌÀ), ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ (2 ÞÁÓÁ) É ÚÁÎÑÔÉÑ

�Ï ÚÁÄÁÞÁÍ (4 ÞÁÓÁ), ËÏÔÏÒÙÅ �Ï ÔÒÁÄÉ�ÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÌÉÓØ �ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÉÚÏÍ�, ÈÏÔÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÌÅÔ ÚÁÄÁÞ

�Ï ÁÎÁÌÉÚÕ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÂÙÌÏ.

úÁÎÑÔÉÑ �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ×£Ì òÁÆÁÉÌ ëÁÌÍÁÎÏ×ÉÞ

çÏÒÄÉÎ. îÁ ÜÔÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÒÅÍÅÎÉ ÏÔ×Ï-

ÄÉÌÁÓØ ÎÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞ É ÉÈ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ × ËÌÁÓÓÅ. úÁÎÑÔÉÑ

�Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ ÓÏÓÔÏÑÌÉ × ×ÙÄÁÞÅ ÚÁÄÁÎÉÊ É ÉÎ-

ÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÊ �ÒÏ×ÅÒËÅ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÍÙÈ ÛËÏÌØÎÉ-

ËÁÍÉ; ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÌÁÓØ ÂÏÌØÛÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ (ÓÍ.

ÇÌÁ×Õ �õÞÅÎÉËÉ É ÕÞÉÔÅÌÑ�).

÷ ÔÅÞÅÎÉÅ ÇÏÄÁ �ÅÒÅÄ ÎÁÂÏÒÏÍ ËÌÁÓÓÁ ÍÙ ×ÅÌÉ ÚÁÎÑÔÉÑ ×

÷ÅÞÅÒÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÅ; ÍÎÏÇÉÅ (ÈÏÔÑ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ×ÓÅ)

ÛËÏÌØÎÉËÉ ÂÕÄÕÝÅÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÂÙ×ÁÌÉ ÎÁ ÜÔÉÈ ÚÁÎÑÔÉÑÈ. úÁÄÁÞÉ

÷ÅÞÅÒÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ (É ×ÓÔÕ�ÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÏÂÅÓÅÄÏ-

×ÁÎÉÊ) ÔÁËÖÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ × ËÎÉÇÅ.

óËÁÖÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏ× Ï ÔÏÍ, × Þ£Í (ËÁË ÎÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ)

×ÙÂÒÁÎÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÔÓÔÕ�ÁÀÔ ÏÔ ÔÒÁÄÉ�ÉÊ.

ðÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ, × ÎÉÈ ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÄÏÌÑ ÚÁÄÁÞ �Ï ÍÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÁÎÁÌÉÚÕ | Ä×Á �ÅÒ×ÙÈ ÇÏÄÁ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞ �ÒÁË-

ÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÂÙÌÏ.

íÙ ÄÏ×ÏÌØÎÏ Ó�ÏËÏÊÎÏ ÏÔÎÏÓÉÌÉÓØ Ë ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑÍ ÌÏÇÉÞÅ-
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ÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ (�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÕÒÏ×ÅÎØ ÔÁËÉÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÄÏÌ-

ÖÅÎ �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ ÒÁÓÔÉ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ). ëÁË É ÉÎÏ-

ÓÔÒÁÎÎÙÊ ÑÚÙË, ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ: ÌÉÂÏ

ÎÁÞÉÎÁÔØ Ó ÇÒÁÍÍÁÔÉËÉ, ÌÉÂÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ËÁË �ÒÉÄ£Ô-

ÓÑ Ï Þ£Í-ÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÍ, �ÏÓÔÅ�ÅÎÎÏ �ÒÉ×ÙËÁÑ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ÒÁ-

×ÉÌØÎÏ. ÷ ÜÔÏÊ ÛËÁÌÅ ÎÁÛÉ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÍÅÝÅÎÙ × ÓÔÏ-

ÒÏÎÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ (�Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÍÉ ÄÌÑ

ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×). íÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ Ó×ÅÓÔÉ Ë ÍÉÎÉÍÕÍÕ

ÞÉÓÌÏ �ÏÎÑÔÉÊ, ÏÔËÌÁÄÙ×ÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ

ÏÎÉ ÎÁ�ÒÁÛÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÁÍÉ ÓÏÂÏÊ, É ÉÚÂÅÇÁÑ ÚÁÄÁÞ ÎÁ �ÏÎÉ-

ÍÁÎÉÅ É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ÔÉ�Á �Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÇÒÕ��ÏÊ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ?�).

éÚÌÁÇÁÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÁÔÅÒÉÁÌ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ËÁ-

ËÕÀ-ÌÉÂÏ ÔÅÏÒÅÍÕ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞ | ÒÅÛÁÑ ÜÔÉ

ÚÁÄÁÞÉ, ÛËÏÌØÎÉË �ÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÅÔ Ó ËÁÍÅÛËÁ ÎÁ ËÁÍÅÛÅË É ×

ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÄÏÈÏÄÉÔ ÄÏ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ. íÙ ÓÔÁÒÁ-

ÌÉÓØ �ÏÌÏÖÉÔØ ÜÔÉÈ ËÁÍÅÛËÏ× �Ó ÚÁ�ÁÓÏÍ�, ÞÔÏÂÙ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ

Ä×ÉÇÁÔØÓÑ × ÎÕÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ, ÎÅ ÂÏÑÓØ ÏÓÔÕ�ÉÔØÓÑ.

íÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÉÚÂÅÇÁÌÉ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÊ, ÎÏ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ×ÏÚ-

×ÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ Ó �Å-

ÒÅÒÙ×ÁÍÉ, ÓÌÅÄÕÑ ÍÕÄÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÒÕ óÏ×Ù ÉÚ ËÎÉÖËÉ Ï ÷ÉÎÎÉ

ðÕÈÅ É �ÏÌØÚÕÑÓØ ËÁÖÄÙÍ ÕÄÏÂÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ×ÎÏ×Ø ×ÅÒÎÕÔØÓÑ

Ë ×ÅÝÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ �Ó�ÏËÏÊÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ Ä×Á ÒÁÚÁ, ÎÅ

Ï�ÁÓÁÑÓØ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÊÍ£Ô, Ï Þ£Í ×Ù ÇÏ×ÏÒÉÔÅ�.

íÙ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÎÅ ÔÏÒÏ�ÉÔØÓÑ | × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ×Ï�ÒÏÓ

ÎÅ × ÔÏÍ, ÕÓ�ÅÀÔ ÌÉ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÉÚÕÞÉÔØ ÞÔÏ-ÔÏ, Á × ÔÏÍ, ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÔ ÌÉ ÏÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÏ ËÏÎ�Á ÛËÏÌÙ É �ÒÏÄÏÌÖÁÔ ÌÉ ÏÎÉ

ÚÁÎÑÔÉÑ �ÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ (ÈÏÔÑ, Õ×Ù, ÜÔÁ �ÅÌØ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÓËÏÒÅÅ

ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÏÊ).

èÏÞÅÔÓÑ �ÏÂÌÁÇÏÄÁÒÉÔØ ×ÓÅÈ ÕÞÉÔÅÌÅÊ É ÓÏÔÒÕÄÎÉËÏ× 57

ÛËÏÌÙ, ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÍ Ó ËÌÁÓÓÏÍ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, é. ÷. òÅÈÔÍÁÎ

(ËÌÁÓÓÎÙÊ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌØ), â.í. äÁ×ÉÄÏ×ÉÞÁ (ÚÁ×ÕÞ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-

ÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÏ×) É ó. ì.íÅÎÄÅÌÅ×ÉÞÁ (ÄÉÒÅËÔÏÒ ÛËÏÌÙ).

õÞÅÎÉËÉ É ÕÞÉÔÅÌÑ

ó�ÉÓÏË ÕÞÅÎÉËÏ×, �ÒÉÎÑÔÙÈ × ËÌÁÓÓ:

âÅÄÁÒÅ× ÷ÌÁÄÉÍÉÒ

âÕÒÁÛÏ× éÌØÑ

÷ØÀÇÉÎ éÌØÑ

äÍÉÔÒÅ×ÓËÁÑ áÎÎÁ

äÍÉÔÒÅ×ÓËÁÑ åÌÅÎÁ

äÕÂÏ×ÓËÉÊ äÍÉÔÒÉÊ

öÇÕÎ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ

úÁÒÕÂÉÎÁ áÎÎÁ

ú×ÅÒËÏ× äÍÉÔÒÉÊ

úÏÒËÉÊ æ£ÄÏÒ

ëÏÒÏÂÏ× ÷ÌÁÄÉÍÉÒ

ìÕÝÅËÉÎÁ óÏÆØÑ

îÅÌØËÉÎ íÉÈÁÉÌ

îÅÍÙÔÏ× ÷ÉËÔÏÒ

îÏ×ÏÄ×ÏÒÓËÉÊ ð£ÔÒ

ðÁÎÉÎ áÌÅËÓÁÎÄÒ

ðÏÌÉÝÕË ïÌÅÇ

ðÒÅÏÂÒÁÖÅÎÓËÉÊ íÁËÓÉÍ

óÁÌØÎÉËÏ× óÅÒÇÅÊ

óÔÁÌØÇÏÒÏ×Á ëÁÔÑ

�ÁÒÁÓÏ× áÌÅËÓÅÊ

�ÅÎÎÏ×Á îÁÔÁÌÉÑ

õÓÔÉÎÏ× íÉÈÁÉÌ

æÅÏËÔÉÓÔÏ× ÷ÌÁÄÉÍÉÒ

ûÒÁÍÏ× ðÁ×ÅÌ

îÁ ÕÒÏËÁÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ Ó ËÌÁÓÓÏÍ ÒÁÂÏÔÁÌÉ

áÈÍÅÔÛÉÎ áÌÅËÓÅÊ

âÏÇÕÓÌÁ×ÓËÁÑ ÷ÅÒÁ

âÕÒÍÁÎ àÒÉÊ

äÅÒÑÇÉÎ äÍÉÔÒÉÊ

äÏ�ÅÎËÏ ÷ÌÁÄÉÍÉÒ

úÁ×ØÑÌÏ× ÷ÌÁÄÉÓÌÁ×

úÕÂÏ× íÉÈÁÉÌ
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úÕÔÌÅÒ éÌØÑ

ëÏÎÄÒÁÔØÅ× ÷ÌÁÄÉÍÉÒ

íÁÒËÁÒÑÎ îÉËÉÔÁ

íÉÈÁÊÌÏ×Á �ÁÔØÑÎÁ

ðÁÎÏ× ð£ÔÒ

ðÅÒÛÉÎÁ íÁÒÉÑ

òÏÍÁÝÅÎËÏ áÎÄÒÅÊ

òÙÂÎÉËÏ× ìÅÏÎÉÄ

òÀÔÉÎ ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎ

óÁ××ÁÔÅÅ× áÌÅËÓÅÊ

óÏÂÏÌØ áÌÅËÓÁÎÄÒ

õÒÀ�ÉÎÁ ïÌØÇÁ

õÛÁËÏ× íÁËÓÉÍ

ûÁ�Ï×ÁÌ áÌÅËÓÁÎÄÒ

û×ÁÒ� äÍÉÔÒÉÊ

ûÅÎØ áÌÅËÓÁÎÄÒ

ûÒÁÍÏ× ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎ

ûÕ×ÁÌÏ× ÷ÉËÔÏÒ

É ÄÒÕÇÉÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÂÏÌØÛÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ �ÏÍÏ-

ÇÁÌÁ ×ÅÓÔÉ ÚÁÎÑÔÉÑ ÷ÅÞÅÒÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ.

÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ

É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ | ÜÔÏ ËÒÕÖÏË �Ï ÍÁ-

ÔÅÍÁÔÉËÅ, ËÏÔÏÒÙÊ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × �ÑÔØÄÅÓÑÔ ÓÅÄØ-

ÍÏÊ ÛËÏÌÅ ÄÌÑ ÍÏÓËÏ×ÓËÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ× 7 É 8 ËÌÁÓÓÏ×. ïÄÎÁ

ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ �ÅÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ËÒÕÖËÁ | ÎÁÊÔÉ ÂÕÄÕÝÉÈ ÕÞÅÎÉ-

ËÏ× ÛËÏÌÙ, ÈÏÔÑ �Ï ÔÒÁÄÉ�ÉÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ Ó×ÏÉÈ ÕÓ�ÅÈÏ× ÎÁ

ËÒÕÖËÅ ÛËÏÌØÎÉËÉ ÓÅÄØÍÙÈ É ×ÏÓØÍÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÄÁÀÔ ×ÓÔÕ�É-

ÔÅÌØÎÙÅ ÜËÚÁÍÅÎÙ (ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ �ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ-

ÍÉ�) ÎÁ ÏÂÝÉÈ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÑÈ.

úÁÎÑÔÉÑ ÷íû (×ÅÞÅÒÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÛËÏÌÙ) �ÒÏÈÏ-

ÄÑÔ ÒÁÚ × ÎÅÄÅÌÀ, ÏÂÙÞÎÏ × ÔÒ£È { �ÑÔÉ ÇÒÕ��ÁÈ (× ËÁÖÄÏÊ

�ÁÒÁÌÌÅÌÉ) �Ï ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÚÁÄÁÞÁÍ. ðÒÉÈÏÄÉÔØ ÍÏÖÅÔ

ÌÀÂÏÊ ÛËÏÌØÎÉË, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÌÀÂÏÇÏ ÚÁÎÑÔÉÑ. ïÂÙÞÎÏ ÚÁÎÑÔÉÅ

�ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÔÁË: ×ÙÄÁÀÔÓÑ ÌÉÓÔËÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ; ÛËÏÌØÎÉË, ÒÅ-

ÛÉ×ÛÉÊ ÚÁÄÁÞÕ, �ÏÄÎÉÍÁÅÔ ÒÕËÕ, Ë ÎÅÍÕ �ÏÄÈÏÄÉÔ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ

�ÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÅÊ É ÓÌÕÛÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ. éÎÏÇÄÁ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÁÚÂÉÒÁ-

ÅÔÓÑ Õ ÄÏÓËÉ. úÁÄÁÞÉ �ÏÄÂÉÒÁÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ �Ï ÔÅÍÁÍ,

ÎÏ Ó ÔÁËÉÍ ÒÁÓÞ£ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÛÅÄÛÉÊ ×�ÅÒ×ÙÅ ÛËÏÌØÎÉË

ÔÁËÖÅ ÍÏÇ ÉÈ ÒÅÛÁÔØ.

ëÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÍÙ ×ËÌÀÞÁÌÉ × ÚÁÄÁÎÉÅ ÛÅÓÔØ ÚÁÄÁÞ (ÏÂÙÞÎÏ

�ÑÔÁÑ É ÛÅÓÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÉ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ).

íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÊ. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á

ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ (27 ÍÁÒÔÁ É 3 Á�ÒÅÌÑ) ÂÙÌÉ �ÉÓØÍÅÎÎÙÍÉ:

ÛËÏÌØÎÉËÁÍ �ÒÅÄÌÁÇÁÌÏÓØ ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÏÔ×ÅÔÙ É ËÒÁÔËÉÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ ÚÁÄÁÞ. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÕÖÅ ÂÙÌÉ ÕÓÔÎÙÍÉ (É

�ÒÏÈÏÄÉÌÉ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÚÁÎÑÔÉÑ ËÒÕÖËÁ).

úÁÄÁÞÉ �ÏÓÌÅ Ú×£ÚÄÏÞÅË | ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ.

úÁÎÑÔÉÅ 4 ÏËÔÑÂÒÑ 1995

1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÛÁÈÍÁÔÎÙÊ ËÏÎØ ÏÂÏÊÔÉ ×ÓÅ 9 �ÏÌÅÊ ÄÏÓ-

ËÉ 3� 3?

2. óÒÁ×ÎÉÔÅ ÄÒÏÂÉ

1994

1995

É

1995

1996

:
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3. ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, × ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 2

1000

(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ÔÙÓÑÞÉ Ä×ÏÅË) ÂÏÌØÛÅ 500 �ÉÆÒ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ? ðÏÞÅÍÕ?

4. ëÕ�Å� �ÒÏÄÁÌ ËÁÆÔÁÎ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÀ ÚÁ 10 ÒÕÂÌÅÊ. õ ÎÅÇÏ

ÎÅ ÂÙÌÏ ÓÄÁÞÉ Ó 25 ÒÕÂÌÅÊ, É ÏÎ ÒÁÚÍÅÎÑÌ 25-ÒÕÂÌÅ×ÕÀ ËÕ�À-

ÒÕ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÑ Õ ÓÏÓÅÄÁ. ðÏËÕ�ÁÔÅÌØ ÕÛÅÌ. óÏÓÅÄ �ÒÉÈÏÄÉÔ:

�âÕÍÁÖËÁ ÆÁÌØÛÉ×ÁÑ�. ðÒÉÛÌÏÓØ ËÕ��Õ ÄÁÔØ ÎÁÓÔÏÑÝÕÀ. þÔÏ

�ÏÔÅÒÑÌ ËÕ�Å�?

5. ä×ÏÅ ÈÏÔÑÔ �ÅÒÅÊÔÉ �ÒÑÍÕÀ ËÁÎÁ×Õ ÛÉÒÉÎÏÊ 4 ÍÅÔÒÁ.

îÁ ËÒÁÀ ÏÎÉ ÎÁÛÌÉ Ä×Å �ÒÏÞÎÙÅ ÄÏÓËÉ ÄÌÉÎÏÊ 3; 5 ÍÅÔÒÁ

ËÁÖÄÁÑ. ëÁË ÉÍ �ÅÒÅÊÔÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ?

6. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÔÅËÓÔ �ÏÌÕÞÅÎ ÉÚ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏ ÚÁÍÅ-

ÎÏÊ ËÁÖÄÏÊ ÂÕË×Ù ÎÁ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÄÒÕÇÕÀ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÏ×Ï �ÒÏ-

�ÕÝÅÎÏ. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÅÇÏ.

| óÁÇÄÁÕ ÒÁ ÎÁËÑ, ÓÁÇÄÁÕ ÒÁ ÎÁËÑ? | �ÕÄÇÜÂÕÚ õ×ÎÀ×

óÕÛ×ÁÎÝÜÂ, ÌÓÇÅ�ÕÅ Ì �ÇÑÖÀØ ÓÀÓÀÚÕØ ÇÁÌÌÄÜÍ �ÚÕ�ÀÚ ÎÁËÁ

×Õ ÛÇÕ×ÔÁ�ÌÄÜÍ ÚÕÆ. | å ×Ñ ØÀ�Á ÆÀÇØÜÇ Ò ÓÀÎÑØÄÕÖ. |

æÑÛÀÇÞ ×Ñ ÓÀ×ÅÚ Ñ�À ÒÀÌÄÚÜÔÕ×ÜÅ Ü ÓÀÞÑÚÕÚ ÑØÁ ÆÀÞÇÀÍ

×ÀÂÜ.

| óÇÀÄÚÅÎÏÍ ÞÕÌÁÇØÕ×, | ÓÇÀÒÀÇÂÕÚ ìÓÜÔÏ×, �ÕÄÁÎÏÒÕ-

ÅÌÝ Ò ÀÆÑÅÚÀ. | ÷ÁÞ×À ÑØÁ ÞÏÚÀ ÌÒÑÂÄÁ ÎÁËÜÎÝ. ñØÁ ÞÑ

ÖÁÞÑ. å ÌÓÕÎÝ ×Ñ ØÀ�Á ÞÑ� À�×Å. | øÁÌÝÑ, ØÁÌÝÑ, | ÓÇÀ-

ÆÀÚÞÕÚ À×, | ÞÑ ÒÑ ÕÒÑÄ ÒÁ ÓÕÇÚÑ. | ÷À ÛÇÕ×ÔÁ� ×Ñ ÀÎÒÑÂÕÚ

Ü ÒÌÄÀÇÑ �ÕÖÇÕÓÑÚ : : :

õ×ÎÀ× óÕÛ×ÁÎÝÜÂ �ÕØÀÚÂÕÚ, ÁÌÎÕÚÀÌÎÝ Ü ÒÜ××ÏÑ ÓÕÇÏ ØÕ-

ÚÀ-ÓÀØÕÚÁ ÓÇÑÒÀ�ØÀ�ÚÜ Ñ�À ÞÀÅ�ÚÜÒÀÌÎÝ, À× ÌÎÕÚ ÆÇÑØÕÎÝ,

Ü ÒÌÄÀÇÑ �ÚÁÞÀÄÜÍ ÌÀ× ÀÒÚÕÆÑÚ ÜØ ÌÀÒÑÇËÑ××À.

ìÎÇÕ××ÀÑ �ÀÎÀÒÜÚÀÌÝ ÑØÁ ÓÇÀÞÀÞÆÑ×ÜÑ. à× ÂÁÒÌÎÒÀ-

ÒÕÚ ÌÄÒÀ�Ý ÌÀ×, ÂÎÀ ÄÎÀ-ÎÀ ÎÜÖÀ×ÝÄÀ ÆÑÇ�ÕÚ Ñ�À �Õ ÒÀ-

ÇÀÎ ÇÁÞÕËÄÜ. õ×ÎÀ× óÕÛ×ÁÎÝÜÂ ÀÎÄÇÏÚ �ÚÕ�Õ Ü ÓÇÜ ÞÚÑÆ×ÀØ

ÌÒÑÎÑ ÀÌÑ××Ñ�À ÁÎÇÕ ÁÒÜÆÑÚ ÓÑÇÑÆ ÌÀÞÀÍ æÑÛÀÇÞÕ: ÛÇÕ×-

ÔÁ� Ò ÀÆ×ÀÍ ÇÁÄÑ ÆÑÇÞÕÚ ÄÕÇØÕ××ÏÍ ÓÜÌÎÀÚÑÎ, Õ ÆÇÁ�ÀÉ ÀÎÌ-

ÎÑ�ÜÒÕÚ �ÕÒÑÎ×ÁÉ ÌÁØÁ. õ×ÎÀ× óÕÛ×ÁÎÜÝÜÂ ÀÞØÑÇ.

| äÑÌÝ ÄÑ ÌÑ, ØÁÌÝÑ, ÄÑÌÝ ÄÑ ÌÑ, | ÓÇÀÜ�×ÑÌ À× ÎÇÑ-

ÓÑÈÁÈÜØ �ÀÚÀÌÀØ.

| îÜËÑ, ØÀÚÂÕÎÝ, | ÀÎÒÑÂÕÚ ÁÂÜÎÑÚÝ ÂÜÌÎÏØ ÇÁÌÌÄÜØ

Å�ÏÄÀØ, | ØÀÚÂÕÎÝ ÜÚÜ ÒÏ ÓÇÀÓÕÚÜ. å .
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úÁÎÑÔÉÅ 11 ÏËÔÑÂÒÑ 1995

1. ÷ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 10 ÅÄÉÎÉ� �ÏÄÒÑÄ. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÏÊ

ÉÚ ÎÉÈ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É �ÅÒÅÄ �ÅÒ×ÏÊ) ÓÔÏÉÔ �ÌÀÓ ÉÌÉ ÍÉÎÕÓ.

ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ × ÓÕÍÍÅ? ðÏÞÅÍÕ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË É ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅ-

ÇÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ×ÉÄÎÁ

ÉÚ ÎÅ£ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 70

Æ

?

3. ëÁË ÒÁÚÄÅÌÉÔØ 7 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÑÂÌÏË �ÏÒÏ×ÎÕ ÍÅÖÄÕ 12

ÌÀÄØÍÉ, ÅÓÌÉ ÑÂÌÏËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÒÅÚÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 5

ÞÁÓÔÅÊ?

4. ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. ðÅÒ×ÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1

ÄÏ 10, ÚÁÔÅÍ ×ÔÏÒÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 10. ðÅÒ×ÙÊ ×Ù-

ÉÇÒÙ×ÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ Þ£ÔÎÁ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ-

×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ (�ÅÒ×ÙÊ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ) É ËÁË ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÉÇÒÁÔØ?

�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔ ÉÈ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ.

5. ÷ ÓÔÁËÁÎÅ Ó ×ÏÄÏÊ �ÌÁ×ÁÅÔ ËÕÓÏÞÅË ÌØÄÁ. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ

ÕÒÏ×ÅÎØ ×ÏÄÙ × ÓÔÁËÁÎÅ, ËÏÇÄÁ Ì£Ä ÒÁÓÔÁÅÔ?

6. ïÔÇÁÄÁÊÔÅ ÚÁËÏÎ É �ÒÏÄÏÌÖÉÔÅ ÔÁÂÌÉ�Õ:

1
1 1

2 1

1 2 1 1

1 1 1 2 2 1

3 1 2 2 1 1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

úÁÎÑÔÉÅ 18 ÏËÔÑÂÒÑ 1995

1. õ ÷ÁÓÉ × ËÏÍÏÄÅ ÌÅÖÁÔ 10 ÞÅÒÎÙÈ, 16 ÓÉÎÉÈ É 20 ÚÅ-

Ì£ÎÙÈ ÎÏÓËÏ×. óËÏÌØËÏ ÎÏÓËÏ× ÎÁÄÏ ÄÏÓÔÁÔØ ÎÅ ÇÌÑÄÑ, ÞÔÏÂÙ

ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÂÙÌÁ �ÁÒÁ ÎÏÓËÏ× ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?

2. õ ðÅÔÉ × ËÏÍÏÄÅ ×ÁÌÑÀÔÓÑ 10 Þ£ÒÎÙÈ ÒÕËÁ×É� (5 �ÁÒ),

16 ÓÉÎÉÈ (8 �ÁÒ) É 20 ÚÅÌ£ÎÙÈ (10 �ÁÒ). óËÏÌØËÏ ÒÕËÁ×É�

ÎÁÄÏ ÄÏÓÔÁÔØ ÎÅ ÇÌÑÄÑ, ÞÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÄÏÍÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ÙÊÔÉ ÎÁ

ÕÌÉ�Õ × ÒÕËÁ×É�ÁÈ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ?
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3. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 00 ÄÏ 99 ÓÏÄÅÒÖÁÔ × Ó×ÏÅÊ ÚÁ�ÉÓÉ

�ÉÆÒÕ 3 É ÓËÏÌØËÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ? óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 000 ÄÏ

999 ÓÏÄÅÒÖÁÔ × Ó×ÏÅÊ ÚÁ�ÉÓÉ �ÉÆÒÕ 3 É ÓËÏÌØËÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ?

4. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÛÏËÏÌÁÄËÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 3� 4 ÒÁÚÌÁÍÙ×Á-

ÀÔ ÎÁ ÄÏÌØËÉ 1� 1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÏÍÏ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ

(ÌÏÍÁÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ä×Á ËÕÓÏÞËÁ ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ)? íÏÖÎÏ

ÌÉ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÌÏÍÏ×?

5. âÏÌØÛÏÊ ÑÝÉË ÚÁ�ÏÌÎÅÎ ÍÅÌËÏÊ ËÁÒÔÏÛËÏÊ. äÒÕÇÏÊ

ÓÔÏÌØ ÖÅ ÂÏÌØÛÏÊ ÑÝÉË ÚÁ�ÏÌÎÅÎ ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÏÊ ËÁÒÔÏÛ-

ËÏÊ. ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, × ËÁËÏÍ ÉÚ ÑÝÉËÏ× ÂÏÌØÛÅ ËÁÒÔÏÛËÉ

(�Ï ×ÅÓÕ)?

6. ÷ ËÏÍÎÁÔÅ ÓÔÏÑÔ ÔÒÉ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÌÁÍ�ÏÞËÉ, × ÓÏÓÅÄ-

ÎÅÊ | ÔÒÉ ×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÑ Ë ÎÉÍ, �ÒÉÞÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ

�×ËÌÀÞÅÎÏ� É �×ÙËÌÀÞÅÎÏ�, ÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ËÁËÏÊ ×ÙËÌÀÞÁ-

ÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁËÏÊ ÌÁÍ�ÏÞËÅ. ìÁÍ�ÏÞËÉ ÉÚ ËÏÍÎÁÔÙ Ó

×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÑÍÉ ÎÅ ×ÉÄÎÙ. ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÊ ×ÙËÌÀÞÁ-

ÔÅÌØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ËÁËÏÊ ÌÁÍ�ÏÞËÅ? òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÊÔÉ × ËÏÍ-

ÎÁÔÕ Ó ×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÑÍÉ, �ÒÏÄÅÌÁÔØ Ó ÎÉÍÉ ÌÀÂÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ, Á

�ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ×ÏÊÔÉ × ËÏÍÎÁÔÕ Ó ÌÁÍ�ÏÞËÁÍÉ É �ÒÏÄÅÌÁÔØ ÌÀÂÙÅ

ÄÅÊÓÔ×ÉÑ Ó ÎÉÍÉ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÄÁÔØ ÏÔ×ÅÔ.

úÁÎÑÔÉÅ 25 ÏËÔÑÂÒÑ 1995

1. éÚ ÇÏÒÏÄÁ á × ÇÏÒÏÄ â ×ÅÄÕÔ 2 ÄÏÒÏÇÉ, ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ â

× ÇÏÒÏÄ ÷ ×ÅÄÕÔ 3 ÄÏÒÏÇÉ, ÉÚ ÇÏÒÏÄÁ ÷ × ÇÏÒÏÄ ç ×ÅÄÕÔ 7

ÄÏÒÏÇ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ×ÅÄÕÔ ÉÚ á × ÷ ÞÅÒÅÚ â?

óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÒÛÒÕÔÏ× ×ÅÄÕÔ ÉÚ á × ç ÞÅÒÅÚ â É ÷?

2. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË 7�9 ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ ËÌÅÔËÉ 1�1. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ

ÚÁËÒÁÓÉÔØ 4 ËÌÅÔËÉ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔ 2 � 2. óËÏÌØËÉÍÉ

ÒÁÚÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ?

3. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÓÅ �ÉÆÒÙ

ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙ?

4. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÇÏÒÏÄ 5�7 ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ Ë×ÁÒ-

ÔÁÌÙ 1 � 1. íÙ ÈÏÔÉÍ �ÒÏÊÔÉ ÉÚ ÀÇÏ-ÚÁ�ÁÄÎÏÇÏ ÕÇÌÁ × ÓÅ×Å-

ÒÏ-×ÏÓÔÏÞÎÙÊ, ÉÄÑ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ É ÎÁ ×ÏÓÔÏË. ÷ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÕÔÉ

ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÄÌÉÎÕ. (ðÏÞÅÍÕ?) óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Õ-

ÔÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ?
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5. ÷ÅÔÅÒ ÄÕÅÔ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ. ÷ ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÒÁÚ×Å×ÁÅÔÓÑ ÆÌÁÇ,

ÚÁËÒÅ�Ì£ÎÎÙÊ ÎÁ ×ÏÚÄÕÛÎÏÍ ÛÁÒÅ?

6. úÁÍÅÎÉÔÅ ×Ï ÆÒÁÚÅ

é ÷óå öå ïî îå ðòá÷

ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ ÂÕË× é, ÷, ó, å, ö, ï, î, ð, ò, á ÏÄÎÏÊ

ÉÚ �ÉÆÒ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 (ÒÁÚÎÙÅ ÂÕË×Ù ÚÁÍÅÎÑÀÔ-

ÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ �ÉÆÒÙ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÓÌÏ×Á �ÒÅ×ÒÁÔÉÌÉÓØ ×

ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.

úÁÎÑÔÉÅ 1 ÎÏÑÂÒÑ 1995

1. îÁ �ÒÑÍÏÊ ×ÙÂÒÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 10.

çÄÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÏÞËÁ C, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AC × �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ BC? (õËÁ-

ÖÉÔÅ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ.)

2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÔÏÒÏÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÙÔØ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ

ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ É ×Ä×ÏÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÔØÅÊ?

3. úÅÍÎÏÊ ÛÁÒ ÏÂ×ÑÚÁÌÉ �Ï ÜË×ÁÔÏÒÕ ×ÅÒ£×ËÏÊ. úÁÔÅÍ ×Å-

Ò£×ËÕ ÕÄÌÉÎÉÌÉ ÎÁ ÍÅÔÒ É �ÒÉ�ÏÄÎÑÌÉ ÎÁÄ ÜË×ÁÔÏÒÏÍ ÔÁË,

ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÌÁÓØ ÝÅÌØ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ. óÍÏÖÅÔ ÌÉ × ÜÔÕ

ÝÅÌØ �ÒÏÌÅÚÔØ ËÏÛËÁ?

4. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÄÅÌÑÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑ-

ÀÝÉÅÓÑ ÇÒÁÎÑÍÉ ËÕÂÁ? ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (ÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÍÏÌÏÞÎÏÇÏ

�ÁËÅÔÁ)?

5. ðÏÞÅÍÕ ËÒÙÛËÉ ËÁÎÁÌÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÌÀËÏ× ÄÅÌÁÀÔ ËÒÕÇ-

ÌÙÍÉ, Á ÎÅ Ï×ÁÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍÉ?

6. îÁ ËÏÎ�Å ×ÅÒ£×ËÉ ÓÄÅÌÁÎÙ �ÅÔÌÉ, ÎÁÄÅÔÙÅ ÎÁ ÚÁ�ÑÓÔØÑ

(ÎÅ ÔÕÇÏ, ÎÏ Ó ÒÕË ÏÎÉ ÎÅ ÓÎÉÍÁÀÔÓÑ). íÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÅ ÒÁÚ×Ñ-

ÚÙ×ÁÑ ×ÅÒ£×ËÕ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÓÎÉÍÁÑ Å£ Ó ÒÕË), ÚÁ×ÑÚÁÔØ ÎÁ

ÎÅÊ ÕÚÅÌ?

úÁÎÑÔÉÅ 15 ÎÏÑÂÒÑ 1995

1. ÷ ÷ÅÓÔÌÑÎÄÉÉ 64 ÇÏÒÏÄÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ËÁËÉÈ-ÔÏ ÔÒ£È

ÉÚ ÎÉÈ ÞÉÓÌÏ ÄÏÖÄÌÉ×ÙÈ ÄÎÅÊ × ÓÅÎÔÑÂÒÅ ÂÙÌÏ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï.

2. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ (Á) ÌÁÄÅÊ; (Â) ÓÌÏÎÏ× ÍÏÖÎÏ

�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÁ?
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3.íÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÔ ìÅÏ�ÏÌØÄ �ÏÄÁÒÉÔØ 10 ÍÙÛÁÔÁÍ ËÏÎÆÅÔÙ,

ÅÓÌÉ ÏÎ ÈÏÞÅÔ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ �ÏÌÕÞÉÌ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ËÏÎÆÅÔÕ,

ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÍÙÛÏÎËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ËÏÎÆÅÔ

É ×ÓÅÇÏ Õ ÎÅÇÏ (Á) 15 ËÏÎÆÅÔ; (Â) 50 ËÏÎÆÅÔ; (×) 100 ËÏÎÆÅÔ?

4. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÞÅÌÏ×Å-

ËÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÒÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ × ÜÔÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ. (úÎÁ-

ËÏÍÓÔ×Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ: ÅÓÌÉ á ÚÎÁËÏÍ Ó â, ÔÏ â ÚÎÁËÏÍ Ó á.)

5. åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÁÌÍÁÚÏ× É ÍÅÎÚÕÒËÁ Ó ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ. ëÁË

ÉÚÍÅÒÉÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ÏÂßÅÍ ×ÓÅÈ ÁÌÍÁÚÏ×?

6. åÓÔØ ÔÒÉ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ É ÎÉÔËÉ. óÄÅÌÁÊÔÅ ÉÚ ÎÉÈ �Ö£ÓÔ-

ËÕÀ� ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÁÒÁÎÄÁÛÉ ÎÅ ËÁÓÁÌÉÓØ ÂÙ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÁ (ÄÁÖÅ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÊ ÎÉÔÏË), ÎÏ ÕÄÅÒÖÉ×ÁÌÉÓØ ÂÙ ÎÉÔËÁÍÉ

× Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ÄÒÕÇ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÁ.

úÁÎÑÔÉÅ 22 ÎÏÑÂÒÑ 1995

1.ðÒÁ×ÉÌÁ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÔÏÎÁ ÚÁ�ÒÅÝÁÀÔ ÖÅÎÝÉÎÅ ÓÔÏÑÔØ �ÅÒ-

×ÏÊ × ÏÞÅÒÅÄÉ, Á ÍÕÖÞÉÎÅ ÓÔÏÑÔØ �ÅÒÅÄ ÖÅÎÝÉÎÏÊ. íÏÖÅÔ ÌÉ

× ÏÞÅÒÅÄÉ, ÇÄÅ ×ÓÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ÓÏÂÌÀÄÅÎÙ, ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÖÅÎÝÉÎÁ?

2. ìÀÂÕÀ ÓÕÍÍÕ ÄÅÎÅÇ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 8 ËÏ�ÅÅË, ÍÏÖÎÏ Õ�ÌÁ-

ÔÉÔØ �ÑÔÁËÁÍÉ É ÁÌÔÙÎÁÍÉ. ðÏÞÅÍÕ? (ðÑÔÁË | �ÑÔØ ËÏ�ÅÅË,

ÁÌÔÙÎ | ÔÒÉ ËÏ�ÅÊËÉ; ÜÔÏ ÓÔÁÒÉÎÎÙÅ ÒÕÓÓËÉÅ ÍÏÎÅÔÙ.)

3. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ, ÌÀ-

ÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÕÀ ÆÉ-

ÇÕÒÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂ×ÅÓÔÉ ËÁÒÁÎÄÁÛÏÍ, ÎÅ ÏÔÒÙ×ÁÑ ÅÇÏ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ,

ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ ÎÉ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔËÕ Ä×ÁÖÄÙ É ÎÅ �ÒÏ�ÕÓÔÉ× ÎÉ

ÏÄÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ.

4. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : : ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. íÏÇÕÔ ÌÉ × ÎÅÊ

ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÒÑÄÏÍ (Á) Ä×Á Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁ? (Â) Ä×Á ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑ-

ÝÉÈÓÑ ÎÁ 13?

5. ÷ÙËÌÀÞÁÔÅÌØ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÏÎÔÁËÔÁ 1, 2 É 3 É Ä×Á �ÏÌÏÖÅ-

ÎÉÑ. ÷ ÏÄÎÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÎÔÁËÔ 1 ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ËÏÎÔÁËÔÏÍ 2, Á

× ÄÒÕÇÏÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÎÔÁËÔ 1 ÓÏÅÄÉÎ£Î Ó ËÏÎÔÁËÔÏÍ 3. ëÁË,

ÉÍÅÑ Ä×Á ÔÁËÉÈ ×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÑ É ÍÎÏÇÏ �ÒÏ×ÏÄÁ, ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ Ó×ÅÔ ÎÁ ÌÅÓÔÎÉ�Å ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ×ËÌÀÞÁÔØ É ×ÙËÌÀÞÁÔØ É

Ó×ÅÒÈÕ, É ÓÎÉÚÕ?

14 ÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

6. îÁ ÂÅÒÅÇÕ ÒÅËÉ ËÒÅÓÔØÑÎÉÎ, ×ÏÌË, ËÏÚÁ É ËÁ�ÕÓÔÁ. ÷ÏÌË,

ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÊ Ó ËÏÚÏÊ ÂÅÚ ËÒÅÓÔØÑÎÉÎÁ, Å£ ÓßÅÄÁÅÔ | × Ó×ÏÀ

ÏÞÅÒÅÄØ, ËÏÚÁ ÓßÅÄÁÅÔ ËÁ�ÕÓÔÕ, ÏÓÔÁ×ÛÉÓØ Ó ÎÅÊ ÂÅÚ �ÒÉÓÍÏÔÒÁ.

ëÁË ËÒÅÓÔØÑÎÉÎÕ �ÅÒÅ×ÅÚÔÉ ×ÓÅÈ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÂÅÒÅÇ, ÅÓÌÉ × ÌÏÄËÕ

ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× (ÚÁ ÒÁÚ)?

úÁÎÑÔÉÅ 29 ÎÏÑÂÒÑ 1995

1. îÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏÍ, ÓËÁÖÉÔÅ, ËÁËÁÑ ÉÚ ÄÒÏÂÅÊ

13

21

É

21

34

ÂÏÌØÛÅ. íÏÖÅÔÅ ÌÉ ×Ù ÕËÁÚÁÔØ ÄÒÏÂØ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ?

ïÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ ÄÒÏÂØ m=n ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ Å£

ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ�ÅÌÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁ-

ÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÂÏÌØÛÅÅ 1).

2. óÏËÒÁÔÉÍÙ ÌÉ ÄÒÏÂÉ:

39

57

;

6

1357

;

1363

1357

= 1

6

1357

?

3. ðÒÉ ËÁËÉÈ n É ÎÁ ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÄÒÏÂÉ

n + 6

n

;

n + 19

n + 13

;

5n + 3

3n + 2

?

4. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1

1 � 2

+

1

2 � 3

+

1

3 � 4

+ : : :+

1

99 � 100

(õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁÞÎÉÔÅ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ.)

5. éÍÅÀÔÓÑ ÎÅ×ÅÒÎÙÅ ÞÁÛÅÞÎÙÅ ×ÅÓÙ (�ÌÅÞÉ ÎÅÏÄÉÎÁËÏ-

×ÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÞÁÛËÕ ÎÁÄÏ ËÌÁÓÔØ

ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ), �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ×ÁÑ ÇÉÒÑ É

ÍÅÛÏË ÓÁÈÁÒÎÏÇÏ �ÅÓËÁ. ëÁË ÏÔ×ÅÓÉÔØ ËÉÌÏÇÒÁÍÍ ÓÁÈÁÒÎÏÇÏ

�ÅÓËÁ?

6. ðÒÏÆÅÓÓÏÒ × ËÏÍÁÎÄÉÒÏ×ËÅ, Á ÓÙÎ ÏÔ�Á �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ �Ø£Ô

ÄÏÍÁ ÞÁÊ Ó ÏÔ�ÏÍ ÓÙÎÁ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÁ. ëÁË ÔÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?



÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ 15

úÁÎÑÔÉÅ 6 ÄÅËÁÂÒÑ 1995

1. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÆÉÇÕÒÕ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÕÀ ÎÁ ÒÉÓ. 1,

ÎÁ Ä×Å, ÎÁ ÔÒÉ É ÎÁ ÞÅÔÙÒÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÞÁÓÔÉ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍ ÒÁÚÒÅÚÏÍ �ÏÄÅÌÉÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅ-

ÍÅÎÎÏ �Ï�ÏÌÁÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ËÕÓÏË ÈÌÅÂÁ É ÌÅÖÁÝÉÊ ÎÁ ÎÅÍ

ËÒÕÇÌÙÊ ËÕÓÏË ËÏÌÂÁÓÙ (ÒÉÓ. 2)? óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

3. ÷ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÕÂÉËÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 3 � 3 � 3 �ÏËÒÁÓÉÌÉ. ðÏ-

ÔÏÍ ÅÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÎÁ 27 ËÕÂÉËÏ× ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1� 1� 1. óËÏÌØËÏ

�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ËÕÂÉËÏ× ÓÏ ×ÓÅÍÉ ÎÅÏËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁ-

ÎÑÍÉ? Ó ÏÄÎÏÊ ÏËÒÁÛÅÎÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ? Ó Ä×ÕÍÑ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ

ÇÒÁÎÑÍÉ? Ó ÔÒÅÍÑ ÏËÒÁÛÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ? Ó ÞÅÔÙÒØÍÑ ÏËÒÁ-

ÛÅÎÎÙÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ?

4. ÷ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁÚÍÅÒÏÍ 1 � 1 �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ 105 ÔÏ-

ÞÅË. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ, ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 0;2.

5. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÌØ�Á (ÒÉÓ. 3) �ÒÉ

ÎÁÇÒÅ×ÁÎÉÉ?

6. íÏÖÎÏ ÌÉ Ä×ÕÍÑ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ ÒÁÓÓÅÞØ

�ÏÄËÏ×Õ (ÒÉÓ. 4) ÎÁ ÛÅÓÔØ ÞÁÓÔÅÊ (ÞÁÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÒÅÚÁÍÉ

�ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÚÁ�ÒÅÝÁÅÔÓÑ)?

òÉÓ. 1

Æ


��

òÉÓ. 2

��

��

��

��

òÉÓ. 3 òÉÓ. 4

úÁÎÑÔÉÅ 13 ÄÅËÁÂÒÑ 1995

1. õÞÉÔÅÌØÎÉ�Á ÚÁÄÁÌÁ ÎÁ ÄÏÍ ÚÁÄÁÞÕ: �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÄÅÌÉÔÓÑ

ÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 2, 3 É 6. îÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÒÏËÅ ÷Ï×Á

ÓËÁÚÁÌ: �ñ ÚÁÂÙÌ, ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÁÌÉ, É ÄÅÌÉÌ ÄÒÕÇÏÅ, Ä×Á

ÒÁÚÁ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÎÁ ÔÒÅÔÉÊ ÂÙÌ�. õÞÉÔÅÌØÎÉ�Á ÓËÁÚÁÌÁ:

��Ù ÏÛÉÂÓÑ�. ðÏÞÅÍÕ ÏÎÁ ÔÁË ÓËÁÚÁÌÁ?

2. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÎÁ 7 ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÅÓÌÉ (Á) ÏÂÁ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 7; (Â) ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?

(×) ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?

16 ÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

3. õ ÞÉÓÌÁ 100! = 1 � 2 � : : : � 99 � 100 �ÏÓÞÉÔÁÌÉ ÓÕÍÍÕ

�ÉÆÒ, Õ ÓÕÍÍÙ ÓÎÏ×Á �ÏÓÞÉÔÁÌÉ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ, É ÔÁË �ÏÓÔÕ�ÁÌÉ

ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ �ÉÆÒÙ. þÔÏ ÜÔÏ

ÚÁ ÞÉÓÌÏ?

4. ãÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 2, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ

ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÅÎØÛÉÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 999 991 | ÎÅ �ÒÏÓÔÏÅ.

5. ðÏÞÅÍÕ ÔÒÁÍ×ÁÊÎÙÅ �ÒÏ×ÏÄÁ ÉÄÕÔ ÎÅ �ÒÑÍÏ, Á ÚÉÇÚÁ-

ÇÏÍ? þÔÏ �ÌÏÈÏÇÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ÅÓÌÉ �ÕÓÔÉÔØ ÉÈ ÒÏ×ÎÏ? (õËÁÚÁÎÉÅ:

Ó ÔÒÏÌÌÅÊÂÕÓÏÍ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅÔ.)

6.íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ 6 ÄÌÉÎÎÙÈ ËÒÕÇÌÙÈ ËÁÒÁÎÄÁÛÅÊ

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ËÁÓÁÌÓÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ?

úÁÎÑÔÉÅ 20 ÄÅËÁÂÒÑ 1995

1. ÷ÁÓÑ ×ÌÉÌ ÓÔÁËÁÎ ËÉÓÌÏÔÙ × ÂÁÎËÕ Ó ×ÏÄÏÊ. ðÏÌÕÞÉÌÓÑ

10-�ÒÏ�ÅÎÔÎÙÊ ÒÁÓÔ×ÏÒ ËÉÓÌÏÔÙ × ×ÏÄÅ. ðÏÔÏÍ ÏÎ ÄÏÂÁ×ÉÌ ×

ÒÁÓÔ×ÏÒ ÅÝ£ ÏÄÉÎ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÓÔÁËÁÎ ËÉÓÌÏÔÙ. ëÁËÏÊ ÒÁÓÔ×ÏÒ

�ÏÌÕÞÉÌÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ?

2. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ × ÓÕÔËÉ ÓÔÒÅÌËÉ ÞÁÓÏ× ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÑÍÏÊ

ÕÇÏÌ?

3. (Á) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ Þ£ÔÎÙÈ ÞÅÔÙÒÅÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

(Â) îÁÊÄÉÔÅ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÓÅ �ÉÆÒÙ

ËÏÔÏÒÙÈ Þ£ÔÎÙ.

4. óÁÛÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÍÅÓÔÏ x × ×ÙÒÁ-

ÖÅÎÉÅ x

2

+x+41 ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4; : : : ×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ. ðÒÁ× ÌÉ ÏÎ? (þÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ É ÓÁÍÏ ÓÅÂÑ.)

5. ëÁË ÉÚÍÅÒÉÔØ ÔÏÌÝÉÎÕ ÎÉÔËÉ, ÉÍÅÑ ËÁÔÕÛËÕ Ó ÎÉÔËÏÊ,

ËÁÒÁÎÄÁÛ É ÌÉÎÅÊËÕ Ó ÓÁÎÔÉÍÅÔÒÏ×ÙÍÉ ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ?

6. �ÕÒÉÓÔ ×ÙÛÅÌ ÉÚ Ó×ÏÅÊ �ÁÌÁÔËÉ, �ÒÏÛÅÌ 5 ËÍ ÎÁ ÀÇ,

5 ËÍ ÎÁ ×ÏÓÔÏË É 5 ËÍ ÎÁ ÓÅ×ÅÒ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÎÏ×Á ÏËÁÚÁÌÓÑ Õ

Ó×ÏÅÊ �ÁÌÁÔËÉ. çÄÅ ÔÁËÏÅ ÍÏÇÌÏ �ÒÏÉÚÏÊÔÉ?

úÁÎÑÔÉÅ 27 ÄÅËÁÂÒÑ 1995

1. ëÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ 5 ÂÕÔÙÌÏË �Ï 6 �ÏÄÎÏÓÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ

ËÁÖÄÏÍ �ÏÄÎÏÓÅ ÂÙÌÏ �Ï ÏÄÎÏÊ ÂÕÔÙÌËÅ?
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2. ðÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ

× �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÅÎØÛÉÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, 7 |

�ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á 10 = 2�5| ÎÅÔ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ �ÏÌÕÓÕÍÍÁ

Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ | ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 57 = 2

5

+5

2

. îÁÊÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏ-

ÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ 5757 (Ô. Å. ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ 
 É d, ÞÔÏ 5757 =

= 


d

+ d




).

4. ðÒÏÄÏÌÖÉÔÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ: 4, 3, 3, 6, 4, 5, 4, 6,

6, 6, 11, : : :

5. ðÅÔÑ ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÂÁÌËÏÎÅ 2-ÇÏ ÜÔÁÖÁ, Á ÷ÁÓÑ | ÎÁ ÂÁÌ-

ËÏÎÅ 5-ÇÏ ÜÔÁÖÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÄÏÍÁ. ÷ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÉ ÏÄ-

ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÙËÒÉËÉ×ÁÀÔ ÓÌÏ×Ï �ÒÁÚ�. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ðÅÔÑ

ÕÓÌÙÛÁÌ ×ÁÓÉÎÏ ÓÌÏ×Ï ÎÅÍÎÏÇÏ ÒÁÎØÛÅ, ÞÅÍ ÷ÁÓÑ | �ÅÔÉÎÏ.

ðÏÞÅÍÕ?

6. �ÒÉ ÞÅÒÅ�ÁÈÉ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÉ × ËÒÏÓÓÅ. ðÅÒ×ÁÑ ÓËÁÚÁÌÁ: �ñ

�ÒÉÛÌÁ Ë ÆÉÎÉÛÕ ÒÁÎØÛÅ ×ÔÏÒÏÊ.�. ÷ÔÏÒÁÑ ÓËÁÚÁÌÁ: �ñ �ÒÉ-

ÛÌÁ Ë ÆÉÎÉÛÕ ÒÁÎØÛÅ ÔÒÅÔØÅÊ.�

_

�ÒÅÔØÑ ÓËÁÚÁÌÁ: �ñ �ÒÉÛÌÁ Ë

ÆÉÎÉÛÕ ÒÁÎØÛÅ �ÅÒ×ÏÊ.�

_

ëÁË ÔÁËÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?

* * *

7. ðÏÞÅÍÕ �ÁÒÉËÍÁÈÅÒ × öÅÎÅ×Å ÏÈÏÔÎÅÅ �ÏÂÒÅÅÔ Ä×ÕÈ ÆÒÁÎ�Õ-

ÚÏ×, ÞÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÍ�Á?

8. ðÒÏÄÅÌÁÊÔÅ × ÔÅÔÒÁÄÎÏÍ ÌÉÓÔÅ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ

�ÒÏÌÅÚÔØ ÞÅÌÏ×ÅË.

9. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÆÉÇÕÒÕ ÉÚ 11 ÔÏÞÅË É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÍÅÖ-

ÄÕ ÎÉÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÙÌÁ ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ÒÏ×ÎÏ Ó Ä×ÕÍÑ

ÄÒÕÇÉÍÉ.

10. ðÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ x ÞÉÓÌÏ ax

2

+ bx + 
 �ÅÌÏÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ

ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a, b, 
 | �ÅÌÙÅ?

äÏÍÁÛÎÑÑ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÁ

1. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÒÉ ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×ÙÈ ËÕÂÉËÁ, ÞÔÏÂÙ Ó×ÅÒÈÕ, ÓÂÏËÕ É Ó�ÅÒÅÄÉ ÂÙÌÁ ×ÉÄÎÁ

ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÆÉÇÕÒÁ | ÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, �ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÈ ÄÒÕÇ Ë

ÄÒÕÇÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ (ÂÕË×ÏÊ �ç�)?

2. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÉÆÒ × ÞÉÓÌÁÈ 1; 2; 3,

4; : : : ; 999; 1000 ÉÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ × ÞÉÓÌÁÈ 1; 2; 3; 4; : : : ,

9999; 10000?
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3. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ×ÈÏÄÉÔ 2 × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÍÎÏ-

ÖÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ 100 � 101 � 102 � 103 � : : : � 199 � 200?

4. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂßÑ×ÌÅÎÙ ÈÏÒÏÛÉÍÉ, ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÅ | �ÌÏÈÉÍÉ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (Á) ÅÓÌÉ x ÈÏÒÏÛÅÅ, ÔÏ x+ 15

ÔÏÖÅ ÈÏÒÏÛÅÅ; (Â) ÅÓÌÉ x �ÌÏÈÏÅ, ÔÏ x+6 ÔÏÖÅ �ÌÏÈÏÅ. óËÏÌØËÏ

�ÌÏÈÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000? õËÁÖÉÔÅ

×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ É ÄÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

5. ñ�ÏÎÓËÉÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÇÏÄÏ× �Ï ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏÍÕ

×ÏÓÔÏÞÎÏÍÕ ËÁÌÅÎÄÁÒÀ: ËÁÎÏÔÏ ÕÓÉ (1901), ÈÉÎÏÜ ÕÍÁ (1966),

�ÕÔÉÎÏÜ ÕÍÁ (1978), �ÕÔÉÎÏÔÏ ÈÉ�ÕÄÚÉ (1979), ËÁÎÏÜ ÓÁÒÕ

(1980), ÈÉÎÏÜ ÔÏÒÁ (1986), �ÕÔÉÎÏÔÏ ÍÉ (1989), ÍÉÄÚÕÎÏÜ ÕÍÁ

(2002), ÍÉÄÚÕÎÏÔÏ ÈÉ�ÕÄÚÉ (2003), ÈÉÎÏÜ ÕÍÁ (2026). (Á) úÁ-

�ÉÛÉÔÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÑ ÇÏÄÏ× 1991, 1993, 1997. (Â) þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ

ÌÅÔ ÎÁÓÔÕ�ÉÔ ÂÌÉÖÁÊÛÉÊ ÇÏÄ ÈÉÎÏÜ ÓÁÒÕ? ËÁÎÏÔÏ ÍÉ? ÍÉÄÚÕ-

ÎÏÜ ÕÓÉ?

úÁÎÑÔÉÅ 17 ÑÎ×ÁÒÑ 1995

1. ÷ íÏÓË×Å ÖÉ×£Ô ÂÏÌÅÅ 5 ÍÉÌÌÉÏÎÏ× ÞÅÌÏ×ÅË. ÷ÁÓÑ ËÕ�ÉÌ

ËÁÒÔÕ ÍÁÓÛÔÁÂÁ 1 : 100 000, ÒÁÓÓÔÅÌÉÌ Å£ ÎÁ ÚÅÍÌÅ É ÄÕÍÁÅÔ,

ÞÔÏ ÎÁ ÎÅ£ ×ÓÔÁÎÕÔ 50 ÞÅÌÏ×ÅË (50 = 5 000 000=100 000). ðÒÁ×

ÌÉ ÏÎ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ (Á) ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ; (Â) ÞÅÔÙÒÅÈÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ; (×) �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ;

(Ç) ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ; (Ä) ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ?

3. óËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁ-

ÌÅÊ × 100-ÕÇÏÌØÎÉËÅ, ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ?

ðÏÞÅÍÕ ×ÓÅÇÄÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ?

4. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÓÔÏÑÔ 6 ÄÏÍÏ× ÎÁ ÒÁ×ÎÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑÈ

ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ. ÷ ËÁËÏÍ ÍÅÓÔÅ ÄÏÒÏÇÉ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ Á×ÔÏÂÕÓÎÕÀ

ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÅ£ ÄÏ ×ÓÅÈ ÄÏÍÏ×

ÂÙÌÏ ÂÙ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ?

5. íÅÒÎÙÊ �ÉÌÉÎÄÒ ÚÁ�ÏÌÎÅÎ ×ÏÄÏÊ. ðÅÒÅ×£ÒÎÕÔÁÑ �ÒÏ-

ÂÉÒËÁ, ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÁÑ ×ÏÄÏÊ, �ÌÁ×ÁÅÔ × ÔÏÌÝÅ ×ÏÄÙ.

ðÏÞÅÍÕ ÏÎÁ Ï�ÕÓËÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÁÖÁÔØ ÎÁ ÒÅÚÉÎÏ×ÕÀ �Ì£ÎËÕ,

ÚÁÔÑÇÉ×ÁÀÝÕÀ ÏÔ×ÅÒÓÔÉÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ?

6. òÁÚÒÅÖØÔÅ (Á) ÔÕ�ÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË; (Â) Ë×ÁÄÒÁÔ

ÎÁ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ.
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úÁÎÑÔÉÅ 24 ÑÎ×ÁÒÑ 1995

1. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÓÔÁÒÅÊÛÉÊ ÈÕÄÏÖÎÉË ÓÒÅÄÉ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔÏ×

É ÓÔÁÒÅÊÛÉÊ ÛÁÈÍÁÔÉÓÔ ÓÒÅÄÉ ÈÕÄÏÖÎÉËÏ× ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ

ÌÉ�ÏÍ | ÉÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ? ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÌÕÞÛÉÊ ÛÁÈ-

ÍÁÔÉÓÔ ÓÒÅÄÉ ÈÕÄÏÖÎÉËÏ× É ÌÕÞÛÉÊ ÈÕÄÏÖÎÉË ÓÒÅÄÉ ÛÁÈÍÁ-

ÔÉÓÔÏ× ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÌÉ�ÏÍ?

2. ðÅÔÑ ÚÁÄÕÍÁÌ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 1000. ÷ÁÓÑ ÈÏÞÅÔ ÕÚÎÁÔØ

ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ, ÚÁÄÁ×ÁÑ ðÅÔÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙ ÏÔ×Å-

ÔÙ �ÄÁ� É �ÎÅÔ�. ëÁËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÚÁÄÁ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ

ÇÁÒÁÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏ ÕÚÎÁÔØ ÚÁÄÕÍÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅ 10 ×Ï�ÒÏÓÏ×?

íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÓÌÉ Ó�ÉÓÏË ÉÚ 10 ×Ï�ÒÏÓÏ×

ÏÎ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ?

3. óÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÓÅÇÄÁ ÒÁ×ÎÁ 180

Æ

. þÅÍÕ ÒÁ×-

ÎÁ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ? þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÁ ÕÇÌÏ× �Ñ-

ÔÉËÏÎÅÞÎÏÊ Ú×ÅÚÄÙ?

4. éÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ �x > 1�, �x > 2�, �x > 3�, �x > 4�,

�x > 5� ÔÒÉ ×ÅÒÎÙÈ É Ä×Á ÎÅ×ÅÒÎÙÈ. ëÁËÉÅ?

5. ðÏÞÅÍÕ ÎÅ ÇÏÒÉÔ ÂÕÍÁÖÎÁÑ ËÏÒÏÂÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ËÉ�Ñ-

ÔÑÔ ×ÏÄÕ?

6. ãÁÒØ ×ÙÚ×ÁÌ Ä×ÕÈ ÍÕÄÒÅ�Ï×, ÄÁÌ ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ ËÁÒ-

ÔÏÞËÕ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÒÕÇÏÊ Å£ ÎÅ ×ÉÄÅÌ), É ÓËÁÚÁÌ: �õ ËÁÖÄÏ-

ÇÏ ÉÚ ×ÁÓ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,

�ÒÉÞ£Í ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ�. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ �ÁÒØ

Ó�ÒÏÓÉÌ �ÅÒ×ÏÇÏ ÍÕÄÒÅ�Á: �ëÁËÏÅ Õ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÏ?�. | �îÅ

ÚÎÁÀ�, | ÏÔ×ÅÔÉÌ �ÅÒ×ÙÊ. ãÁÒØ Ó�ÒÏÓÉÌ ×ÔÏÒÏÇÏ: �á ÔÙ ÎÅ

ÚÎÁÅÛØ, ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ?�. | �é Ñ ÎÅ ÚÎÁÀ�, | ÏÔ×ÅÔÉÌ

×ÔÏÒÏÊ. é ÓÎÏ×Á Ó�ÒÏÓÉÌ �ÁÒØ �ÅÒ×ÏÇÏ, É ÓÎÏ×Á ÔÏÔ ÏÔ×ÅÔÉÌ,

ÞÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÔ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎ Ó�ÒÏÓÉÌ ×ÔÏÒÏÇÏ, É ÔÏÔ ÓËÁÚÁÌ,

ËÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ �ÅÒ×ÏÇÏ. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÌÉ ÂÙÔØ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ

É ËÁË ÒÁÓÓÕÖÄÁÌ ×ÔÏÒÏÊ?

úÁÎÑÔÉÅ 31 ÑÎ×ÁÒÑ 1996

1. þÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ Ó �ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ É �ÌÏÝÁÄØÀ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÕ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÕ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ 10 �ÒÏ�ÅÎÔÏ×, Á

ÄÒÕÇÕÀ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÎÁ 10 �ÒÏ�ÅÎÔÏ×?

2. ä×ÏÅ ÌÙÖÎÉËÏ× ÛÌÉ ÄÒÕÇ ÚÁ ÄÒÕÇÏÍ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØÀ 6 ËÍ/Þ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 200 ÍÅÔÒÏ×. (Á) îÁÞÁÌÓÑ ÂÏÌÅÅ
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ÔÒÕÄÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË, ÇÄÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓËÏÒÏÓÔØ ÌÙÖÎÉËÏ× ÓÔÁÌÁ

4 ËÍ/Þ. ëÁËÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÙÖÎÉËÁÍÉ ÎÁ ÜÔÏÍ ÕÞÁÓÔ-

ËÅ? (Â) úÁÔÅÍ ÂÙÌ Ì£ÇËÉÊ ÕÞÁÓÔÏË ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 7 ËÍ/Þ, ÚÁÔÅÍ

ÏÞÅÎØ ÔÒÕÄÎÙÊ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 3 ËÍ/Þ É, ÎÁËÏÎÅ�, ÏÎÉ ×ÙÛÌÉ

ÓÎÏ×Á ÎÁ ÕÞÁÓÔÏË ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 6 ËÍ/Þ. ëÁËÏ×Ï ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ?

3. îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ ÞÅÔÙÒÅ ËÁÒÔÏÞËÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÅÒÈÕ

ÎÁ�ÉÓÁÎÏ: á, â, 4, 5. ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÁÒÔÏÞÅË

É ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÎÕÖÎÏ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÉÓÔÉÎ-

ÎÏÓÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ �åÓÌÉ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÞÅÔÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ | ÇÌÁÓÎÁÑ ÂÕË×Á�?

4. éÚ íÏÓË×Ù ×Ï ÷ÌÁÄÉ×ÏÓÔÏË ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ ÒÏ×ÎÏ × �ÏÌÎÏÞØ

(�Ï ÍÏÓËÏ×ÓËÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ) ×ÙÈÏÄÉÔ �ÏÅÚÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ

6 ÓÕÔÏË. éÚ ÷ÌÁÄÉ×ÏÓÔÏËÁ × íÏÓË×Õ ÅÖÅÄÎÅ×ÎÏ × �ÏÌÄÅÎØ (�Ï

ÍÏÓËÏ×ÓËÏÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ) ×ÙÈÏÄÉÔ �ÏÅÚÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄÅÔ ÔÁËÖÅ 6

ÓÕÔÏË. ëÏÇÄÁ �ÏÅÚÄÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ, ÍÁÛÉÎÉÓÔÙ ËÒÉÞÁÔ �õÒÁ!�.

(Á) óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÍÁÛÉÎÉÓÔ ËÒÉÞÉÔ �õÒÁ!� ÎÁ �ÕÔÉ ÉÚ íÏÓË×Ù

×Ï ÷ÌÁÄÉ×ÏÓÔÏË? (Â) óËÏÌØËÏ ËÒÉËÏ× �õÒÁ!� ÒÁÚÄÁÅÔÓÑ × ÔÅÞÅ-

ÎÉÅ ÓÕÔÏË? îÁËÏÎÅ�, (×) ÓËÏÌØËÏ ÖÅÌÅÚÎÏÄÏÒÏÖÎÙÈ ÓÏÓÔÁ×Ï×

ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ?

5. õ ËÁÔÕÛËÉ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÒÉÓ. 5, ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÊ ÄÉÁ-

ÍÅÔÒ ÒÁ×ÅÎ 1 ÓÍ, Á ×ÎÅÛÎÉÊ | 2 ÓÍ. ëÁÔÕÛËÁ ËÁÔÉÔÓÑ ÓÏ ÓËÏ-

ÒÏÓÔØÀ 30 ÓÍ/Ó. ó ËÁËÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÄÏÌÖÅÎ

ÔÑÎÕÔØ ËÏÎÅ� ÎÉÔËÉ?

rm

��

��

-

òÉÓ. 5

6. ÷ÁÓÑ �ÒÉÈÏÄÉÔ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀ ÍÅÔÒÏ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ×ÒÅÍÑ É

ÓÁÄÉÔÓÑ × �ÅÒ×ÙÊ �ÒÉÛÅÄÛÉÊ �ÏÅÚÄ (ÌÉÂÏ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ |

× ÛËÏÌÕ, ÌÉÂÏ × ÄÒÕÇÕÀ | × ËÉÎÏ). èÏÔÑ �ÏÅÚÄÁ ÈÏÄÑÔ ÔÏÞÎÏ

�Ï ÒÁÓ�ÉÓÁÎÉÀ, É × ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÄÅÔ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ

ÞÉÓÌÏ �ÏÅÚÄÏ×, �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÷ÁÓÑ × ÛËÏÌÕ �Ï�ÁÄÁÅÔ ×

ÓÒÅÄÎÅÍ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ ÒÅÖÅ, ÞÅÍ × ËÉÎÏ. ëÁË ÔÁË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ?

úÁÎÑÔÉÅ 7 ÆÅ×ÒÁÌÑ 1996

1. îÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÛÉÒÉ-
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ÎÏÊ 8 ËÌÅÔÏË É ×ÙÓÏÔÏÊ 6 ËÌÅÔÏË. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × Î£Í

ËÒÅÓÔÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ (Á) × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÌÏ 4 ËÒÅÓÔÉ-

ËÁ, Á × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | 3? (Â) × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÓÔÏÑÌÏ

3 ËÒÅÓÔÉËÁ, Á × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | 2?

2. ÷ ÓÔÒÏÞËÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 10 ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ

ÔÒ£È ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ 15. ðÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 7. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ?

3. ÷ ÍÅÛËÅ ÌÅÖÉÔ 57 Þ£ÒÎÙÈ ÆÁÓÏÌÉÎ É 43 ÂÅÌÙÈ. âÏÒÉÓ

ðÅÔÒÏ×ÉÞ ×ÙÎÉÍÁÅÔ ÉÚ ÍÅÛËÁ ÎÁÕÇÁÄ Ä×Å ÆÁÓÏÌÉÎÙ. åÓÌÉ ÏÎÉ

ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÔÏ ÏÎ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÉÈ ÎÁ ÂÅÌÕÀ ÆÁ-

ÓÏÌÉÎÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÇÏ | ÔÏ ÎÁ Þ£ÒÎÕÀ. �ÁË ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ ÄÏ ÔÅÈ

�ÏÒ, �ÏËÁ × ÍÅÛËÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÆÁÓÏÌÉÎÁ. ëÁËÏÇÏ

�×ÅÔÁ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ?

4. ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁÚÍÅÒÁ 50� 50 ÍÅÔÒÏ× ×ÙÌÏÖÅÎÁ

�ÌÉÔÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 � 1 ÞÅÔÙÒ£È �×ÅÔÏ× | ÂÅÌÏÇÏ, ËÒÁÓÎÏÇÏ,

ÓÉÎÅÇÏ É ÚÅÌ£ÎÏÇÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÌÉÔÙ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÎÅ ÌÅÖÁÔ

ÒÑÄÏÍ É ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÕÇÌÁ. óËÏÌØËÏ ËÒÁÓÎÙÈ �ÌÉÔ ÎÁ

�ÌÏÝÁÄÉ?

5. óÔÁËÁÎ ÎÁ�ÏÌÎÉÌÉ ×ÏÄÏÊ, ÎÁËÒÙÌÉ ËÁÒÔÏÎËÏÊ É �ÅÒÅ-

×ÅÒÎÕÌÉ. ðÏÞÅÍÕ ×ÏÄÁ ÎÅ ×ÙÌÉ×ÁÅÔÓÑ?

6. âÉÚÎÅÓÍÅÎ ÚÁËÌÀÞÉÌ Ó Þ£ÒÔÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÅ:

ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ ÄÁ£Ô Þ£ÒÔÕ ÏÄÎÕ ËÕ�ÀÒÕ, Á ×ÚÁÍÅÎ

�ÏÌÕÞÁÅÔ ÌÀÂÏÅ (ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎÏÍ) ÞÉÓÌÏ ËÕ�ÀÒ ÍÅÎØ-

ÛÅÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÉÚÎÅÓÍÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÏÌÇÏ ×Ù-

�ÏÌÎÑÔØ Ó×ÏÉ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ÅÓÌÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÄÅÎÅÖ-

ÎÙÈ ËÕ�ÀÒ Õ ÎÅÇÏ ÎÅÔ?

úÁÎÑÔÉÅ 14 ÆÅ×ÒÁÌÑ 1996

1. ÷ÏÌÏÄÑ É ì£ÛÁ ÉÇÒÁÀÔ × ËÒÅÓÔÉËÉ ÎÁ ÄÏÓËÅ 3 � 3 �Ï

ÔÁËÉÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ: ÈÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ, ÓÔÁ×Ñ ËÒÅÓÔÉË × ÌÀÂÕÀ

Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ËÌÅÔËÕ. ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ

ÈÏÄ (ÎÅËÕÄÁ). ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÉÔ ÷ÏÌÏÄÑ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ?

2. äÉÍÁ É óÜÍ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. ÷ÎÁÞÁÌÅ ÌÁÄØÑ ÓÔÏÉÔ

× ÌÅ×ÏÍ ÎÉÖÎÅÍ ÕÇÌÕ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ. èÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ. îÁ

ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÕ ÌÁÄØÀ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÉÌÉ ×�ÒÁ×Ï, ÉÌÉ ××ÅÒÈ

(ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË). ðÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅ-

ÌÁÔØ ÈÏÄ (ÌÁÄØÑ × �ÒÁ×ÏÍ ×ÅÒÈÎÅÍ ÕÇÌÕ). ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÉÔ äÉÍÁ.
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ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

3. âÏÒÑ É éÇÏÒØ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ. îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÔ

Ä×Å ËÕÞËÉ Ó�ÉÞÅË �Ï 7 Ó�ÉÞÅË × ËÁÖÄÏÊ. èÏÄÑÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ.

úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó�ÉÞÅË (ÈÏÔØ ×ÓÅ), ÎÏ

ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ËÕÞËÉ. ÷ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÔÏÔ, ËÔÏ ×ÚÑÌ �ÏÓÌÅÄÎÀÀ

Ó�ÉÞËÕ. âÏÒÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

4. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 100. �ÁÎÑ É ïÌÑ ÈÏÄÑÔ �Ï

ÏÞÅÒÅÄÉ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÅ ÎÁ

ÄÏÓËÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 1, 2 ÉÌÉ 3. õ ËÏÇÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ, �ÒÏÉÇÒÁÌ. ðÅÒ×ÏÊ ÈÏÄÉÔ �ÁÎÑ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÁÅÔ?

5. áÎÄÒÅÊ É òÏÍÁ ÉÇÒÁÀÔ × ÁÚÁÒÔÎÕÀ ÉÇÒÕ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ

ÎÉÈ �ÉÛÅÔ ÎÁ ÂÕÍÁÖËÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÑ ÄÒÕÇÏÍÕ.

úÁÔÅÍ ÏÎÉ ÏÔËÒÙ×ÁÀÔ ÂÕÍÁÖËÉ, ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔ ÞÉÓÌÁ É ÓÍÏÔÒÑÔ,

ÄÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÎÁ 3. åÓÌÉ ÄÅÌÉÔÓÑ, ÔÏ òÏÍÁ �ÌÁÔÉÔ áÎÄÒÅÀ

3 ÒÕÂÌÑ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, áÎÄÒÅÊ �ÌÁÔÉÔ òÏÍÅ 2 ÒÕÂÌÑ. ëÏÍÕ ×ÙÇÏÄÎÁ

ÜÔÁ ÉÇÒÁ? ëÁË ÎÁÄÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ Å£ �ÒÁ×ÉÌÁ, ÞÔÏÂÙ ÉÇÒÁ ÂÙÌÁ

ÞÅÓÔÎÏÊ?

6. âÉÚÎÅÓÍÅÎ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÓÑ Ï �ÁÒÔÉÉ × ÛÁÈÍÁÔÙ �Ï �ÅÒÅ-

�ÉÓËÅ Ó Ä×ÕÍÑ ÇÒÏÓÓÍÅÊÓÔÅÒÁÍÉ. ïÎ �ÏÈ×ÁÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÅÍÕ �ÒÉ-

ÑÔÅÌÀ: �îÕ ÕÖ Õ ÏÄÎÏÇÏ Ñ ÔÏÞÎÏ ×ÙÉÇÒÁÀ. ÷ ËÒÁÊÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ,

ÂÕÄÕÔ Ä×Å ÎÉÞØÉ�. ðÏÞÅÍÕ ÏÎ × ÜÔÏÍ ÔÁË Õ×ÅÒÅÎ?

úÁÎÑÔÉÅ 21 ÆÅ×ÒÁÌÑ 1996

1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ

ÄÏÓËÕ (Á) ÂÅÌÕÀ É ÞÅÒÎÕÀ ÌÁÄØÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?

(Â) Ä×Å ÂÅÌÙÅ ÌÁÄØÉ, ÎÅ ÂØÀÝÉÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ? (÷ Þ£Í ÒÁÚÎÉ�Á

ÍÅÖÄÕ ÜÔÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ?)

2. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ

ÄÏÓËÕ 8 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÌÁÄÅÊ, ÎÅ ÂØÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?

3. ÷ ËÌÁÓÓÅ 20 ÕÞÅÎÉËÏ×. âÙÌÏ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ä×Å ËÏÎÔÒÏÌØ-

ÎÙÅ, ÚÁ ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÁ×ÉÌÉÓØ ÏÔÍÅÔËÉ ÏÔ 2 ÄÏ 5 (ÎÅ

ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ �ÏÌÕÞÉÌÉ Ä×ÏÊËÉ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Á

ÕÞÅÎÉËÁ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ (�Ï ÏÂÅÉÍ ËÏÎÔÒÏÌØ-

ÎÙÍ).

4. ëÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 000000 ÄÏ 999999:

ÔÅÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ Þ£ÔÎÁ ÉÌÉ ÔÅÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ

ÎÅÞ£ÔÎÁ? óËÏÌØËÏ ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ?
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5. ðÏÓÍÏÔÒÉÔÅ ÎÁ ËÌÀÞ ÏÔ Ó×ÏÅÊ Ë×ÁÒÔÉÒÙ. ïÂßÑÓÎÉÔÅ, ËÁË

ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÚÁÍÏË. ëÁË ÷Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, ÍÏÇÕÔ ÌÉ ×ÓÅ ÚÁÍËÉ × ÎÏ×ÏÍ

500-Ë×ÁÒÔÉÒÎÏÍ ÄÏÍÅ (×Ù�ÕÝÅÎÎÙÅ ÏÄÎÏÊ ÆÉÒÍÏÊ) ÂÙÔØ ÒÁÚ-

ÎÙÍÉ?

6. æÉÒÍÁ �òÕÓÓËÉÊ ÓÕ×ÅÎÉÒ� ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÁ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ

�ÍÁÒË�ÅÔÉÎÇÁ�, ÞÔÏ ÍÎÏÇÉÅ ÇÒÁÖÄÁÎÅ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÉÍÅÔØ ÎÁ �Á-

ÍÑÔØ ÄÅÓÑÔÉÔÙÓÑÞÎÕÀ ËÕ�ÀÒÕ, ÎÏÍÅÒ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ

Ó ÉÈ ÔÅÌÅÆÏÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. îÏ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÎÅÄÏ-

ÓÔÁÔÏÞÅÎ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉÏÂÒÅÓÔÉ ËÕ�ÀÒÙ ÓÏ ×ÓÅÍÉ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍÉ

ÎÏÍÅÒÁÍÉ. �ÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÆÉÒÍÁ ÎÁÛÌÁ ×ÙÈÏÄ ÉÚ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ.

ëÁËÏÊ?

úÁÎÑÔÉÅ 28 ÆÅ×ÒÁÌÑ 1996

1. ìÀÂÁÑ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ �ÅÒ×ÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ ÌÀÂÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á �ÌÏÝÁÄØ ×ÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ

�ÌÏÝÁÄÉ �ÅÒ×ÏÇÏ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ?

2. ä×ÕÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ�ÉÓÁÌÉ �ÏÄÒÑÄ ÔÒÉ ÒÁÚÁ. (îÁ�ÒÉ-

ÍÅÒ, ÉÚ ÞÉÓÌÁ 67 �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ 676767. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

×ÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, 13 É ÎÁ 111. ðÏÞÅÍÕ?

3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ×ÙÒÅÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÏ ËÒÕÇÏ×, ÓÕÍÍÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 1996?

4. íÙÛËÁ ÇÒÙÚ£Ô ËÕÂ ÓÙÒÁ Ó ÒÅÂÒÏÍ 3, ÒÁÚÂÉÔÙÊ ÎÁ 27

ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ËÕÂÉËÏ×, ËÕÂÉË ÚÁ ËÕÂÉËÏÍ. ëÏÇÄÁ ÍÙÛËÁ ÓßÅÄÁÅÔ

ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÕÂÉË, ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ËÕÂÉËÕ, ÉÍÅÀÝÅ-

ÍÕ ÏÂÝÕÀ ÇÒÁÎØ Ó �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÍÙÛËÁ ÓßÅÓÔØ ×ÅÓØ

ËÕÂ, ËÒÏÍÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÇÏ ËÕÂÉËÁ?

5. éÍÅÅÔÓÑ ËÉÒ�ÉÞ, ËÁÒÁÎÄÁÛ, ÌÉÓÔ ÂÕÍÁÇÉ É ÌÉÎÅÊËÁ Ó

ÄÅÌÅÎÉÑÍÉ. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÎÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÉÒ-

�ÉÞÁ (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ)?

6. íÉÛÁ ÇÏÒØËÏ �ÌÁÞÅÔ: �îÕ �ÏÞÅÍÕ ÍÎÅ ÔÁË ÎÅ �Ï×ÅÚÌÏ Ó

ÄÎ£Í ÒÏÖÄÅÎÉÑ! ñ ÕÖ É ÎÅ �ÏÍÎÀ, ÞÔÏ ÍÎÅ ÄÁÒÉÌÉ × �ÒÏÛÌÙÊ

ÒÁÚ : : : � ÷ Þ£Í ÅÇÏ ÂÅÄÁ?

úÁÎÑÔÉÅ 6 ÍÁÒÔÁ 1996

1. ÷ ÔÕÒÎÉÒÅ �Ï ËÒÅÓÔÉËÁÍ-ÎÏÌÉËÁÍ �Ï ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÅ ÕÞÁÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÌÌÉÏÎ (1 000 000) ÉÇÒÏËÏ×. óËÏÌØËÏ �ÁÒÔÉÊ

24 ÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

ÂÕÄÅÔ ÓÙÇÒÁÎÏ × ÜÔÏÍ ÔÕÒÎÉÒÅ? (÷ ÔÕÒÎÉÒÅ �Ï ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÅ �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÊ ×ÙÂÙ×ÁÅÔ.)

2. íÉÓÔÅÒ É ÍÉÓÓÉÓ óÍÉÔ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ ÓÔÒÅÌËÕ

ÞÁÓÏ× ÎÁ Ä×Á ÉÌÉ ÔÒÉ ÞÁÓÁ ×�ÅÒ£Ä. óÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÅÌËÁ �ÏËÁÚÙ-

×ÁÌÁ 1 ÞÁÓ. �ÏÔ, �ÏÓÌÅ ÞØÅÇÏ ÈÏÄÁ ÓÔÒÅÌËÁ �ÏËÁÚÁÌÁ 5 ÞÁÓÏ×,

ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÏÂÅÄÉÔÅÌÅÍ; ÄÒÕÇÏÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÍ É ÉÄ£Ô

ÇÏÔÏ×ÉÔØ ÞÁÊ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÍÉÓÔÅÒÕ óÍÉÔÕ ÎÅ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÇÏ-

ÔÏ×ÉÔØ ÞÁÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÕÓÔÕ�ÉÔ �ÒÁ×Ï �ÅÒ×ÏÇÏ ÈÏÄÁ ÍÉÓÓÉÓ óÍÉÔ

É ÂÕÄÅÔ ÉÇÒÁÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ?

3. ÷ÏÌÏÄÑ É óÅ×Á �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ �ÉÛÕÔ ËÌÁÄÕÔ ÎÁ �ÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÙÊ ÓÔÏÌ ËÒÕÇÌÙÅ ÍÏÎÅÔÙ (×ÓÅ ÍÏÎÅÔÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù). õÖÅ

ÌÅÖÁÝÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÓÄ×ÉÇÁÔØ ÎÅÌØÚÑ; ËÌÁÓÔØ ÍÏÎÅÔÕ �Ï×ÅÒÈ ÄÒÕ-

ÇÉÈ | ÔÏÖÅ. ëÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÏÌÏÖÉÔØ ÍÏÎÅÔÕ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ

ÎÅ Õ�ÁÌÁ ÓÏ ÓÔÏÌÁ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ðÅÒ×ÙÍ ÈÏÄÉÔ ÷ÏÌÏÄÑ. ëÔÏ

×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

4. îÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ. äÏËÁÖÉÔÅ,

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ A;B É C ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÞÔÏ

A+ B = 2C.

5. äÁÌØÔÏÎÉËÉ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔ �×ÅÔÏ×. íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ �ÏÌØÚÏ-

×ÁÔØÓÑ Ó×ÅÔÏÆÏÒÏÍ? åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ �ÏÞÅÍÕ çáé ÎÅÏÈÏÔÎÏ ×ÙÄÁ£Ô

ÉÍ �ÒÁ×Á?

6. �ÒÉ ÒÁÚÂÏÊÎÉËÁ ÄÅÌÑÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÂÏÌØÛÏÊ �ÉÒÏÇ. ëÁ-

ÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÇ ÂÙ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ �ÉÒÏÇ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ, ÎÏ

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÅÍÕ ÎÅ ÄÏ×ÅÒÑÀÔ. �åÓÌÉ ÂÙ ÎÁÓ ÂÙÌÏ Ä×ÏÅ, | ÇÏ-

×ÏÒÉÔ ÏÄÉÎ ÉÚ ÒÁÚÂÏÊÎÉËÏ×, | ÔÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚÒÅÚÁÌ ÂÙ �ÉÒÏÇ ÎÁ

Ä×Å ÞÁÓÔÉ, Á ×ÔÏÒÏÊ ×ÙÂÒÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ, É ËÁÖÄÙÊ ÂÙÌ

ÂÙ Õ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ.� ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ

ÒÁÚÂÏÊÎÉËÁÍ Ó�ÏÓÏÂ �ÏÄÅÌÉÔØ �ÉÒÏÇ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÂÙÌ

Õ×ÅÒÅÎ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÄÏÓÔÁÌÏÓØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÔÒÅÔÉ.

úÁÄÁÎÉÅ 13 ÍÁÒÔÁ 1996

1. éÚÍÅÎÑÔÓÑ ÌÉ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË, ÅÓÌÉ ÄÅÌÉÍÏÅ É ÄÅÌÉ-

ÔÅÌØ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ × ÔÒÉ ÒÁÚÁ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÎÁ ÛÅÓÔÉ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÉËÁ ÞÉÓÌÁ

ÏÔ 1 ÄÏ 6, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÇÒÁÎÑÈ ÎÅ ÂÙÌÉ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ

(ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÂÙ ÎÁ 2 ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ)?

3. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ 1000 ÔÏÞÅË. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÍÏÖÎÏ



÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ 25

�ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �Ï ËÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ ÎÅ£ ÂÙÌÏ

ÒÏ×ÎÏ 500 ÔÏÞÅË?

4. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÏ (× ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) 10

ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË É 10 ÓÉÎÉÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �ÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ

ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ �ÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË.

5. íÁÈÏ×ÉË �ÏÄ×ÅÛÅÎ ÎÁ Ä×ÕÈ ÎÉÔËÁÈ, ÎÁÍÏÔÁÎÎÙÈ ÎÁ ÏÓØ.

åÇÏ ÏÔ�ÕÓËÁÀÔ, É ÏÎ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ×ÎÉÚ, ÒÁÓËÒÕÞÉ×ÁÑÓØ. äÏÊÄÑ

ÄÏÎÉÚÕ, ÏÎ ÎÁÞÉÎÁÅÔ �ÏÄÎÉÍÁÔØÓÑ ××ÅÒÈ. ðÏÞÅÍÕ?

6. õ äÉÍÙ ÂÙÌÏ 7 ËÁÒÔÏÆÅÌÉÎ, Õ çÒÉÛÉ ÂÙÌÏ 5, Á Õ ñÛÉ

×ÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÙÌÏ. ïÎÉ Ó×ÁÒÉÌÉ ËÁÒÔÏÛËÕ É ÒÁÚÄÅÌÉÌÉ �ÏÌÕ-

ÞÅÎÎÕÀ ÔÀÒÀ �ÏÒÏ×ÎÕ ÎÁ ÔÒÏÉÈ. âÌÁÇÏÄÁÒÎÙÊ ñÛÁ ÄÁÌ äÉÍÅ

Ó çÒÉÛÅÊ 12 ËÏÎÆÅÔ. ëÁË ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÄÅÌÉÔØ ÉÈ �Ï Ó�ÒÁ-

×ÅÄÌÉ×ÏÓÔÉ?

úÁÎÑÔÉÅ 20 ÍÁÒÔÁ 1996

1. óÕÍÍÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÇÏ, ×ÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ É ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÁ 25.

îÁÊÄÉÔÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÍÏÅ.

2. ðÅÒÅÄÎÉÅ �ÏËÒÙÛËÉ Õ Á×ÔÏÍÏÂÉÌÑ ÓÔÉÒÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

25000 ËÍ �ÕÔÉ, Á ÚÁÄÎÉÅ ÞÅÒÅÚ 15000 ËÍ �ÕÔÉ. óËÏÌØËÏ ÍÏÖÎÏ

�ÒÏÅÈÁÔØ, ÅÓÌÉ ×Ï×ÒÅÍÑ �ÏÍÅÎÑÔØ �ÏËÒÙÛËÉ ÍÅÓÔÁÍÉ, ÞÔÏÂÙ

ÏÎÉ ÓÔ£ÒÌÉÓØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ? ÷ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÈ ÎÕÖÎÏ ÍÅ-

ÎÑÔØ? (óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ × �ÅÒÅÄÎÉÈ É ÚÁÄÎÉÈ ËÏÌ£ÓÁÈ ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ

ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÞÁÓÔØ �ÏËÒÙÛËÉ, �ÒÉÞ£Í ÓÔÉÒÁÅÔÓÑ ÏÎÁ ÒÁ×ÎÏ-

ÍÅÒÎÏ.)

3. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË É ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ

ÎÅÇÏ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ×ÉÄÎÁ

�ÅÌÉËÏÍ?

4. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË É ÔÏÞËÕ ×ÎÅ ÎÅ-

ÇÏ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ×ÉÄÎÁ �Å-

ÌÉËÏÍ?

5. îÁ ÓÔÏÌÅ ÌÅÖÁÌÁ ×ÅÒ£×ËÁ (ÂÅÚ ÕÚÌÁ). ì£ÎÑ �ÏÄÏÛÅÌ Ë

ÓÔÏÌÕ, ×ÚÑÌ ×ÅÒÅ×ËÕ ÚÁ ËÏÎ�Ù Ä×ÕÍÑ ÒÕËÁÍÉ, É, ÎÅ ×Ù�ÕÓ-

ËÁÑ ËÏÎ�Ï× ×ÅÒ£×ËÉ ÉÚ ÒÕË, ÚÁ×ÑÚÁÌ ÎÁ ÎÅÊ ÕÚÅÌ. ëÁË ÏÎ ÜÔÏ

ÓÄÅÌÁÌ?

6. óÒÅÄÉ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È ÛËÏÌØÎÉËÏ× 7Á ËÌÁÓÓÁ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ

ÉÇÒÁÅÔ × ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÉÇÒÙ. ðÒÅ�ÏÄÁ×ÁÔÅÌÉ ÒÅÛÉÌÉ ×ÙÇÎÁÔØ

26 ÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

×ÓÅÈ, ËÔÏ ÉÇÒÁÅÔ × ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÅ ÉÇÒÙ. óËÏÌØËÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×

ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÉÔØ?

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 27 ÍÁÒÔÁ 1996 ÇÏÄÁ

÷ÁÒÉÁÎÔ 1

1. îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 40 100 É

Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ (Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ).

2. ëÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÉÎÕÔÎÁÑ É ÞÁÓÏ×ÁÑ ÓÔÒÅÌËÉ × 11

ÞÁÓÏ× 20 ÍÉÎÕÔ?

3. îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,

ÞÔÏ

(n + 2)(n + 3)(n + 5)(n + 7) = 4 158:

4. þÉÓÌÁ a; b; 
; d; e �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ab = 2,

b
 = 3, 
d = 4, de = 5. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ e=a?

5. ëÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Õ×ÅÌÉÞÉÌÉ ÎÁ 3 ÓÍ; ×

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ 39 ÓÍ

2

. îÁÊÄÉÔÅ �Å-

ÒÉÍÅÔÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

6. ëÁË ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÌÉÔËÁÍÉ, ÉÍÅ-

ÀÝÉÍÉ ×ÉÄ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ (ÒÉÓ. 6)? (îÁÒÉÓÕÊ-

ÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÕËÌÁÄËÉ �ÌÉÔ.)

�

�

òÉÓ. 6

�

�

òÉÓ. 7

7. ÷ÅÒ£×ËÕ ÓÌÏÖÉÌÉ �Ï�ÏÌÁÍ, �ÏÔÏÍ ÅÝ£ ÒÁÚ �Ï�ÏÌÁÍ, �Ï-

ÔÏÍ ÓÎÏ×Á �Ï�ÏÌÁÍ, Á �ÏÔÏÍ ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÅÓÔÅ. (òÅ-

ÖÕÔ ÎÅ ÎÁ ÓÇÉÂÅ É ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ÎÉÔÉ.) (Á) óËÏÌØËÏ ËÕÓÏÞËÏ× �Ï-

ÌÕÞÉÌÏÓØ? (Â) ä×Á ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÓÏÞËÏ× ÉÍÅÌÉ ÄÌÉÎÕ 7 ÓÍ É 3 ÓÍ.

ëÁËÏ×Á ÄÌÉÎÁ ×ÅÒ£×ËÉ? õËÁÖÉÔÅ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.

8. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÕÇÏÌ B ÒÁ×ÅÎ 20

Æ

, Á ÕÇÏÌ C ÒÁ-

×ÅÎ 40

Æ

. âÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ AD ÕÇÌÁ A ÒÁ×ÎÁ 2. îÁÊÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ

ÓÔÏÒÏÎ BC-AB. (ðÏÄÓËÁÚËÁ: ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC �ÏÓÔÒÏÊÔÅ ÔÏÞËÕ

E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÇÏÌ AEB ÒÁ×ÅÎ 80

Æ

.)



÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ 27

÷ÁÒÉÁÎÔ 2

1. îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 10 100, ËÏ-

ÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ (Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ).

2. ëÁËÏÊ ÕÇÏÌ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÉÎÕÔÎÁÑ É ÞÁÓÏ×ÁÑ ÓÔÒÅÌËÉ ×

12 ÞÁÓÏ× 20 ÍÉÎÕÔ?

3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (n+ 3)(n + 5)(n + 7)(n + 11) = 4 095 É

ÞÔÏ n | �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÁÊÄÉÔÅ ÅÇÏ.

4. þÉÓÌÁ a; b; 
; d; e �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ab = 3,

b
 = 2, 
d = 4, de = 5. îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a=e.

5. ëÁÖÄÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Õ×ÅÌÉÞÉÌÉ ÎÁ 2Í; ×

ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ Õ×ÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ 28Í

2

. îÁÊÄÉÔÅ �ÅÒÉ-

ÍÅÔÒ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

6. ëÁË ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÌÉÔËÁÍÉ, ÉÍÅ-

ÀÝÉÍÉ ×ÉÄ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ó ÏÔÒÅÚÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ (ÒÉÓ. 7)? (îÁÒÉÓÕÊ-

ÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÕËÌÁÄËÉ �ÌÉÔ.)

7. ÷ÅÒ£×ËÕ ÓÌÏÖÉÌÉ �Ï�ÏÌÁÍ, �ÏÔÏÍ ÅÝ£ ÒÁÚ �Ï�ÏÌÁÍ, �Ï-

ÔÏÍ ÓÎÏ×Á �Ï�ÏÌÁÍ, Á �ÏÔÏÍ ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÍÅÓÔÅ.

(Á) óËÏÌØËÏ ËÕÓÏÞËÏ× �ÏÌÕÞÉÌÏÓØ? (Â) ä×Á ÉÚ ÜÔÉÈ ËÕÓÏÞ-

ËÏ× ÉÍÅÌÉ ÄÌÉÎÕ 9 ÓÍ É 4 ÓÍ. ëÁËÏ×Á ÄÌÉÎÁ ×ÅÒ£×ËÉ? õËÁÖÉÔÅ

×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. (òÅÖÕÔ ÎÅ ÎÁ ÓÇÉÂÅ É ÓÒÁÚÕ ×ÓÅ ÎÉÔÉ.)

8. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÕÇÏÌ B ÒÁ×ÅÎ 40

Æ

, Á ÕÇÏÌ C ÒÁ-

×ÅÎ 20

Æ

, ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÔÏÒÏÎ BC-AC ÒÁ×ÎÁ 4. îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÂÉÓ-

ÓÅËÔÒÉÓÙ ÕÇÌÁ A. (ðÏÄÓËÁÚËÁ: ×ÏÚØÍÉÔÅ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC ÔÏÞËÕ

E, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÇÏÌ AEB ÒÁ×ÅÎ 100

Æ

.)

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 3 Á�ÒÅÌÑ 1996 ÇÏÄÁ

÷ÁÒÉÁÎÔ 1

1. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ) ÎÁÄÏ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ Ë ÞÉÓÌÉÔÅ-

ÌÀ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÄÒÏÂÉ

11

41

, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÔÉÌÁÓØ ×

3
8

?

2. (Á) îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅ-

ÅÓÑ ÎÁ 123. (Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅ-

ÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 123? (ðÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 10 000

ÄÏ 99 999.)

3. á×ÔÏÍÁÔ ÏÔÒÅÚÁÅÔ ÏÔ �ÏÍÅÝ£ÎÎÏÇÏ × ÎÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ �ÒÑ-

ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ ÜÔÏÔ Á×ÔÏÍÁÔ

28 ÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

Ë ÉÍÅ×ÛÅÍÕÓÑ Õ ÎÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÷ÁÓÑ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï×

ÒÁÚÒÅÚÁÌ ÅÇÏ ÎÁ 2 ÂÏÌØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, 3 Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÏÍÅÎØÛÅ É

5 ÍÁÌÅÎØËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÓÍ. ëÁËÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉË Õ ÎÅÇÏ ÂÙÌ?

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÒÉ×ÅÄÑ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ:

(1 + x+ x

2

+ x

3

+ x

4

+ x

5

)(1 + x+ x

2

+ x

3

+ x

4

+ x

5

+ x

6

):

5. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ D, Á ÎÁ

ÓÔÏÒÏÎÅ BC ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ E. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚÏË DE �ÁÒÁÌÌÅÌÅÎ

AB É ÒÁ×ÅÎ �Ï ÄÌÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÕ AD. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ EAB, ÅÓÌÉ

ÕÇÌÙ B É C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 45

Æ

É 60

Æ

.

6. ëÁË ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÌÉÔËÁÍÉ, �Ï-

ËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 8? ðÌÉÔËÉ ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ. (îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÕËÌÁÄËÉ �ÌÉÔÏË.)

òÉÓ. 8 òÉÓ. 9

7. (Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �Å-

ÌÏÅ), �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ 10=21 É 4=15 × ÞÁÓÔÎÏÍ �Ï-

ÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. (Â) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ.

÷ÁÒÉÁÎÔ 2

1. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ) ÎÁÄÏ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ Ë ÞÉÓÌÉÔÅ-

ÌÀ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ ÄÒÏÂÉ

36

91

, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÔÉÌÁÓØ ×

4
9

?

2. (Á) îÁÊÄÉÔÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅ-

ÅÓÑ ÎÁ 213. (Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÅ-

ÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 213? (ðÑÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 10 000

ÄÏ 99 999.)

3. á×ÔÏÍÁÔ ÏÔÒÅÚÁÅÔ ÏÔ �ÏÍÅÝ£ÎÎÏÇÏ × ÎÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ �ÒÑ-

ÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ �ÏÄÒÑÄ ÜÔÏÔ Á×ÔÏÍÁÔ

Ë ÉÍÅ×ÛÅÍÕÓÑ Õ ÎÅÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÷ÁÓÑ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï×

ÒÁÚÒÅÚÁÌ ÅÇÏ ÎÁ 3 ÂÏÌØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, 2 Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÏÍÅÎØÛÅ É



÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ 29

6 ÍÁÌÅÎØËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 ÓÍ. ëÁËÏÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉË Õ ÎÅÇÏ ÂÙÌ?

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ, �ÒÉ×ÅÄÑ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ:

(1+x+x

2

+x

3

+x

4

+x

5

+x

6

+x

7

)(1+x+x

2

+x

3

+x

4

+x

5

):

5. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ D, Á ÎÁ

ÓÔÏÒÏÎÅ AC ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ E. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚÏË DE �ÁÒÁÌÌÅÌÅÎ

BC É ÒÁ×ÅÎ �Ï ÄÌÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÕ EC. îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ ABC, ÅÓÌÉ

ÕÇÌÙ BAC É BCD ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ 55

Æ

É 25

Æ

.

6. ëÁË ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ �ÌÉÔËÁÍÉ, �Ï-

ËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÁ ÒÉÓ. 9? ðÌÉÔËÉ ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ ÄÒÕ-

ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÏÊ. (îÁÒÉÓÕÊÔÅ �ÏÄÒÏÂÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÕËÌÁÄËÉ �ÌÉÔÏË.)

7. (Á) îÁÊÄÉÔÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �Å-

ÌÏÅ), �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ 15=8 É 21=10 × ÞÁÓÔÎÏÍ �Ï-

ÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. (Â) îÁÊÄÉÔÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ.

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 6 Á�ÒÅÌÑ 1996 ÇÏÄÁ

1. ëÁËÉÍ ÄÎ£Í ÎÅÄÅÌÉ ÂÙÌÏ 6 Á�ÒÅÌÑ 1957 ÇÏÄÁ? ÷ ÇÏ-

ÄÕ 365 ÄÎÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ×ÉÓÏËÏÓÎÙÊ (366 ÄÎÅÊ); ×ÉÓÏËÏÓÎÙÅ

ÇÏÄÙ | ÜÔÏ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 4 (ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÙ×ÁÀÔ

ÔÏÌØËÏ × ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÌÅÔÉÊ).

2. ÷ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ABCD �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�Ï-

ÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ AB É CD �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 20

Æ

; �ÒÏ-

ÄÏÌÖÅÎÉÑ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ BC É AD ÔÁËÖÅ �ÅÒÅ-

ÓÅËÁÀÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ × 20

Æ

, äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ä×Á ÕÇÌÁ × ÜÔÏÍ

ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÅ ÒÁ×ÎÙ, Á Ä×Á ÄÒÕÇÉÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ 40

Æ

.

3. ä×ÏÅ �ÌÏ×�Ï× ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÎÁÞÁÌÉ �ÌÙÔØ �Ï 25-ÍÅÔÒÏ-

×ÏÊ ÄÏÒÏÖËÅ ÂÁÓÓÅÊÎÁ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ 1;4Í/Ó É 1;1Í/Ó. äÏ-

�ÌÙ×ÁÑ ÄÏ ËÏÎ�Á ÄÏÒÏÖËÉ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ �ÌÏ×�Ï× �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ

ÎÁÚÁÄ. ëÏÇÄÁ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÙÊ �ÌÏ×Å� ×�ÅÒ×ÙÅ ÏÂÇÏÎÉÔ ÂÏÌÅÅ

ÍÅÄÌÅÎÎÏÇÏ (�ÌÙ×Ñ × ÔÕ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÕ)? îÁ ËÁËÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ

ÏÔ ÍÅÓÔÁ ÓÔÁÒÔÁ ÜÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô?

4. ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ ËÏÌÅÓÏ ËÁÔÉÔÓÑ �Ï ÄÏÒÏÇÅ. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÔÒÁ-

ÅËÔÏÒÉÀ ÅÇÏ ÏÓÉ (ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ × �ÅÎÔÒÅ ËÏÌÅÓÁ). éÚ ËÁËÉÈ

ËÒÉ×ÙÈ ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ?

30 ÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ

5. óÕÍÍÁ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÌÙÈ)

ÒÁ×ÎÁ 10, Á ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÂÏÌØÛÉÍ É ÍÅÎØÛÉÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁ×-

ÎÁ 2. ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ �Ï ×ÅÌÉÞÉÎÅ ÞÉÓÌÏ?

* * *

6. òÅËÁ Ó �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ ÂÅÒÅÇÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÛÉÒÉÎÕ 100

ÍÅÔÒÏ×. îÁ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÂÅÒÅÇÏ× ÒÅËÉ ÅÓÔØ �ÒÉÓÔÁÎØ. åÓÔØ ÏÓÔÒÏ× �ÅÒÉÍÅ-

ÔÒÁ 800 ÍÅÔÒÏ×; ÄÒÕÇÉÈ ÏÓÔÒÏ×Ï× ÎÅÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÌÙÔØ

ÏÔ �ÒÉÓÔÁÎÉ ÄÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÂÅÒÅÇÁ ÒÅËÉ, �ÒÏ�ÌÙ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 300 ÍÅÔÒÏ×

(ÍÉÎÕÑ ÏÓÔÒÏ×).

7. ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ 5 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×, ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ

ÉÍÅÀÔ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÏÂÝÅÍ ÕÇÌÕ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ É ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ,

Á �ÑÔÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÎÅ ÉÍÅÑ Ó ÎÉÍ ÏÂÝÉÈ ËÕÓËÏ×

ÓÔÏÒÏÎ). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 10 Á�ÒÅÌÑ 1996

1. ÷ ËÁËÉÈ �ÒÅÄÅÌÁÈ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÓÕÍÍÁ a + b, ÒÁÚ-

ÎÏÓÔØ a-b, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ a �b É ÞÁÓÔÎÏÅ a=b, ÅÓÌÉ 6 < a < 7

É 2 < b < 3?

2. îÁ ÓÔÏÌÅ × ÒÑÄ ÓÔÏÑÔ ÂÁÎËÉ ÏÂß£ÍÏÍ 1 ÌÉÔÒ, 1=2 ÌÉÔÒÁ,

1=3 ÌÉÔÒÁ, 1=4 ÌÉÔÒÁ, : : : , 1=100 ÌÉÔÒÁ. ðÅÒ×ÁÑ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÎÁ

×ÏÄÙ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÕÓÔÙÅ. éÚ �ÅÒ×ÏÊ ÂÁÎËÉ �ÅÒÅÌÉ×ÁÀÔ ×ÏÄÕ

(ÓËÏÌØËÏ �ÏÍÅÓÔÉÔÓÑ) ×Ï ×ÔÏÒÕÀ, ÚÁÔÅÍ ÉÚ ×ÔÏÒÏÊ × ÔÒÅÔØÀ,

ÉÚ ÔÒÅÔØÅÊ × ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ É Ô. Ä. (ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÛÁÇÅ �ÏÓÌÅÄÎÑÑ

ÂÁÎËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁ�ÏÌÎÅÎÁ ÄÏ×ÅÒÈÕ). óËÏÌØËÏ ×ÏÄÙ ÏËÁÖÅÔÓÑ ×

ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÂÁÎÏË? îÁÊÔÉ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÄÙ × �ÅÒ×ÙÈ 50

ÂÁÎËÁÈ �ÏÓÌÅ ×ÓÅÈ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ.

3. ðÒÏ�ÅÓÓÉÑ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÉÚ �ÕÎËÔÁ á × �ÕÎËÔ â ÓÏ ÓËÏÒÏ-

ÓÔØÀ 5 ËÍ/Þ. ëÁÖÄÙÅ �ÏÌÞÁÓÁ ×ÙÓÙÌÁÀÔÓÑ ÇÏÎ�Ù × �ÕÎËÔ â,

ËÏÔÏÒÙÅ Ä×ÉÖÕÔÓÑ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 20 ËÍ/Þ. ó ËÁËÉÍÉ ÉÎÔÅÒ×Á-

ÌÁÍÉ �ÒÉÂÙ×ÁÀÔ ÇÏÎ�Ù × â?

4. ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ �ÒÕÄ ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÒÏÎÕ 500 ÍÅÔÒÏ×. îÁ ÏÄÎÏÊ

ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ, ÏÔÓÔÏÑÝÁÑ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ 200

ÍÅÔÒÏ× É ÏÔ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÇÌÁ ÎÁ 300 ÍÅÔÒÏ×. îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÔÏÞËÉ, ÄÏ

ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÄÏÊÔÉ, �ÒÏÊÄÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 900 ÍÅÔÒÏ× �Ï ÓÕÛÅ.

éÚ ËÁËÉÈ ËÒÉ×ÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÇÒÁÎÉ�Á �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ ÏÂÌÁÓÔÉ?

5. òÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÅÌÅÎÁ �ÏÒÏ×ÎÕ ÍÅÖÄÕ ÒÁÂÏÔÎÉËÁÍÉ ×

ÂÒÉÇÁÄÅ. ðÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÇÏ ÄÎÑ �ÏÓÞÉÔÁÌÉ, ÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ×Ù-



÷ÅÞÅÒÎÑÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÛËÏÌÁ É ÓÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÑ 31

�ÏÌÎÉÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 30% Ó×ÏÅÊ ÄÏÌÉ | ÔÁËÉÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ 70%

×ÓÅÈ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÈ. ëÏÇÄÁ ÓÔÁÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ, ËÔÏ ×Ù-

�ÏÌÎÉÌ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 70% Ó×ÏÅÊ ÄÏÌÉ | ÔÁËÉÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ 30%

ÒÁÂÏÔÁ×ÛÉÈ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÂÙÔØ Õ×ÅÒÅÎÎÙÍ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÈÏÔÑ

ÂÙ ÔÒÅÔØ ÒÁÂÏÔÙ?

* * *

6. þÅÌÏ×ÅË �ÒÉÅÈÁÌ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀ ÎÁ ÞÁÓ ÒÁÎØÛÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ É ÎÅ ÓÔÁÌ

ÖÄÁÔØ �ÏÓÌÁÎÎÕÀ ÚÁ ÎÉÍ ÍÁÛÉÎÕ, Á �ÏÛ£Ì ÅÊ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ, ×ÓÔÒÅÔÉÌ,

ÓÅÌ É �ÒÉÅÈÁÌ ÎÁ 20 ÍÉÎÕÔ ÒÁÎØÛÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ. óËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÏÎ Û£Ì

�ÅÛËÏÍ? (óËÏÒÏÓÔÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ É ÍÁÛÉÎÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ.)

7. çÒÁÎÉ ËÕÂÁ 2 � 2 � 2 ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÎÅÓËÏÌØËÏ �×ÅÔÏ× (ËÁ-

ÖÄÙÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ | × ÏÄÉÎ ÉÚ �×ÅÔÏ×).

ðÒÉ ÜÔÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÎÁÈÏÄÑ-

ÝÉÅÓÑ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÁÎÑÈ) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ? ëÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �×ÅÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ?

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 13 Á�ÒÅÌÑ 1996 ÇÏÄÁ

1. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; 1996. ÷ÁÓÑ ×Ù-

ÞÅÒËÎÕÌ ËÁÖÄÏÅ ÄÅÓÑÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ (Ô. Å. 10; 20,

30; : : : ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ×ÙÞÅÒËÎÕÌ ËÁÖÄÏÅ ÄÅ×ÑÔÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ

ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, ÚÁÔÅÍ ËÁÖÄÏÅ ×ÏÓØÍÏÅ, ËÁÖÄÏÅ ÓÅÄØÍÏÅ, : : : , ËÁ-

ÖÄÏÅ ×ÔÏÒÏÅ. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ? ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÕÄÅÔ

ÓÔÏÑÔØ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÍÅÓÔÅ?

2. äÏËÁÖÉÔÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:
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3. ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a+b-
)(d-e-f)(g-h+ i)(k+ l+m)

ÒÁÓËÒÙÌÉ ÓËÏÂËÉ. óËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏ× �ÏÌÕÞÉÔÓÑ? ðÅÒÅÄ ÓËÏÌØ-

ËÉÍÉ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ?

4. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ÕÇÏÌ A ÒÁ×ÅÎ 60

Æ

. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÁ ÕÇÌÁ A, ÍÅÄÉÁÎÁ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ B, É

×ÙÓÏÔÁ, Ï�ÕÝÅÎÎÁÑ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ C, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-

ËÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ.
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5. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ËÁÒÔÏÎÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚ-

ÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅËÁÔÙ×ÁÔØ ÞÅÒÅÚ Ò£ÂÒÁ (�ÒÉ �ÅÒÅËÁÔÙ×ÁÎÉÉ ÒÅ-

ÂÒÏ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, Á Ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ

ÓÔÏÒÏÎÕ). ðÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÅÒÅËÁÔÙ×ÁÎÉÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ×ÅÒÎÕÌÓÑ

× ÔÏ ÖÅ ÍÅÓÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎ ÏËÁÚÁÌÓÑ × �ÒÅÖ-

ÎÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (Ô. Å. ×ÓÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÙÈ

ÍÅÓÔÁÈ).

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 17 Á�ÒÅÌÑ 1996 ÇÏÄÁ

1. (Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÒÏÂÅÊ 1=1000 + 1=1001 +

+ 1=1002 + : : :+ 1=1999 + 1=2000 ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=2. (Â) �ÏÔ ÖÅ

×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ 1=1000+1=1001+1=1002+ : : :+1=1995+

+ 1=1996.

2. îÁÊÄÉÔÅ ÓÁÍÏÅ ÂÏÌØÛÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉ ÄÅÌÅ-

ÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÎÁ 57 ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ

ÒÁ×ÎÙÍÉ.

3. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a=b = 
=d. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (a- b)=(a+

+ b) = (
 - d)=(
 + d).

4. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ABC ×ÚÑÌÉ ÔÏÞËÕ D ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ BC,

ÔÏÞËÕ E ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AC É ÔÏÞËÕ F ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ AB. ðÒÉ ÜÔÏÍ

AF = AE, BD = BF É CE = CD. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ \ABC = 20

Æ

.

îÁÊÄÉÔÅ ÕÇÏÌ FED.

5. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË É Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏ-

ÔÏÍ �ÏËÒÁÓÉÌÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ ×ÎÕÔÒØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ-

ÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ 7-ÕÇÏÌØÎÉË?

8-ÕÇÏÌØÎÉË? 13-ÕÇÏÌØÎÉË?

* * *

6. ÷ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ �ÒÉÍÅÒ:

������� ��

��� ��8��

��

��
���

���
0

7. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ 14-ÕÇÏÌØÎÉË × ÚÁÄÁÞÅ 5?
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óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 20 Á�ÒÅÌÑ 1996

1. óÏÂÁËÁ �ÒÅÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÊ�Á, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÉ 40 Ó×ÏÉÈ �ÒÙÖËÏ× ×�ÅÒÅÄÉ ÓÏÂÁËÉ. óÏÂÁËÁ ÄÅÌÁÅÔ 7

�ÒÙÖËÏ× ÚÁ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ, ÞÔÏ ÚÁÑ� | 9, ÎÏ 3 �ÒÙÖËÁ ÓÏ-

ÂÁËÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ 5 �ÒÙÖËÁÍ ÚÁÊ�Á. óËÏÌØËÏ �ÒÙÖËÏ× ÎÁÄÏ

ÓÄÅÌÁÔØ ÓÏÂÁËÅ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÇÎÁÔØ ÚÁÊ�Á?

2. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x É y ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ

x

4

= 37, y

3

= 15. ëÁËÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x É y ÂÏÌØÛÅ É �ÏÞÅÍÕ?

3. ÷ÁÓÑ ÔÒÅÎÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÁÔËÅ. ïÎ �ÏÌÏÖÉÌ ÔÒÉ ÛÁÊÂÙ ×

×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÂØ£Ô �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÛÁÊÂ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ (Ä×ÉÇÁÑÓØ �Ï �ÒÑÍÏÊ) �ÒÏÛÌÁ × ×ÏÒÏÔÁ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÅ

Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ ÛÁÊÂÁÍÉ. íÏÇÕÔ ÌÉ �ÏÓÌÅ 7 ÂÒÏÓËÏ× ×ÓÅ ÔÒÉ

ÛÁÊÂÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ × �ÒÅÖÎÉÈ ÍÅÓÔÁÈ? íÏÇÕÔ ÌÉ ÏÎÉ �ÏÓÌÅ 7

ÂÒÏÓËÏ× ÏËÁÚÁÔØÓÑ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ?

4. äÁÎÙ Ä×Å ÂÕÔÙÌËÉ Ó ÒÁÓÔ×ÏÒÁÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ.

÷ ÏÄÎÏÊ ÂÕÔÙÌËÅ 0;5 ÌÉÔÒÁ, × ÄÒÕÇÏÊ 0;3 ÌÉÔÒÁ. ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ-

×ÙÈ ÓÔÁËÁÎÞÉËÁ ÎÁÌÉÌÉ ÄÏ×ÅÒÈÕ (ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Ó×ÏÅÊ ÂÕÔÙÌËÉ),

�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÒÁÓÔ×ÏÒÙ ×ÌÉÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏ × ÂÕÔÙÌËÉ, �ÏÍÅÎÑ× ÉÈ

ÍÅÓÔÁÍÉ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ × ÏÂÅÉÈ ÂÕÔÙÌËÁÈ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÒÁÓÔ×ÏÒ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÉ. îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÓÔÁËÁÎÞÉËÏ×.

5. ðÅÔÑ É âÏÒÑ ÓÍÏÔÒÑÔ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ ËÕÓÏË �ÞÅÌÉÎÙÈ ÓÏÔ.

óÏÔÙ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×, �ÒÉÍÙËÁÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕ-

ÇÕ ÔÁË, ÞÔÏ × ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. ðÅÔÑ

ÓÞÉÔÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×, âÏÒÑ | ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÛÅ-

ÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ×. õ ËÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ? ÷Ï ÓËÏÌØËÏ

ÒÁÚ (�ÒÉÍÅÒÎÏ)? ðÏÞÅÍÕ?

* * *

6. ðÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ËÁÔÁÀÔ (ÂÅÚ �ÒÏÓËÁÌØÚÙ×ÁÎÉÑ) ËÕÂÉË: ×�ÒÁ-

×Ï { ××ÅÒÈ { ×ÌÅ×Ï { ×ÎÉÚ { ×�ÒÁ×Ï { ××ÅÒÈ { : : : ÷ÅÒÎ£ÔÓÑ ÌÉ ÏÎ × ÉÓ-

ÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ, É ÅÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ ÞÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?

7. ðÏ ËÒÕÇÕ ÓÔÏÑÔ 10 ËÏÒÚÉÎ. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ

n ÑÂÌÏË �Ï ÜÔÉÍ ËÏÒÚÉÎÁÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÑÂÌÏË × ÓÏÓÅÄÎÉÈ

ËÏÒÚÉÎÁÈ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 1?

óÏÂÅÓÅÄÏ×ÁÎÉÅ 26 Á�ÒÅÌÑ 1996 ÇÏÄÁ (ÆÉÚÉËÁ)

1. çÒÕÚ �ÒÉ�Å�ÌÅÎ Ë ÂÅÚÍÅÎÕ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÉÓÉÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ
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ÂÅÚÍÅÎÅ. óËÏÌØËÏ ×ÅÓÉÔ ÇÒÕÚ, ÅÓÌÉ ÂÅÚÍÅÎÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ 300 É

500 ÇÒÁÍÍÏ×?

2. þÔÏÂÙ ÚÁ×ÅÒÎÕÔØ ×ÉÎÔ, ÏÔ×£ÒÔËÕ ËÒÕÔÑÔ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ

ÓÔÒÅÌËÅ. ÷ ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÕÖÎÏ ËÒÕÔÉÔØ ÇÁÊËÕ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ-

×ÅÒÎÕÔØ Å£ ÎÁ ×ÉÎÔ, ÇÏÌÏ×ËÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÍÕÒÏ×ÁÎÁ × ÓÔÅÎÕ | �Ï

ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÉÌÉ �ÒÏÔÉ×?

3. òÅÚÉÎÏ×ÙÊ ÛÁÒÉË �ÁÄÁÅÔ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏ, ËÒÕÔÑÓØ ×ÏËÒÕÇ

ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ ÏÓÉ. ïÔËÌÏÎÉÔÓÑ ÌÉ ÏÎ ÏÔ ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, ËÏÇÄÁ

ÏÔÓËÏÞÉÔ? åÓÌÉ ÄÁ, ÄÏ × ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ?

4. ðÒÉ �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÎÉÉ ÍÁÇÎÉÔÏÆÏÎÎÏÊ ËÁÓÓÅÔÙ �Ì£ÎËÁ Ä×É-

ÖÅÔÓÑ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ (4;77 ÓÍ/Ó). ëÁËÁÑ ÉÚ ×ÔÕÌÏË

ËÁÓÓÅÔÙ ËÒÕÔÉÔÓÑ ÂÙÓÔÒÅÅ | �ÒÉ£ÍÎÁÑ ÉÌÉ �ÏÄÁÀÝÁÑ?

5. ëÁË Ä×ÉÖÅÔÓÑ óÏÌÎ�Å Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÖÉÔÅÌÅÊ àÖÎÏÇÏ

�ÏÌÕÛÁÒÉÑ | ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï ÉÌÉ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï?

6. ÷ �ÑÔÉÒÏÖËÏ×ÏÊ ÌÀÓÔÒÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ×ËÌÀÞÁÔØ ÔÒÉ

É Ä×Á ÒÏÖËÁ (Ä×ÕÍÑ ËÌÁ×ÉÛÁÍÉ ×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÑ). îÁÒÉÓÕÊÔÅ

ÓÈÅÍÕ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÌÀÓÔÒÙ É ×ÙËÌÀÞÁÔÅÌÅÊ Ó ÜÌÅËÔÒÏÓÅÔØÀ,

ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÉÚ �ÏÔÏÌËÁ × ÌÀÓÔÒÕ ÉÄÕÔ 3 �ÒÏ×ÏÄÁ.

7. ðÏÌÏ×ÉÎÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ U-ÏÂÒÁÚÎÏÊ ÔÒÕÂËÉ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁ

×ÏÄÏÊ, �ÏÌÏ×ÉÎÁ| �ÏÄÓÏÌÎÅÞÎÙÍ ÍÁÓÌÏÍ (ÄÏ ÔÏÊ ÖÅ ×ÙÓÏÔÙ).

þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô, ÅÓÌÉ ÏÔËÒÙÔØ ËÒÁÎ ×ÎÉÚÕ ÔÒÕÂËÉ?

8. ÷ÁÓÑ ÚÁËÒÙÌ �ÒÁ×ÙÊ ÇÌÁÚ É ÓÍÏÔÒÉÔ × ÚÅÒËÁÌÏ ÌÅ×ÙÍ. ïÎ

×ÉÄÉÔ ÍÕÈÕ, ÓÉÄÑÝÕÀ ÎÁ ÚÅÒËÁÌÅ, ÎÁ ÆÏÎÅ ÚÁËÒÙÔÏÇÏ �ÒÁ×ÏÇÏ

ÇÌÁÚÁ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ÏÔËÒÙÌ �ÒÁ×ÙÊ ÇÌÁÚ É ÚÁËÒÙÌ ÌÅ×ÙÊ.

îÁ ÆÏÎÅ ÞÅÇÏ ÏÎ ÔÅ�ÅÒØ Õ×ÉÄÉÔ ÍÕÈÕ (ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁÌÁÓØ × ÔÏÊ

ÖÅ ÔÏÞËÅ ÚÅÒËÁÌÁ)? ðÏÞÅÍÕ?

9. ÷ ËÁËÉÈ ÉÚ 8 ÓÌÕÞÁÅ× �ÅÒÅ�ÉÌÉ×ÁÎÉÑ ÔÑÖ£ÌÏÇÏ ÂÒÅ×ÎÁ

ÎÁ Ä×ÕÈ Ï�ÏÒÁÈ (ÒÉÓ. 10) �ÉÌÕ ÂÕÄÅÔ ÚÁÖÉÍÁÔØ?
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òÉÓ. 10

10. ìÙÖÉ ÏÂÙÞÎÏ ÄÅÌÁÀÔ ×ÏÇÎÕÔÙÍÉ (ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÌÙÖÉ �ÒÉ-

�ÏÄÎÉÍÁÅÔÓÑ ÎÁÄ ÚÅÍÌ£Ê, ËÏÇÄÁ ËÏÎ�Ù ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÚÅÍÌÅ), �ÒÉ

ÜÔÏÍ ÓÒÅÄÎÀÀ ÞÁÓÔØ ÌÙÖÉ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÍÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÁÚØÀ, �ÒÉ-

ÌÉ�ÁÀÝÅÊ Ë ÓÎÅÇÕ, Á ËÏÎ�Ù | ÍÁÚØÀ, ÈÏÒÏÛÏ ÓËÏÌØÚÑÝÅÊ �Ï

ÓÎÅÇÕ. úÁÞÅÍ ×Ó£ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ?



úÁÄÁÞÉ 1996 { 1997 ÇÏÄÁ

ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. þÁÓÔØ ÉÚ

ÎÉÈ ÂÙÌÁ × ÌÉÓÔÏÞËÁÈ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×ÙÄÁ×ÁÌÉÓØ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ×

ÉÎÄÉ×ÉÄÕÁÌØÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ �ÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÒËÉ ×ÓÅÈ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÙÈ

ÚÁÄÁÞ É ÎÉËÁË ÎÅ ÒÅÇÉÓÔÒÉÒÏ×ÁÌÉÓØ.

þÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ

1. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÎ�Ù

ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 17 É 33.

2. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞÅË, ÄÅÌÑÝÉÈ ÏÔÒÅÚÏË [-1; 4℄ ×

ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 3 É 3 : 4.

3. �ÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x ÓÄ×ÉÎÕÌÉ ÎÁ 5 ÅÄÉÎÉ� ×�ÒÁ×Ï.

ëÁËÏ×Á Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÅ�ÅÒØ?

4. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x

2

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÁ×ÅÅ

ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x?

5. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÎ�Ù

ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x É y.

6. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÔÏÞËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x-

- 1=3 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

7. : : : x=2 | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

8. : : : 2x | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ.

9. : : : x- 2 6 2x.

10. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÔÅ ÔÏÞËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

ÓÒÅÄÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×

x > 1; x > 2; : : : ; x > 9; x > 10

ÒÏ×ÎÏ ÔÒÉ ×ÅÒÎÙÈ.

11. : : : Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÎÙÈ.

12. þÔÏÂÙ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔØ Ä×ÏÊËÕ �Ï ÕÓÔÎÏÍÕ ÓÞ£ÔÕ, �ÅÒ×Ï-

ËÌÁÓÓÎÉË ÷ÁÓÑ �ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÍÑ ÌÉÎÅÊËÁÍÉ,

�ÒÉÌÏÖÅÎÎÙÍÉ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ (ÒÉÓ. 11). ëÁË ÏÎ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔ?

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

òÉÓ. 11
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* * *

13. �ÏÞËÉ A É B ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a É b. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ

ÔÏÞËÉ C, ÄÅÌÑÝÅÊ ÏÔÒÅÚÏË AB × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 2 : 3.

14. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÔÅ ÔÏÞËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(x- 1)(x- 2) : : : (x- 9)(x- 10) > 0:

15. ìÉÎÅÊËÕ �Ï×ÅÒÎÕÌÉ ÎÁ 180

Æ

É �ÒÉÌÏÖÉÌÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÔÁËÏÊ

ÖÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÏÞËÁ 4 ÎÉÖÎÅÊ ÌÉÎÅÊËÉ ÓÏ×�ÁÌÁ Ó ÔÏÞËÏÊ 7 ×ÅÒÈÎÅÊ,

Á ÔÏÞËÁ 5 ÎÉÖÎÅÊ ÓÏ×�ÁÌÁ Ó ÔÏÞËÏÊ 6 ×ÅÒÈÎÅÊ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

ÎÁ�ÒÏÔÉ× ÞÉÓÌÁ 10 ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ ÌÉÎÅÊËÅ? îÁ�ÒÏÔÉ× ÞÉÓÌÁ x ÎÁ ÎÉÖÎÅÊ

ÌÉÎÅÊËÅ?

16. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x

2

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÁ×ÅÅ ÔÏÞËÉ

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ x?

17. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÓÄ×ÉÎÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ,

ÅÓÌÉ ÏÄÉÎ ÅÇÏ ËÏÎÅ� ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÅÎ, Á ×ÔÏÒÏÊ ÓÄ×ÉÎÕÌÓÑ ÎÁ 3 ÅÄÉÎÉ�Ù?

18. îÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ A;B; C;D. ðÅÔÑ ÎÁÛÅÌ

ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AB É CD, ÓÏÅÄÉÎÉÌ ÉÈ ÏÔÒÅÚËÏÍ É ×ÚÑÌ ÓÅÒÅÄÉÎÕ

ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ. ÷ÁÓÑ ÓÄÅÌÁÌ ÔÏ ÖÅ Ó ÏÔÒÅÚËÁÍÉ AC É BD. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ðÅÔÑ É ÷ÁÓÑ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÔÏÞËÕ.

19. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, × ÄÅÓÑ-

ÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ �ÉÆÒÁ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ ÒÁ×ÎÁ 3.

20. îÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ 0 É 1.

òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÔÍÅÔÉÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÕ ÏÔÒÅÚËÁ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ËÏÎ�Ù ÕÖÅ ÏÔÍÅ-

ÞÅÎÙ. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÏÔÍÅÔÉÔØ ÔÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÏÊ 1=3?

áÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ

áÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ (ÉÌÉ ÍÏÄÕÌÅÍ) ÞÉÓÌÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÓÁÍÏ x, ÅÓÌÉ x > 0, É ÞÉÓÌÏ -x, ÅÓÌÉ x < 0. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: jxj.

(îÁ�ÒÉÍÅÒ, j2j = j - 2j = 2.)

1. äÉÍÁ ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ j-aj �ÒÉ a < 0 ÒÁ×ÎÏ a, Á ÷ÏÌÏÄÑ |

ÞÔÏ -a. ëÔÏ ÉÚ ÎÉÈ �ÒÁ×?

2. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

jxj > 1.

3. ëÁË ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ

Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x É y, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÎÁË ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ?

4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ jxj = 5, jyj = 3. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ

�ÒÉÎÉÍÁÔØ jx+ yj? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ jx- yj É jx � yj.
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5. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

jx- 5j 6 3.

6. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

jx+ 1j + jx+ 2j = 1.

7. �ÏÞËÉ A É B ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 1 É 7. îÁÊÔÉ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÕ ÔÏÞËÉ C, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AC × �ÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ ÂÏÌØÛÅ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ BC. (õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ.)

8. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

2jx- 1j = 3jx- 7j:

9. ðÏÞÅÍÕ × ÚÁÄÁÞÁÈ 7 É 8 ÏÔ×ÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÊ?

* * *

10. îÁÊÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÂÕË×Ù x É y, ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ

Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É ÚÎÁËÉ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÎÏ

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ x É y.

11. äÁÎÙ Ä×Á ÞÉÓÌÁ a É b. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ a 6 b, -a 6 b É jaj 6 b Ä×Á ×ÅÒÎÙÈ É ÏÄÎÏ ÎÅ×ÅÒÎÏÅ?

12. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ x + y + z + t + u, ÅÓÌÉ

jxj = 1, jyj = 2, jzj = 4, jtj = 8, juj = 16?

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

jx- zj 6 jx- yj + jy- zj

�ÒÉ ÌÀÂÙÈ x, y É z.

14. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ jx+ 2j 6 3, jx- 4j 6 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jxj 6 1.

15. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

jx- 1j + jx- 2j + jx- 3j + jx- 4j + jx- 5j + jx- 6j:

ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÏÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ?

16. îÁ �ÒÑÍÏÍ ÛÏÓÓÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁ×ÎÙÅ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÓÔÏÑÔ 6 ÄÏÍÏ×.

çÄÅ ÎÕÖÎÏ ×ÙÒÙÔØ ËÏÌÏÄÅ�, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ×ÓÅÈ

ÄÏÍÏ× ÄÏ ËÏÌÏÄ�Á ÂÙÌÏ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ? á ÅÓÌÉ �ÒÏÍÅÖÕÔËÉ

ÍÅÖÄÕ ÄÏÍÁÍÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ?

17. ðÏ ËÒÕÇÕ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ 7 ËÏÒÏÂËÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ 19,

9, 26, 8, 18, 11, 14 Ó�ÉÞÅË (ÓÞÉÔÁÑ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ). úÁ ÏÄÉÎ

ÛÁÇ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÏÖÉÔØ Ó�ÉÞËÕ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÒÏÂËÁ × ÓÏÓÅÄÎÉÊ.

ëÁËÏÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÒÁ×ÎÑÔØ ÞÉÓÌÏ

Ó�ÉÞÅË ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÒÏÂË�ÁÈ?
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18. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ jx + 2yj 6 4, jx + yj 6 3. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ x?

19. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÖËÅ ÓÔÏÑÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. ÷ÄÏÌØ ÎÅ£

ÈÏÄÉÔ ÕÞÉÔÅÌØ ÆÉÚËÕÌØÔÕÒÙ. ðÏ ÓÉÇÎÁÌÕ �èÏ�!� ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÛËÏÌØÎÉ-

ËÏ× ÂÅÖÉÔ Ë ÔÏÍÕ ÍÅÓÔÕ, ÇÄÅ ÓÔÏÉÔ ÕÞÉÔÅÌØ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ ÎÁ

Ó×Ï£ ÍÅÓÔÏ. �ÁË �Ï×ÔÏÒÑÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÉÂÏÌØ-

ÛÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �ÒÏÂÅÖÁÌ ÏÄÉÎ ÉÚ Ä×ÕÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÛËÏÌØÎÉËÏ×.

20. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

jjjjx- aj - bj - 
j - dj = e

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ a; b; 
; d; e?

21. ðÏ ËÒÕÇÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ 30 ÞÉÓÅÌ. íÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÚÁ�ÉÓÁ-

ÌÉ ÍÏÄÕÌØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, Á ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÔ£ÒÌÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï-

ÌÕÞÅÎÎÙÅ 30 ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù Ó ÒÁ×ÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

ãÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ

ãÅÌÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ �ÅÌÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÅ x. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: [x℄. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄ =

= 2, [3;1℄ = 3, [-2℄ = -2, [-3;1℄ = -4.)

äÒÏÂÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ x-[x℄. ïÂÏ-

ÚÎÁÞÅÎÉÅ: fxg

�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, x = [x℄ + fxg, �ÒÉÞ£Í 0 6 fxg < 1 ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x.

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÔÏÞËÉ x, �ÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ Þ£ÔÎÁ.

2. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÔÏÞËÉ x, ÄÒÏÂÎÁÑ ÞÁÓÔØ

ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ 1=3.

3. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ [x℄ + [-x℄?

4. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ fxg+ f-xg?

5. ÷ÁÓÑ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ [x℄ = 3, [y℄ = 4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ Õ ÎÅÇÏ

ÄÁÎÎÙÈ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ [x+ y℄?

6. ÷ÁÓÑ ÚÎÁÅÔ, ÞÔÏ fxg = 0;3, fyg = 0;4. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉ Õ

ÎÅÇÏ ÄÁÎÎÙÈ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ fx+ yg?

7. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÔÅ ÞÉÓÌÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

[x℄ = [x+ 2=3℄.

* * *

8. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÄÎÉ ÎÅÄÅÌÉ ÏÔ ×ÏÓËÒÅÓÅÎØÑ ÄÏ ÓÕÂÂÏÔÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 0,
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1; 2; : : : ; 6, ÷ÁÓÑ �ÒÉÄÕÍÁÌ ÆÏÒÍÕÌÕ

ÄÅÎØ ÎÅÄÅÌÉ = 7 � fÞÉÓÌÏ=7g;

ËÏÔÏÒÁÑ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÑ�Á ÂÙÌÏ �ÏÎÅÄÅÌØÎÉËÏÍ. ëÁË

ÎÁÄÏ Å£ ÉÚÍÅÎÉÔØ, ÅÓÌÉ �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÑ�Á ÂÙÌÏ �ÑÔÎÉ�ÅÊ?

9. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ×ÅÒÎÙ ÆÏÒÍÕÌÙ [[x + y℄ + z℄ = [x + [y + z℄℄ É

ffx+ yg + zg = fx + fy+ zgg?

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [[x=y℄=z℄ = [x=(yz)℄ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ �ÅÌÙÈ x; y; z.

11. îÁ�ÉÓÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÂÕË×Õ x, ÞÉÓÌÁ, Ï�ÅÒÁ�ÉÀ

×ÚÑÔÉÑ �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ É ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ

ÂÙ ÂÌÉÖÁÊÛÅÍÕ Ë x �ÅÌÏÍÕ ÞÉÓÌÕ (ÌÀÂÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÉÈ Ä×Á).

12. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ Ä×ÕÈ

�ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ (ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÏÌÖÎÙ ÉÓ�ÏÌØ-

ÚÏ×ÁÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ É ÚÎÁË �ÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ).

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (�ÒÉ ×ÓÅÈ x)

[x℄ + [x +

1

n

℄ + [x +

2

n

℄ + : : :+ [x +

n-1

n

℄ = [nx℄:

14. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ x, ÞÔÏ [x℄ + [2x℄ + [3x℄ + [4x℄ = 99?

15. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

[

p

1℄ + [

p

2℄ + [

p

3℄ + : : : + [

p

10000℄:

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

[

35

23

℄ + [2 �

35

23

℄ + [3 �

35

23

℄ + : : : + [22 �

35

23

℄ =

= [

23

35

℄ + [2 �

23

35

℄ + [3 �

23

35

℄ + : : :+ [34 �

23

35

℄:

�ÏÖÄÅÓÔ×Á

1. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ (a+b)

2

= a

2

+2ab+b

2

,

ÓÌÏÖÉ× Ë×ÁÄÒÁÔ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a+b ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a,

Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ b É Ä×ÕÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ

a É b.

2. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ a

2

-b

2

= (a+b)(a-b),

ÒÁÚÒÅÚÁ× Ë×ÁÄÒÁÔ a�a Ó ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ b�b ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ,

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a-b

É a+ b. (äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÇÏ ÒÁÚÒÅÚÁ.)

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (a+b)

2

-(a-b)

2

= 4ab. ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ?

40 úÁÄÁÞÉ 1996{ 1997 ÇÏÄÁ

4. åÓÌÉ Ë �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈ-

ÓÑ ÎÁ 2, �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 4 � 6+ 1 = 5

2

). ðÏÞÅÍÕ?

ðÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÜÔÏ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ 1, ËÏÔÏÒÏÅ

ÎÅÌØÚÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÅÎØÛÉÈ �ÅÌÙÈ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

5. ðÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÓÌÅ Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÑ ÎÁ 1 ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÔÏÞ-

ÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 999 991 ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ (Ô. Å. ÎÅ �ÒÏÓÔÏÅ).

7. îÁÊÔÉ (a + b + 
)(a + b - 
), (a + b + 
)(a - b + 
),

(a + b - 
)(a - b + 
) (ÎÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ ÂÕÍÁÇÏÊ ÄÌÑ �ÒÏÍÅÖÕ-

ÔÏÞÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ).

8. ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a+b-
)(d-e-f)(g-h+ i)(k+ l+m)

ÒÁÓËÒÙÌÉ ÓËÏÂËÉ. óËÏÌØËÏ ÞÌÅÎÏ× �ÏÌÕÞÉÔÓÑ? ðÅÒÅÄ ÓËÏÌØ-

ËÉÍÉ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÚÎÁË ÍÉÎÕÓ?

* * *

9. ÷ ÓÔÒÏËÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÔÏÞÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÙ: 1; 4; 9; 16; : : : ðÏÄ ËÁ-

ÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÁ�ÉÓÁÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ: 4- 1 = 3, 9 - 4 = 5,

16- 9 = 7 É Ô. Ä. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÎÁ 2.

10. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ (a+ b)

3

É Ï�ÉÓÁÔØ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ

ÅÊ ÒÁÚÒÅÚÁÎÉÅ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ a+ b.

11. ÷ ÓÔÁÒÉÎÕ, ËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÙÌÏ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏ×, ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏÇÏ ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÔÁÂÌÉ�Ù �ÞÅÔ×ÅÒÔÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×�, ËÏÔÏÒÙÅ

ÕËÁÚÙ×ÁÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ x

2

=4 ÄÌÑ 0; 1; 2; 3; : : : ëÁË ×Ù�ÏÌÎÉÔØ ÕÍÎÏÖÅ-

ÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù (É ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÔÁ-

ÎÉÊ)?

12. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ

(1+ x)(1 + x

2

)(1+ x

4

)(1+ x

8

)(1+ x

16

):

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÕÂÏ× Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ

ÓÌÕÞÁÑ 1

3

+ 1

3

= 2).

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ �ÅÌÏÍ n ÞÉÓÌÏ n

2

+n ÎÅ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÞÎÙÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ.

15. þÅÔÙÒÅ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÌÉ É Ë �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÒÉÂÁ×ÉÌÉ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ.
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16. îÁÚÏ×£Í �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×É-

ÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, 5 ÈÏÒÏÛÅÅ, ÔÁË ËÁË

5 = 2

2

+ 1

2

, Á 3 | ÎÅÔ.) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÄ×ÏÉ× ÈÏÒÏÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÙ

ÓÎÏ×Á �ÏÌÕÞÉÍ ÈÏÒÏÛÅÅ ÞÉÓÌÏ.

17. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÈÏÒÏÛÉÈ

ÞÉÓÅÌ ×ÓÅÇÄÁ ÈÏÒÏÛÅÅ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ

1
1

+

1
2

+ : : :+

1

n

+

1

1 � 2

+

1

1 � 3

+ : : :+

+

1

1 � n

+ : : :+

1

(n- 1)n

+

1

1 � 2 � 3

+ : : : +

1

1 � 2 � 3 : : : n

(× ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÈ ÓÔÏÑÔ ×ÓÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ n, × ËÏÔÏÒÙÈ

ÞÉÓÌÁ ÎÅ �Ï×ÔÏÒÑÀÔÓÑ) ÒÁ×ÎÁ n.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ hx; yi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

1. x = y;

2. x > y;

3. x = 1;

4. xy = 0;

5. x+ y = 0;

6. x+ y = 1;

7. x

2

= y

2

;

8. jxj = jyj;

9. [x℄ = [y℄;

10. fxg = fyg;

11. jx- 1j < 1=3;

12. x

2

+ y

2

= 0;

13. y = 2x;

14. (x- y)(x + y)(y - 2x) = 0;

15. (x- y)(x + y)(y - 2x) > 0;

16. x

2

+ y

2

= 2xy;

17. max(x; y) 6 2 (ÚÄÅÓØ max(x; y) | ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÉÚ ÞÉ-

ÓÅÌ x É y);

18. max(x; y) > 2;

19. ÔÏÞËÁ 1 ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ x É y;
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20. x(x- 1)(x - 2)y(y - 1)(y - 2) = 0;

21. x(x- 1)(x - 2)y(y - 1)(y - 2) > 0.

* * *

22. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ h0; 0i, h3; 5i É

h5; 8i. ëÁËÏ×Á ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ?

23. ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÀÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ h5; 0i É h0; 2i.

ëÁËÏ×Ù ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ?

24. �ÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ hx; yi �Ï×ÅÒÎÕÌÉ ÎÁ 90

Æ

×ÏËÒÕÇ ÔÏÞ-

ËÉ h0; 0i �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÁÊÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÊÓÑ

ÔÏÞËÉ.

25. �ÏÞËÕ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ hx; yi ÏÔÒÁÚÉÌÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX, ÏÓÉ OY É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ x = y. îÁÊÔÉ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÒ£È �ÏÌÕÞÉ×ÛÉÈÓÑ ÔÏÞÅË.

26. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÅ ÔÏÞËÉ hx; yi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (Á) x+x

2

= y+y

2

;

(Â) x + x

3

= y+ y

3

; (×) x+ jxj = y+ jyj.

þÅÔÎÙÅ É ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

1. ëÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000| Þ£ÔÎÙÈ

ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ?

2. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁË ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÚÎÁËÉ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ

�1� 2� 3� : : :� 9� 10;

ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÎÕÌØ?

3. ðÏÞÅÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅÞ£ÔÎÏ?

4. úÁ�ÏÌÎÉÔØ �ÔÁÂÌÉ�Õ ÓÌÏÖÅÎÉÑ�

þ î

þ þ

î

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÌÅ×ÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ËÌÅÔËÅ ÓÔÏÉÔ ÂÕË×Á þ, ËÏÔÏÒÁÑ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Þ£ÔÎÁ). ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ?

5. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÓÕÍÍÁ

1 + 2 + 3 + : : :+ n

Þ£ÔÎÁ?
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6. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÓÕÍÍÁ

1

2

+ 2

2

+ 3

2

+ : : :+ n

2

Þ£ÔÎÁ?

7. íÏÖÅÔ ÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ, ÎÏ ÎÅ

ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 4?

* * *

8. ðÒÉÄÑ ÕÔÒÏÍ × ËÌÁÓÓ, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÛËÏÌØÎÉËÏ× �ÏÖÁÌÉ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÕ ÒÕËÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ÓÄÅÌÁ×ÛÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÕËÏ�ÏÖÁÔÉÊ, Þ£ÔÎÏ.

9. ÷ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ 25 ÞÅÌÏ×ÅË. ëÁÖÄÙÊ ÕÞÁÓÔÎÉË �Ï-

ÌÕÞÉÌ ÔÒÏÊËÕ, ÞÅÔ×£ÒËÕ ÉÌÉ �ÑÔ£ÒËÕ, �ÒÉÞ£Í ÓÒÅÄÎÉÊ ÂÁÌÌ ÏËÁÚÁÌÓÑ

ÒÁ×ÅÎ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× �ÏÌÕÞÉÌ ÞÅÔ×£ÒËÕ.

10. ðÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ. óÒÅÄÉ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÊ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÞÉÓÅÌ ÒÏ×ÎÏ 5 ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ

ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÏ 0.

11. îÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 7�7 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÏ 25 ÛÁÛÅË, �ÒÉÞÅÍ ÉÈ

ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÛÁÛÅË ÓÔÏÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ.

12. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÛÁÛÅË

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÅÉÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÔÏ × �ÅÎ-

ÔÒÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÓÔÏÉÔ ÛÁÛËÁ.

13. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ 99 ÄÕÇ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ 3 ÉÍÅ-

ÀÔ ÄÌÉÎÕ 3 ÓÍ, ÅÝ£ 3 ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 2 ÓÍ, É ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ 3 ÉÍÅÀÔ ÄÌÉ-

ÎÕ 1 ÓÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÉÚ ÔÏÞÅË ÄÅÌÅÎÉÑ ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ

�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙ.

14. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ ×ÓÅ 11 ÓÔÏÒÏÎ ÎÅ×Ù�ÕËÌÏÇÏ

11-ÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ)?

15. íÏÇÕÔ ÌÉ 9 ÛÅÓÔÅÒ£ÎÏË, Ó�Å�ÌÅÎÎÙÈ �Ï ËÒÕÇÕ, ×ÒÁÝÁÔØÓÑ?

16. ÷ÓÅ ËÏÓÔÉ ÄÏÍÉÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÌÉ × �Å�Ø. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ËÏÎ-

�ÁÈ �Å�É ÓÔÏÑÔ ÒÁ×ÎÙÅ �ÉÆÒÙ.

17. õÌÉÔËÁ ËÁÖÄÙÅ 15 ÍÉÎÕÔ �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÎÁ 90

Æ

(Á × �ÒÏ-

ÍÅÖÕÔËÁÈ �ÏÌÚ£Ô �Ï �ÒÑÍÏÊ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ×

ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÏ×.

18. îÁ �ÒÑÍÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ 11 ÔÏÞÅË, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ

ÎÉÈ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ A ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÎÉÈ ÄÏ ÄÒÕÇÏÊ

ÔÏÞËÉ B. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ 11 ÔÏÞÅË ÌÅÖÉÔ ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ AB.
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19. úÁ ËÒÕÇÌÙÍ ÓÔÏÌÏÍ ÓÉÄÑÔ 25 ÍÁÌØÞÉËÏ× É 25 ÄÅ×ÏÞÅË. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Õ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÉÄÑÝÉÈ ÏÂÁ ÓÏÓÅÄÁ | ÍÁÌØÞÉËÉ.

20. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÂÅÚ ËÌÅÔÏË a1 É h8

ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ 1� 2?

21. �ÒÉ ËÕÚÎÅÞÉËÁ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÉÇÒÁÀÔ × ÞÅÈÁÒÄÕ. ëÁÖÄÕÀ ÓÅËÕÎÄÕ

ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÅÔ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÎÏ ÎÅ ÞÅÒÅÚ Ä×ÕÈ). äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÌØËÏ ÞÅÒÅÚ

Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÅËÕÎÄ.

22. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : ; 57. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅ-

ÎÉÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÉÈ ÓÕÍÍÕ ÉÌÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ, �ÏËÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ

ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÙÔØ ÎÕÌ£Í?

23. ðÏ ËÒÕÇÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 4 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁ. íÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×Õ-

ÍÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, Á ÉÓÈÏÄÎÙÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÓÔÉÒÁÀÔ. �ÁË �Ï×ÔÏÒÑÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ

�ÏÚÄÎÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ.

24. (ìÅÍÍÁ û�ÅÒÎÅÒÁ) �ÒÅÕÇÏÌØÎÉË ëçâ (ÒÉÓ. 12) ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ

ÍÅÎØÛÉÅ, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏËÒÁÛÅÎÙ × ËÒÁÓÎÙÊ, ÇÏÌÕÂÏÊ É ÂÅÌÙÊ

�×ÅÔÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ë | ËÒÁÓÎÁÑ, ç | ÇÏÌÕÂÁÑ É

â | ÂÅÌÁÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ çâ ÌÉÂÏ

ÇÏÌÕÂÙÅ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ, ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ ëâ | ÌÉÂÏ ËÒÁÓÎÙÅ, ÌÉÂÏ ÂÅÌÙÅ,

ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ çë | ÌÉÂÏ ÇÏÌÕÂÙÅ, ÌÉÂÏ ËÒÁÓÎÙÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÌÅÎØËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÓÅÈ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×

É ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÔÒ£È�×ÅÔÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

r r r r r r

r r r r r

r r r r

r r r

r r
r

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

ç

ë
â

òÉÓ. 12

çÒÁÆÉËÉ Ä×ÉÖÅÎÉÊ

1. îÁ ÇÒÁÆÉËÅ (ÒÉÓ. 13) ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Á×ÔÏÂÕÓÁ,

ÓÄÅÌÁ×ÛÅÇÏ �Ï �ÕÔÉ ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ. ëÏÇÄÁ Á×ÔÏÂÕÓ ÅÈÁÌ ÂÙÓÔÒÅÅ |

ÄÏ ÉÌÉ �ÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ?

2. ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÔÏÞËÁÍÉ, ×ÔÏ-

ÒÏÊ | Ó�ÌÏÛÎÏÊ ÌÉÎÉÅÊ (ÒÉÓ. 14). þÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ ÎÁ ÄÏ-

ÒÏÇÅ?
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-

6

×ÒÅÍÑ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ

�

�

�

�

�

òÉÓ. 13

-

6

-

6

-

6

-

6

òÉÓ. 14

3. îÁ ËÁËÉÈ ÇÒÁÆÉËÁÈ (ÒÉÓ. 15) ÍÁÛÉÎÁ ÕÓËÏÒÑÅÔÓÑ (Õ×Å-

ÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ), Á ÎÁ ËÁËÉÈ | ÚÁÍÅÄÌÑÅÔÓÑ?

-

6

-

6

-

6

-

6

òÉÓ. 15

4. îÁ ÇÒÁÆÉËÁÈ (ÒÉÓ. 16) �ÏËÁÚÁÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ×ÙÓÏÔÙ

×ÏÄÙ × ÂÏÞËÅ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ. ÷ÏÄÁ ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ × ÂÏÞËÕ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÅÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕ ÂÏÞËÉ.

-

6

-

6

-

6

-

6

òÉÓ. 16

5. íÁÛÉÎÁ �ÒÏÅÈÁÌÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v,

Á ×ÔÏÒÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ | ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ w. ëÁËÏ×Á Å£ ÓÒÅÄÎÑÑ

ÓËÏÒÏÓÔØ?

6. íÁÛÉÎÁ �ÒÏÅÈÁÌÁ �ÏÌÏ×ÉÎÕ �ÕÔÉ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v, Á ×ÔÏ-

ÒÕÀ �ÏÌÏ×ÉÎÕ ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ w. ëÁËÏ×Á Å£ ÓÒÅÄÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔØ?
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7. âÁÓÓÅÊÎ ÒÁÚÄÅÌ£Î �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÁÍÉ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ,

Ë ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÄ£Ô Ó×ÏÑ ÔÒÕÂÁ. ðÅÒ×ÁÑ �ÏÌÏ×ÉÎÁ ÚÁ-

�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÚÁ t ÞÁÓÏ×, ×ÔÏÒÁÑ| ÚÁ u ÞÁÓÏ×. úÁ ÓËÏÌØËÏ ×ÒÅÍÅÎÉ

ÎÁ�ÏÌÎÑÔ ÂÁÓÓÅÊÎ ÏÂÅ ÔÒÕÂÙ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÇÏÒÏÄËÕ ÓÎÑÔØ?

8. éÄÑ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÔÒÁÍ×ÁÑÍ, �ÅÛÅÈÏÄ ×ÓÔÒÅÞÁÌ ÉÈ ËÁÖÄÙÅ

5 ÍÉÎÕÔ, ÉÄÑ × ÏÄÎÕ Ó ÎÉÍÉ ÓÔÏÒÏÎÕ | ËÁÖÄÙÅ 7. ëÁË ÞÁÓÔÏ

ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÉÈ ×ÓÔÒÅÞÁÔØ, ÓÔÏÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ? (�ÒÁÍ×ÁÉ Ä×ÉÖÕÔÓÑ Ó �Ï-

ÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ. óËÏÒÏÓÔØ

�ÅÛÅÈÏÄÁ ÔÁËÖÅ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ.)

9. þÅÌÏ×ÅË �ÒÉÅÈÁÌ ÎÁ ÓÔÁÎ�ÉÀ ÎÁ ÞÁÓ ÒÁÎØÛÅ ÏÂÙÞÎÏÇÏ

É ÎÅ ÓÔÁÌ ÖÄÁÔØ �ÏÓÌÁÎÎÕÀ ÚÁ ÎÉÍ ÍÁÛÉÎÕ, Á �ÏÛ£Ì ÅÊ ÎÁ-

×ÓÔÒÅÞÕ, ×ÓÔÒÅÔÉÌ, ÓÅÌ É �ÒÉÅÈÁÌ ÎÁ 20 ÍÉÎÕÔ ÒÁÎØÛÅ ÏÂÙÞ-

ÎÏÇÏ. óËÏÌØËÏ ÍÉÎÕÔ ÏÎ Û£Ì �ÅÛËÏÍ? (óËÏÒÏÓÔÉ ÞÅÌÏ×ÅËÁ É

ÍÁÛÉÎÙ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ.)

* * *

10. ä×Á �ÅÛÅÈÏÄÁ ×ÙÛÌÉ ÎÁ×ÓÔÒÅÞÕ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ

ÉÚ �ÕÎËÔÏ× á É â. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÄ£Ô Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ,

É ÄÏÊÄÑ ÄÏ ËÏÎ�Á ÄÏÒÏÇÉ, �Ï×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÒÁÔÎÏ. ðÅÒ×ÙÊ ÒÁÚ ÏÎÉ

×ÓÔÒÅÔÉÌÉÓØ ÞÅÒÅÚ ÞÁÓ �ÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌÁ Ä×ÉÖÅÎÉÑ. ëÏÇÄÁ ÏÎÉ ×ÓÔÒÅÔÑÔÓÑ

×Ï ×ÔÏÒÏÊ ÒÁÚ?

11. ÷ÏÄÁ ×ÙÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÉÌÉÎÄÒÉÞÅÓËÏÊ ÂÏÞËÉ ÞÅÒÅÚ ÄÙÒËÕ ×

ÄÎÅ. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÅÒÎÙÊ ÇÒÁÆÉË ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ×ÙÓÏÔÙ ×ÏÄÙ ÏÔ

×ÒÅÍÅÎÉ.

12. áÌØ�ÉÎÉÓÔ ÎÁÞÁÌ �ÏÄß£Í × 8 ÞÁÓÏ× É �ÏÄÎÑÌÓÑ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÕ

Ë 19 ÞÁÓÁÍ. îÁÚÁ×ÔÒÁ ÏÎ ÎÁÞÁÌ Ó�ÕÓË × 8 ÞÁÓÏ× É ÚÁËÏÎÞÉÌ ÅÇÏ ×

19 ÞÁÓÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁË ÂÙ ÎÅÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÏÎ ÎÅ Ä×ÉÇÁÌÓÑ �ÒÉ

�ÏÄß£ÍÅ É Ó�ÕÓËÅ, ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ �ÒÏÈÏÄÉÌ �ÒÉ �ÏÄß£ÍÅ

É Ó�ÕÓËÅ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ×ÒÅÍÑ (Ó ÒÁÚÎÉ�ÅÊ ÒÏ×ÎÏ × ÓÕÔËÉ).

13. íÁÛÉÎÁ Ä×ÉÇÁÌÁÓØ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, �ÒÉÞ£Í ÚÁ ÌÀÂÏÊ

�ÒÏÍÅÖÕÔÏË × 1 ÞÁÓ ÏÎÁ �ÅÒÅÍÅÝÁÌÁÓØ ÎÁ 60 ËÍ. íÏÇÌÁ ÌÉ ÏÎÁ ÚÁ

2;5 ÞÁÓÁ �ÒÏÅÈÁÔØ ÂÏÌØÛÅ 150 ËÍ?

14. õÌÉÔËÁ �ÏÌÚÌÁ × ÔÅÞÅÎÉÅ 5 ÍÉÎÕÔ, ×Ó£ ×ÒÅÍÑ ÎÁÈÏÄÑÓØ �ÏÄ

ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅÍ. ëÁÖÄÙÊ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ ÎÁÂÌÀÄÁÌ ÚÁ ÎÅÊ × ÔÅÞÅÎÉÅ 1 ÍÉ-

ÎÕÔÙ, É ÚÁ ÜÔÕ ÍÉÎÕÔÕ ÏÎÁ �ÒÏ�ÏÌÚÌÁ ÒÏ×ÎÏ 1 ÍÅÔÒ. íÏÇÌÁ ÌÉ ÕÌÉÔËÁ

�ÒÏ�ÏÌÚÔÉ 6 ÍÅÔÒÏ×?

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) íÏÇÌÁ ÌÉ ÏÎÁ �ÒÏ�ÏÌÚÔÉ 11 ÍÅÔÒÏ×?

16. ðÏ ÛÏÓÓÅ × ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É Ó

ÒÁ×ÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ ÉÄÕÔ Á×ÔÏÂÕÓÙ. ïÄÎÁÖÄÙ ÞÅÌÏ×ÅË �ÒÏÛ£Ì �Ï
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ÛÏÓÓÅ 4 ËÍ É ÅÇÏ ÏÂÏÇÎÁÌÉ 6 Á×ÔÏÂÕÓÏ×. ÷ ÄÒÕÇÏÊ ÒÁÚ ÏÎ �ÒÏÛ£Ì (Ó

ÔÏÊ ÖÅ ÓËÏÒÏÓÔØÀ) 6 ËÍ É ÅÇÏ ÏÂÏÇÎÁÌÉ 8 Á×ÔÏÂÕÓÏ×. ÷ ÔÒÅÔÉÊ ÒÁÚ ÏÎ

�ÒÏÛ£Ì 17 ËÍ. óËÏÌØËÏ Á×ÔÏÂÕÓÏ× ÅÇÏ ÏÂÏÇÎÁÌÉ?

äÒÏÂÉ

1. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: 10001=10002 ÉÌÉ 100001=100002?

2. îÁÊÔÉ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ x, y, z, t, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ

16

9

= x +

1

y+

1

z +

1

t

:

3. ëÁËÁÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÄÒÏÂØ �ÒÉ �ÅÒÅ×ÏÄÅ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ

ÓÉÓÔÅÍÕ ÄÁ£Ô 0;17171717: : : ?

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ

�

1+

1
2

��

1 +

1
3

��

1+

1
4

�

: : :

�

1+

1

100

�

:

5. óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ Ó ÞÉ-

ÓÌÉÔÅÌÅÍ 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 1, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ

1
2

+

1
3

+

1
6

= 1. åÓÔØ

ÌÉ ÄÒÕÇÉÅ ÔÁËÉÅ �ÒÉÍÅÒÙ?

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1-

1
2

+

1
3

-

1
4

+ : : :+

1

99

-

1

100

=

1

51

+

1

52

+

1

53

+ : : :+

1

99

+

1

100

:

(îÁÓËÏÌØËÏ ÌÅ×ÁÑ É �ÒÁ×ÁÑ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 1+

1
2

+

1
3

+: : :+

1

100

?)

7. äÏÌÑ Ä×ÏÅÞÎÉËÏ× × ËÌÁÓÓÅ ÂÏÌØÛÅ

2
5

, ÎÏ ÍÅÎØÛÅ

3
7

, Á

×ÓÅÇÏ × ËÌÁÓÓÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 15 ÞÅÌÏ×ÅË. óËÏÌØËÏ × ËÌÁÓÓÅ Ä×ÏÅÞ-

ÎÉËÏ×?

8. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

m

n

<

p
q

; ÞÉÓÌÉÔÅÌÉ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÜÔÉÈ

ÄÒÏÂÅÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂØ

m+p

n+q

ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ

ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

* * *

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

� = 1 +

1
2

+

1
3

+ : : :+

1
9

+

1

10

ÎÅ �ÅÌÏÅ.

48 úÁÄÁÞÉ 1996{ 1997 ÇÏÄÁ

10. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) þÉÓÌÏ � ÚÁ�ÉÓÁÌÉ × ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÄÒÏ-

ÂÉ. þ£ÔÅÎ ÌÉ Å£ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ? á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ?

11. ìÀÂÁÑ ÄÒÏÂØ Ó �ÅÌÙÍÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ É ÚÎÁÍÅ-

ÎÁÔÅÌÅÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

Ó ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ 1 É �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ.

12. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1

1 � 2 � 3

+

1

2 � 3 � 4

+

1

3 � 4 � 5

+ : : :+

1

98 � 99 � 100

:

13. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

�

1 -

1
4

��

1-

1
9

��

1-

1

16

�

: : :

�

1 -

1

100

�

:

14. ëÁËÁÑ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÄÒÏÂØ �ÒÉ �ÅÒÅ×ÏÄÅ × ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÓÉ-

ÓÔÅÍÕ ÄÁ£Ô 0;217171717: : : ?

15. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ 20 ÄÒÏÂÅÊ Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑÍÉ É ÚÎÁ-

ÍÅÎÁÔÅÌÑÍÉ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÁ 1?

16. óÎÁÞÁÌÁ ÂÒÅ×ÎÏ ÈÏÔÅÌÉ ÒÁÓ�ÉÌÉÔØ ÎÁ 7 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ, É ÎÁ-

ÍÅÔÉÌÉ ÒÁÓ�ÉÌÙ ËÒÁÓÎÏÊ ËÒÁÓËÏÊ; �ÏÔÏÍ ÓÏÂÒÁÌÉÓØ �ÉÌÉÔØ ÎÁ 13 ÒÁ×-

ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ É ÎÁÍÅÔÉÌÉ ÒÁÓ�ÉÌÙ ÚÅÌ£ÎÏÊ ËÒÁÓËÏÊ; ÎÁËÏÎÅ�, ÅÇÏ ÒÁÓ-

�ÉÌÉÌÉ ÎÁ 20 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÁÓÔÉ, ËÒÏÍÅ Ä×ÕÈ

ËÒÁÊÎÉÈ, ÉÍÅÀÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ �ÏÍÅÔËÕ | ÌÉÂÏ ËÒÁÓÎÕÀ, ÌÉÂÏ ÚÅÌ£ÎÕÀ.

äÅÌÉÍÏÓÔØ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a

3

-a �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ a ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ 3.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ 84 + 85 + 86 + 87 + 88 + 89 + 90

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7 É ÎÁ 87.

4. äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÞÉÓÌÏ 12345678910 ÎÁ 8?

5. îÁÊÔÉ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÊ É ÓÅÍÉÚÎÁÞÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÞÉÓÌÁ

103103103.

6. õËÁÚÁÔØ ×ÅÒÎÙÅ ÓÒÅÄÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ: (Á) ÅÓ-

ÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
, Á b ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
, ÔÏ a + b ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ 
; (Â) ÅÓÌÉ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
, Á b ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
, ÔÏ ab

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
; (×) ÅÓÌÉ a É b ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 
, ÔÏ a+ b ÎÅ ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ÎÁ 
; (Ç) ÅÓÌÉ a É b ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 
, ÔÏ ab ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ



úÁÄÁÞÉ 1996{ 1997 ÇÏÄÁ 49

ÎÁ 
; (Ä) ÅÓÌÉ ab ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a

É b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
.

7. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a; b; 
; d| �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÞÔÏ ab = 
d É ÞÔÏ a ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 
. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ d ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ b.

8. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a + 2 É 13 - b ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 11. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ a+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 11.

9. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000 ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ 2? ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ

ÎÁ 3? ÎÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÉ ÎÁ 2, ÎÉ ÎÁ 3?

10. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ x É y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(Á) x

2

- y

2

= 9; (Â) x

2

- y

2

= 12.

11. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 50, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÉÞÅ-

ÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ (ÓÞÉÔÁÑ ÅÄÉÎÉ�Õ É ÓÁÍÏ

ÞÉÓÌÏ) ÎÅÞ£ÔÎÏ. ðÒÉÍÅÒ: ÞÉÓÌÏ 4 ÉÍÅÅÔ 3 ÄÅÌÉÔÅÌÑ (1; 2; 4) É

�ÏÔÏÍÕ �ÏÄÈÏÄÉÔ.

* * *

12. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ 8� 8 ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÉ 3� 1?

13. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a

2

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a-b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ É b

2

ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ a- b.

14. þÉÓÌÁ a É b �ÅÌÙÅ, �ÒÉÞ£Í 2a+ 3b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ a+ 5b ÔÁËÖÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7.

15. ãÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ x, y ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ 29x = 41y. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ x+ y ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 10.

16. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ x É y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ xy - x +

+ 4y = 16.

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÞÅÔÙÒ£È �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24.

18. þÉÓÌÏ a Þ£ÔÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

Þ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ a ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ

ÞÉÓÌÁ a. (îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ a = 10 ÅÓÔØ Ä×Á Þ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ 2 É 10 É

Ä×Á ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÑ 1 É 5.)

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ ab
ab
 (ÔÒÉ

�ÅÒ×ÙÅ �ÉÆÒÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÔÒÅÍÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, 11 É 13.

20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ a > 1 ÞÉÓÌÏ a

100

-1 ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ a- 1.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ a > 1 ÞÉÓÌÏ a

99

+1 ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ a+ 1.

50 úÁÄÁÞÉ 1996{ 1997 ÇÏÄÁ

22. íÉÛÁ �ÒÉÄÕÍÁÌ ÔÅÏÒÅÍÕ: ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ

ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌØ ÞÉÓÌÁ Þ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í ÞÁÓÔÎÏÅ

ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÏ Þ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÄÅÌÉ-

ÔÅÌÅÊ, ÂÏÌØÛÉÈ 1. ðÒÁ×ÉÌØÎÁ ÌÉ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ?

23. þÉÓÌÏ m ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ 2, ÎÉ ÎÁ 3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m

2

- 1

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 24.

24. îÁÊÔÉ 4 �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÌÀ-

ÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÏÅ ÎÁ 1. íÏÖÎÏ

ÌÉ ÎÁÊÔÉ 5 ÞÉÓÅÌ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ? Á 6?

ïÓÔÁÔËÉ

1. ïÔÍÅÔÉÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÄÅ-

ÌÅÎÉÉ ÎÁ 7 ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 2. (îÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÄÏÌÖÎÙ �ÏÍÅÓÔÉÔØÓÑ

ÞÉÓÌÁ ÏÔ -20 ÄÏ 20.)

2. þÉÓÌÏ 100��� (Ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÔÒÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔ-

ÎÙÅ �ÉÆÒÙ) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 547. îÁÊÔÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÞÉÓÅÌ.

3. ëÎÉÇÉ ÎÁ ÓÔÏÌÅ �ÙÔÁÌÉÓØ Ó×ÑÚÙ×ÁÔØ × �ÁÞËÉ �Ï 2, �Ï 3,

�Ï 4 É �Ï 5 ËÎÉÇ, É ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ ÏÄÎÁ ÌÉÛÎÑÑ.

óËÏÌØËÏ ËÎÉÇ ÂÙÌÏ ÎÁ ÓÔÏÌÅ? (éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÈ ÂÙÌÏ ÎÅ ÂÏÌØ-

ÛÅ 100.)

4. ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ

ÔÕ ÖÅ �ÉÆÒÕ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ �ÉÆÒÁ? (õËÁÚÁÔØ

×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.)

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ a ÞÉÓÌÏ 10a ÄÁ£Ô �ÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9 ÔÏÔ ÖÅ ÏÓÔÁÔÏË, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ a.

6. þÉÓÌÏ a ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 5 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9, ÞÉÓÌÏ b

ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 7 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9. íÏÖÎÏ ÌÉ �Ï ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÄÁÀÔ ÞÉÓÌÁ a+b É ab �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ

ÎÁ 9?

7. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 6

100

ÎÁ 7.

8. þÉÓÌÏ a ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 6 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 12. íÏÖÅÔ ÌÉ

ÏÎÏ ÄÁ×ÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË 12 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 20?

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ

ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 9.

10. ëÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÉ ÄÅ-

ÌÅÎÉÉ ÎÁ 4?

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

2

= 2y

2

ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ

× �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (ËÒÏÍÅ x = y = 0).
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* * *

12. ðÑÔÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÕ ÖÅ �ÉÆÒÕ, ÞÔÏ É

ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ. ðÏÞÅÍÕ? äÌÑ ËÁËÉÈ ÅÝ£ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ?

13. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 2 ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 1, �ÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 3 | ÏÓÔÁÔÏË 2, �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 4 | ÏÓÔÁÔÏË 3, �ÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 5 | ÏÓÔÁÔÏË 4, �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 6 | ÏÓÔÁÔÏË 5 É �ÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 7 ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË 6.

14. ë×ÁÄÒÁÔ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅ

ÖÅ Ä×Å �ÉÆÒÙ, ÞÔÏ É ÓÁÍÏ ÞÉÓÌÏ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ �ÉÆÒÙ? (õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ

×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.)

15. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÂÒÁÔØ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ

ÎÅ ÄÅÌÉÌÉÓØ ÎÁ 15?

16. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ �ÅÌÙÅ x, y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x

2

+ y

2

= 99?

17. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÉÚÎÁËÉ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 2, 3, 4, 5, 9, 11.

18. ÷ÅÒÅÎ ÌÉ ÔÁËÏÊ �ÒÉÚÎÁË ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ 27: ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ 27 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ �ÉÆÒ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 27?

19. ãÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Õ×ÅÌÉÞÉÌÉ ÎÁ 1. íÏÇÌÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ

ÅÇÏ �ÉÆÒ ×ÏÚÒÁÓÔÉ ÎÁ 8? õÍÅÎØÛÉÔØÓÑ ÎÁ 8? õÍÅÎØÛÉÔØÓÑ ÎÁ 10?

20. ðÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ ÔÏÞÎÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÅÇÏ �ÒÅÄ�ÏÓÌÅÄÎÑÑ �ÉÆÒÁ Þ£ÔÎÁ.

21. ïÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ �ÒÏÓÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ 30 | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

ðÏÞÅÍÕ?

ðÏÄÓÞÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×

1. åÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ Ä×ÁÄ�ÁÔÙÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË | ÛÉÚÏÆÒÅÎÉË, Á

ËÁÖÄÙÊ ÔÒÉÄ�ÁÔÙÊ ÛÉÚÏÆÒÅÎÉË | ÍÁÔÅÍÁÔÉË, ÔÏ ËÏÇÏ ÂÏÌØ-

ÛÅ: ÛÉÚÏÆÒÅÎÉËÏ× ÉÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×? ÷Ï ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?

2. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ 10 ÞÅÒÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÏÄÎÁ ÂÅ-

ÌÁÑ. þÅÇÏ ÂÏÌØÛÅ: ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× 
 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ,

×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÒÎÙÅ, ÉÌÉ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ÔÒÅÍÑ

Þ£ÒÎÙÍÉ É ÏÄÎÏÊ ÂÅÌÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ?

3. ÷ ËÌÁÓÓÅ 20 ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÁÌÉ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ-

ÍÁÛÎÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ. ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÒÅÛÉÌ

ÒÏ×ÎÏ 15 ÚÁÄÁÞ, Á ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÉ ÒÏ×ÎÏ 10 ÛËÏÌØÎÉ-

ËÏ×. óËÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞ ÂÙÌÏ ÚÁÄÁÎÏ?

4. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ)

ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å �ïë?

52 úÁÄÁÞÉ 1996{ 1997 ÇÏÄÁ

5. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á âïâ.

6. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÍÅÎÑÔØ 100 ÒÕÂÌÅÊ ÍÏ-

ÎÅÔÁÍÉ �Ï 10, 20 É 50 ÒÕÂÌÅÊ?

7. ÷ ×Ù�ÕËÌÏÍ 6-ÕÇÏÌØÎÉËÅ �ÒÏ×ÅÌÉ ×ÓÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. óËÏÌØ-

ËÏ ÉÈ? ÷Ï ÓËÏÌØËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ

ÔÒÉ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ?

8. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ab
 �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË

É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (a+ b+ 
)

3

.

9. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÏ 5 �ÒÑÍÙÈ, ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å ÎÅ �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

óËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Õ ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ? úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ

ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ?

10. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁ ÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÅÊ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ ÄÅÌÑÔ

�ÌÏÓËÏÓÔØ? úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÔ×ÅÔ ÏÔ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÑ �ÒÑÍÙÈ?

11. ÷ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ab
 ÍÏÖÎÏ Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÒÁÓ-

ÓÔÁ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ, ÕËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ �ÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔ×ÉÊ: (ab)
 ÉÌÉ

a(b
). äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ab
d ÔÁËÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÕÖÅ �ÑÔØ:

((ab)
)d, (a(b
))d, (ab)(
d), a((b
)d)) É a(b(
d)). óËÏÌØ-

ËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ

ab
de? (ðÏÒÑÄÏË ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ.)

* * *

12. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏ× (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÈ) ÍÏÖ-

ÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å íáûá? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ

ÓÌÏ×Á íáíá.

13. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ 10 × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

ÞÅÔÙÒ£È �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ? (òÁÚÂÉÅÎÉÑ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �Ï-

ÒÑÄËÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÏ.)

14. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÉÍÅÅÔ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x+y = 10? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x+y+z = 10.

ðÒÁ×ÉÌÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

1. á×ÔÏÂÕÓÎÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ, ÏÔ

000000 ÄÏ 999999. óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×? ÎÏ-

ÍÅÒÏ×, ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÞÅÔÎÙ?

2. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óËÏÌØËÏ ÎÏÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÙÅ Ä×Å

ÓÏÓÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ?
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3. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óËÏÌØËÏ ÎÏÍÅÒÏ×, ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ

ÒÁÚÌÉÞÎÙ?

4. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óËÏÌØËÏ ÎÏÍÅÒÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÈÏÔØ

ÏÄÎÁ Þ£ÔÎÁÑ �ÉÆÒÁ?

5. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ

ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å ëïò�åö?

6. úÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 20 ÄÏÓÏË, ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÄÏ �ÏËÒÁ-

ÓÉÔØ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÄÏÓËÉ ÄÏÌÖÎÙ

ÂÙÔØ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

7. îÁ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉÔÙÓÑÞÎÏÊ ÂÁÎËÎÏÔÅ ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ: Ä×Å ÒÕÓ-

ÓËÉÅ ÂÕË×Ù É 7 �ÉÆÒ. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÄÅÎÅÇ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ×Ù�ÕÝÅÎÁ × ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ ÔÁËÉÍÉ ÂÁÎËÎÏÔÁÍÉ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÎÏ-

ÍÅÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ?

8. üËÚÁÍÅÎÁ�ÉÏÎÎÙÊ ÂÉÌÅÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×Ï�ÒÏÓ �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ,

�Ï ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, É ÚÁÄÁÞÕ. ÷Ï�ÒÏÓÏ× �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ | 20, �Ï ÇÅÏÍÅ-

ÔÒÉÉ | 30, ÚÁÄÁÞ | 100. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× ÍÏÖÎÏ

ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ?

9. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ

ÄÏÓËÅ 8 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÌÁÄÅÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ?

* * *

10. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÎÏÍÅÒÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÉÈ �ÉÆÒÕ 7?

11. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ 2�2, ÓÏÓÔÁ-

×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ 4 Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔÉË ÎÁÄÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ ×

ÏÄÉÎ ÉÚ n �×ÅÔÏ×, É ÓÏÓÅÄÎÉÅ (ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ) Ë×ÁÄÒÁÔÉËÉ

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ �ÏËÒÁÛÅÎÙ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ?

12. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÅ-

Þ£ÔÎÙÈ �ÉÆÒ.

13. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ �ÉÆÒ.

14. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ

�ÉÆÒ 0 É 9?

15. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �ÉÆ-

ÒÕ 9, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ �ÉÆÒÙ 0?

16. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ 14 ÞÅÌÏ×ÅË ÎÁ 7 �ÁÒ?
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17. îÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ 8� 8 ÓÔÁ×ÑÔ ÓÌÏÎÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ

ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÅÓÔØ ÔÏÞÎÙÊ

Ë×ÁÄÒÁÔ.

ðÏÄÓÞ£ÔÙ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ É ÂÅÚ

1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÄÅÖÕÒÎÏÇÏ É ÄÎÅ-

×ÁÌØÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÌÁ 10 ÚÁÚÅ×Á×ÛÉÈÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×?

2. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×ÕÈ ÄÅÖÕÒÎÙÈ

ÉÚ ÞÉÓÌÁ 10 ÚÁÚÅ×Á×ÛÉÈÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×?

3. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÒ£È ÄÅÖÕÒÎÙÈ

ÉÚ ÞÉÓÌÁ 10 ÚÁÚÅ×Á×ÛÉÈÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×?

4. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ n ËÏÍÁÎÄ ÓÙÇÒÁÌÁ Ó ËÁÖÄÏÊ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ.

óËÏÌØËÏ ×ÓÅÇÏ ÂÙÌÏ ÉÇÒ?

5. óËÏÌØËÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ × ×Ù�ÕËÌÏÍ n-ÕÇÏÌØÎÉËÅ?

6. �ÁÎÑ, äÉÍÁ, ì£ÛÁ É 4 ÛËÏÌØÎÉËÁ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ × ÏÞÅÒÅÄØ.

óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ×ÓÔÁÔØ? ÷ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ

�ÁÎÑ ÓÔÏÉÔ ÄÏ ì£ÛÉ?

7. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏ ì£ÛÉ É äÉÍÙ?

8. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏ ì£ÛÉ, ÎÏ �ÏÓÌÅ äÉÍÙ?

9. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ äÉÍÁ ÓÔÏÉÔ ÒÑÄÏÍ Ó

ì£ÛÅÊ (ÄÏ ÉÌÉ �ÏÓÌÅ ÎÅÇÏ)?

10. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ

ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å ï�ïòïðø? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÌÏ×Á íá�åíá�éëá.

11. á×ÔÏÂÕÓÎÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ, ÏÔ

000000 ÄÏ 999999. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ

×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ÉÄÕÔ × ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ?

* * *

12. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù

× ÓÌÏ×Å óá÷÷á�åå÷? × ÓÌÏ×Å íå�áíá�åíá�éëá?

13. óËÏÌØËÏ ÄÅÓÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, × ËÏÔÏÒÙÅ �ÉÆÒÙ 1; 2; 3; : : : ,

8 ×ÈÏÄÑÔ �Ï ÒÁÚÕ, Á �ÉÆÒÁ 9 | Ä×ÁÖÄÙ?

14. äÉÓË ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ 10 ÓÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÄÏ �ÏËÒÁÓÉÔØ ×

10 �×ÅÔÏ×. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ? (òÁÓËÒÁÓËÉ,

ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÄÉÓËÁ, ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ ÏÄÎÕ.)

15. åÓÔØ ÄÅÓÑÔØ ÂÕÓÉÎÏË ÒÁÚÎÙÈ �×ÅÔÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ

ÏÖÅÒÅÌØÅ (ÎÁÎÉÚÙ×ÁÑ ÎÁ ËÏÌØ�Å×ÕÀ ÎÉÔËÕ). óËÏÌØËÏ ÒÁÚÎÙÈ ÏÖÅÒÅ-
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ÌÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ? (ä×Á ÏÖÅÒÅÌØÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ

ÉÈ ÎÅÌØÚÑ �ÅÒÅ�ÕÔÁÔØ, ËÁË ÎÉ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÊ.)

16. éÇÒÁÌØÎÙÊ ËÕÂÉË ÉÍÅÅÔ 6 ÇÒÁÎÅÊ Ó �ÉÆÒÁÍÉ 1; 2; 3; 4; 5; 6.

óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÇÒÁÌØÎÙÈ ËÕÂÉËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ä×Á ËÕÂÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅÌØÚÑ Ó�ÕÔÁÔØ, ËÁË ÎÉ �ÅÒÅ×ÏÒÁ-

ÞÉ×ÁÊ?

17. äÉÓË ÒÁÚÄÅÌ£Î ÎÁ 17 ÓÅËÔÏÒÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÖÎÏ

ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × ÏÄÉÎ ÉÚ n �×ÅÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÎÅ ×ÓÅ ÓÅËÔÏÒÁ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ

ÏÄÉÎ �×ÅÔ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

18. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÔÏ n

17

-n

×ÓÅÇÄÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 17, É ×ÏÏÂÝÅ �ÒÉ �ÒÏÓÔÏÍ p (É ÌÀÂÏÍ n) ÞÉÓÌÏ

n

p

- n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p (ÍÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ)

19. á×ÔÏÂÕÓÎÙÅ ÂÉÌÅÔÙ ÉÍÅÀÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ, ÏÔ 000000

ÄÏ 999999. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÍÅÒÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ �ÉÆÒÙ ÉÄÕÔ

× ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÍ �ÏÒÑÄËÅ (ÓÏÓÅÄÎÉÅ �ÉÆÒÙ ÍÏÇÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ)?

20. 10 ÞÅÌÏ×ÅË ÓÏÂÒÁÌÉÓØ ÉÇÒÁÔØ × ÆÕÔÂÏÌ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÉÍ ÎÕÖ-

ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 2 ËÏÍÁÎÄÙ (�Ï 5 ÞÅÌÏ×ÅË × ËÁÖÄÏÊ). óËÏÌØËÉÍÉ

Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

ïÂÝÁÑ ÍÅÒÁ

ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÍÅÒÕ |

ÔÒÅÔÉÊ ÏÔÒÅÚÏË, ËÏÔÏÒÙÊ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ �ÅÌÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÉÚ-

ÍÅÒÉÍÙ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.

2. ì£ÛÁ ÄÁÌ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: Ä×Á ÏÔÒÅÚËÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ,

ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÔÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕËÌÁÄÙ×Á-

ÅÔÓÑ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÌÉ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÙÞ-

ÎÏÍÕ?

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ a É b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a É a+ 2b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ.

4. ïÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÒÅÚÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ,

ÒÁ×ÎÏÊ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØ-

ËÏ ÍÏÖÎÏ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÜÔÏ �Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ å×ËÌÉÄÁ�). ë

ÏÓÔÁ×ÛÅÍÕÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÓÎÏ×Á �ÒÉÍÅÎÑÀÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×-

ËÌÉÄÁ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óËÏÌØËÏ É ËÁËÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÏÌÕÞÉÔÓÑ,

ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÔØ Ó �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 75 É 21?
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5. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ, �ÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ �Ï-

ÍÅÎØÛÅ É Ä×Á ÓÏ×ÓÅÍ ÍÁÌÅÎØËÉÈ. îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓ-

ÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÉÚÍÅ-

ÒÉÍÙ, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ, ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï×

ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ å×ËÌÉÄÁ ÒÁÚ-

ÒÅÚÁÅÔ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ËÏÎÅÞÎÏÅ) ÞÉÓÌÏ Ë×ÁÄÒÁ-

ÔÏ×, ÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ, É ÓÔÏÒÏÎÁ ÓÁÍÏ-

ÇÏ ÍÁÌÅÎØËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ.

8. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÁ ÓÁÍÏÇÏ ÍÁÌÅÎØ-

ËÏÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ É ÌÀÂÁÑ

ÄÒÕÇÁÑ ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÕËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÎÅÊ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁÄÁÞ 6 É 7 �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ÄÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔÉ: ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅÓÏ-

ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÅÓÌÉ Ë ÎÅÍÕ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

9. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÉ �ÚÏÌÏÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ�, ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅ ÏÔÒÅÚÁÎÉÑ ÏÔ ÎÅÇÏ Ë×Á-

ÄÒÁÔÁ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ (ÉÍÅ-

ÀÝÉÊ ÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ). îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÏÌÏÔÏÇÏ

ÓÅÞÅÎÉÑ.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÚÏÌÏÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ ÉÒÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÄÒÏÂØÀ Ó �ÅÌÙÍÉ ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÍ

É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ.

11. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉËÕ, �ÏÌÕÞÉÌÉ ÏÄÉÎ ÂÏÌØÛÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ, Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ

�ÏÍÅÎØÛÅ, Ä×Á ÅÝÅ ÍÅÎØÛÉÈ, Ä×Á ÓÏ×ÓÅÍ ÍÁÌÅÎØËÉÈ É ÔÁË ÄÁ-

ÌÅÅ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ �ÏÌÕÞÁÌÏÓØ Ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ É

�ÒÏ�ÅÓÓ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ËÏÎÞÉÌÓÑ). îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓ-

ÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

12. óËÏÌØËÏ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏ× ÂÕÄÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ-

ÓÑ, ÅÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÑÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ Ë �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ Ó

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÓÔÏÒÏÎ

p

3 : 1?

13. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ

p

2,

p

3 É

p

5 ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.
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* * *

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ a É b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ 2a + 3b É 5a+ 7b ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ.

15. ðÒÉÍÅÎÑÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ-

ËÕ, �ÏÌÕÞÉÌÉ 10 Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ É Ä×Á ÓÏ×ÓÅÍ ÍÁÌÅÎØËÉÈ

Ë×ÁÄÒÁÔÁ. îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ É ×Ù-

ÑÓÎÉÔØ, ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ ÏÎÏ ÚÏÌÏÔÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ.

16. ëÁË ÏÔÌÏÖÉÔØ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÔÒÅÚÏË × 3 ÓÍ, ÉÍÅÑ ÍÅÔÁÌÌÉÞÅÓËÉÊ

�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 75 É 21 ÓÁÎÔÉÍÅÔÒÏ×?

17. ë �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1 ÍÅÔÒÁ,

20 ÒÁÚ �ÒÉÍÅÎÉÌÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ å×ËÌÉÄÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÓÔÁ×-

ÛÅÇÏÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ �ÒÅ×ÙÛÁÀÔ 1ÍÍ.

18. ëÕÚÎÅÞÉË ÕÍÅÅÔ �ÒÙÇÁÔØ �Ï �ÒÑÍÏÊ × ÌÀÂÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ 1Í É ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

p

2 Í. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ

× ÔÏÞËÕ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1ÍÍ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁ-

ÀÝÕÀ Ó ÎÅÊ.

19. éÚ ÕÇÌÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ �ÕÓËÁÀÔ ÛÁÒ �ÏÄ ÕÇ-

ÌÏÍ 45

Æ

, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÔÅÎÏË �Ï ÚÁËÏÎÕ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ

ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÛÁÒ ÓÎÏ×Á �Ï�ÁÄ£Ô × ÏÄÉÎ ÉÚ

ÕÇÌÏ× × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÉÌÌÉÁÒÄÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ.

(ûÁÒ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ.)

20. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 1 É � ÒÁÚÒÅÚÁÀÔ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁ-

ÔÙ Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒ, �ÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ

Ë×ÁÄÒÁÔÏ× �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È ÕÒÏ×ÎÅÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË

Ó �ÏÞÔÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁÍ. ëÁË ÎÁÄÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÔÏÒÏÎ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÓÔÁÌ

Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ?

21. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÒÁ×ÎÏ 1;625, Á ÍÅÎØÛÉÊ ÉÚ ÎÉÈ

ÒÁ×ÅÎ

p

2. (Á) îÁÊÔÉ ÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÏÂÝÕÀ ÍÅÒÕ. (Â) îÁÊÔÉ ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÉÊ ÏÔÒÅÚÏË, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÁ ÏÎÉ ÕËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.

22. ïÔÒÅÚÏË a ÓÏÉÚÍÅÒÉÍ Ó ÏÔÒÅÚËÁÍÉ b É 
. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ,

ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ b É 
 ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ?

23. ÷ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ÓÒÅÄÎÑÑ ÌÉÎÉÑ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ.

óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÁ Ó ÄÒÕÇÉÍ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ?

24. âÕÄÕÔ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÁÒÙ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ: (Á) 2+3

p

2

É 3+ 2

p

2; (Â) 1=

p

2 É

p

2; (×) 1=(

p

2- 1) É 2+

p

2; (Ç)

p

2 É

p

3?

éÎÄÕË�ÉÑ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÔÏÒÏÎÁ (Á) ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ;
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(Â) �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ; (×) �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ

ÓÕÍÍÙ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) n! > 3

n

ÄÌÑ n = 7; 8; 9; : : : ; (Â) 2

n

>

> n

2

ÄÌÑ n = 4; 5; 6; : : :

3. ðÌÏÓËÏÓÔØ �ÏÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂÌÁÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ �ÒÑÍÙÍÉ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × Ä×Á �×ÅÔÁ,

ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ (ÇÒÁÎÉÞÁÝÉÅ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ ÉÌÉ ÌÕÞÕ)

ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÕÄÕÔ �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 00 ÄÏ 99 ÍÏÖÎÏ ÚÁ�É-

ÓÁÔØ × ÔÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ

�ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ �ÉÆÒÁ É ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 1. äÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁ-

ÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (000; : : : ; 999),

ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ É Ô. Ä.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÙ 4 � 4, 8 � 8, 16 � 16, : : : Ó

×ÙÒÅÚÁÎÎÏÊ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÌÅÔËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ �ÕÇÏÌËÉ� ÉÚ

ÔÒ£È ËÌÅÔÏË (Ë×ÁÄÒÁÔÙ 2� 2 Ó ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ).

6. îÁ ÓËÏÌØËÏ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÓÕÍÍÙ

1 -

1
2

+

1
3

-

1
4

+ : : :+

1

2n - 1

-

1

2n

É

1

n + 1

+

1

n+ 2

+

1

n+ 3

+ : : :+

1

2n - 1

+

1

2n

;

ÅÓÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ n ÎÁ 1? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÙ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÕ �ÒÉ ×ÓÅÈ n.

7. þÉÓÌÏ x+1=x | �ÅÌÏÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ x

2

+1=x

2

,

x

3

+ 1=x

3

, x

4

+ 1=x

4

; : : : ÔÁËÖÅ �ÅÌÙÅ.

8. þÔÏÂÙ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ×Ù�ÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-

ËÉ, �ÒÏ×ÏÄÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÕÖÎÏ ÒÏ×ÎÏ n-3

ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ. ðÏÞÅÍÕ?

9. þÉÓÌÏ 111 : : : 111 (3

n

ÅÄÉÎÉ�) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3

n

. ðÏÞÅÍÕ?

* * *

10. éÇÒÁ �èÁÎÏÊÓËÉÅ ÂÁÛÎÉ� ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÔÅÒÖÎÑ.

îÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÄÅÔÁ �ÉÒÁÍÉÄËÁ ÉÚ ËÏÌÅ� ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÍÅÎØ-

ÛÉÅ ÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ). (Á) ëÁË �ÅÒÅÌÏÖÉÔØ ËÏÌØ�Á ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÅÒÖÅÎØ,

ÅÓÌÉ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÔØ ÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ, ÂÏÌØÛÅÅ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÅ
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ËÌÁÓÔØ ÎÅÌØÚÑ, �ÉÒÁÍÉÄËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ËÏÌÅ�? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÚÁ 2

n

- 1 �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÊ. (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁ

ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ �ÅÒÅËÌÁÄÙ×ÁÎÉÊ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

11. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 2; 3; 5; 9; : : : ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ �Ï ÔÁËÏÍÕ �ÒÁ-

×ÉÌÕ: ÅÓÌÉ ÉÚ ÕÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÞÅÓÔØ

ÕÄ×ÏÅÎÎÙÊ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÊ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (3 � 3- 2 � 2 = 5,

3 � 5- 2 � 3 = 9 É Ô. Ä.). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ | ÓÔÅ�ÅÎÉ Ä×ÏÊËÉ, Õ×ÅÌÉÞÅÎÎÙÅ ÎÁ 1.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÍÅÒÁ 4 � 4, 8 � 8, 16 � 16, : : : Ó

×ÙÒÅÚÁÎÎÏÊ ËÌÅÔËÏÊ (ÌÀÂÏÊ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ �ÕÇÏÌËÉ� ÉÚ ÔÒ£È

ËÌÅÔÏË (Ë×ÁÄÒÁÔÙ 2� 2 Ó ×ÙÒÅÚÁÎÎÙÍ ÕÇÌÏÍ).

13. ÷ ÓÔÒÁÎÅ n ÇÏÒÏÄÏ×. ëÁÖÄÙÊ ÇÏÄ ÏÔËÒÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÉÁÓÏÏÂÝÅÎÉÅ

ÍÅÖÄÕ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ Ä×ÕÍÑ ÇÏÒÏÄÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÏ �ÒÏÊÔÉ �Ï

ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n- 1 ÌÅÔ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÇÏÒÏÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ

�Ï�ÁÓÔØ × ÌÀÂÏÊ (Ó �ÅÒÅÓÁÄËÁÍÉ).

14. ïÄÉÎ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÇÏ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÉÍÅÔÒ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ �ÅÒÉ-

ÍÅÔÒÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ.

15. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ Ä×Á ÞÉÓÌÁ 1; 1. úÁÔÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ×�É-

ÓÙ×ÁÀÔ ÉÈ ÓÕÍÍÕ; �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 1; 2; 1. úÁÔÅÍ ÍÅÖÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ

ÓÎÏ×Á ×�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÉÈ ÓÕÍÍÕ: 1; 3; 2; 3; 1. �ÁËÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ

ÅÝ£ 10 ÒÁÚ. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÂÕÄÅÔ ÎÁ ÄÏÓËÅ? ëÁËÏ×Á ÂÕÄÅÔ ÉÈ ÓÕÍÍÁ?

16. éÚ ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 4; : : : ; 2n-1; 2n ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n

ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÄÅÌÉ-

ÌÏÓØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ (Á) ÄÌÑ n = 3; (Â) ÄÌÑ n = 4; (×) ÄÌÑ

n = 5; (Ç) ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n.

17. ÷ ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ �Ï ÔÁËÏÍÕ

�ÒÁ×ÉÌÕ: v;w 7!

v+w

1+vw

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, × ËÁËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÍÙ ÉÈ ÓËÌÁÄÙ-

×ÁÅÍ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 2

n

> n

10

�ÒÉ n > 100.

19. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ 10 ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ

(1) ÍÅÎÑÔØ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ; (2) ÍÅÎÑÔØ ÞÌÅÎ, ÓÔÏÑÝÉÊ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÊ ÅÄÉ-

ÎÉ�Ù. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ

ÌÀÂÕÀ.

îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á É Ï�ÅÎËÉ

1. ÷ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ �ÌÏ-

ÝÁÄØ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 100?
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2. ÷ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ 100. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ

�ÌÏÝÁÄØ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 1?

3. ÷ÓÅ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÂÏÌØÛÅ 100. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ

�ÌÏÝÁÄØ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 1?

4. óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ 1. íÏ-

ÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;001?

5. óÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ 1. íÏ-

ÖÅÔ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 100?

6. óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ 10. íÏÖÅÔ

ÌÉ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;001?

7. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ 10.

íÏÖÅÔ ÌÉ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;001?

8. óÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Õ×ÅÌÉÞÉÌÉ ÎÁ ÓÁÎÔÉÍÅÔÒ. íÏ-

ÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ

ÍÅÔÒ?

9. ä×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ÎÁ 0;1. íÏÇÕÔ ÌÉ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10?

10. ä×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ÎÁ 0;1. íÏÇÕÔ ÌÉ ÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ÎÁ 10?

* * *

11. ÷ÓÅ ÍÅÄÉÁÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ

ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 100?

12. ÷ÓÅ ×ÙÓÏÔÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÅÎØÛÅ 1. íÏÖÅÔ ÌÉ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ

ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 100?

óÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ

1. óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 2. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1.

2. óÕÍÍÁ Ä×ÕÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÅÎØÛÅ 2. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÅÎØÛÅ 1.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x+1=x > 2 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ x.

4. éÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÁÎÎÏÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ ÎÁÉÂÏÌØ-

ÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÉÍÅÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÞÅÍÕ?

5. éÚ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÄÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ

�ÅÒÉÍÅÔÒ ÉÍÅÅÔ Ë×ÁÄÒÁÔ. ðÏÞÅÍÕ?
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6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

p

xy 6 (x + y)=2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�Á-

ÔÅÌØÎÙÈ x, y.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ xy 6 (x

2

+ y

2

)=2 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÉÈ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÞÉÓÌÁ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ.

* * *

9. òÙÞÁÖÎÙÅ ×ÅÓÙ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÓÏ×ÓÅÍ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ �ÌÅÞÉ, É �ÏÔÏÍÕ

�ÒÏÄÁ×Å� ÏÔ×ÅÛÉ×ÁÌ ÏÄÉÎ ËÉÌÏÇÒÁÍÍ ÓÁÈÁÒÁ ÎÁ ÌÅ×ÏÊ ÞÁÛËÅ ×ÅÓÏ×,

Á ×ÔÏÒÏÊ (ÔÏÍÕ ÖÅ �ÏËÕ�ÁÔÅÌÀ) | ÎÁ �ÒÁ×ÏÊ. ÷ÙÉÇÒÁÌ �ÏËÕ�ÁÔÅÌØ

ÉÌÉ �ÒÏÉÇÒÁÌ?

10. ëÏÒÁÂÌØ �ÌÙ×£Ô ÉÚ á × â �Ï ÔÅÞÅÎÉÀ ÒÅËÉ, Á ÚÁÔÅÍ ×ÏÚ-

×ÒÁÝÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ× ÔÅÞÅÎÉÑ (ÓËÏÒÏÓÔÉ ÔÅÞÅÎÉÑ É ËÏÒÁÂÌÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙ).

ðÏÔÒÁÔÉÔ ÌÉ ÏÎ ÎÁ ×ÓÅ �ÕÔØ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ ×ÒÅÍÅÎÉ, ÞÅÍ ÎÁ

ÒÁ×ÎÙÊ �ÕÔØ �Ï ÏÚÅÒÕ?

11. ëÁËÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ ÍÏÖÎÏ ÏÔÇÏÒÏÄÉÔØ ÎÁ ÂÅÒÅÇÕ

�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÍ ÚÁÂÏÒÏÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 100 ÍÅÔÒÏ×? (þÅÔ×£ÒÔÁÑ

ÓÔÏÒÏÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ | ÂÅÒÅÇ; ÔÁÍ ÚÁÂÏÒ ÎÅ ÎÕÖÅÎ.)

12. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

p

xy 6 (x + 2y)=(2

p

2).

óÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ

1. éÍÅÅÔÓÑ 6 ÂÏÌØÛÉÈ ÍÅÛËÏ× Ó ÍÏÎÅÔÁÍÉ, ×Ï ×ÓÅÈ ÍÏ-

ÎÅÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÉÅ É ×ÅÓÑÔ 10 ÇÒÁÍÍÏ×, Á × ÏÄÎÏÍ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ

É ÎÁ ÏÄÉÎ ÇÒÁÍÍ ÌÅÇÞÅ. ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÏÄÎÏÇÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ

(ÎÁ ×ÅÓÁÈ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÙÊ ×ÅÓ �ÏÌÏÖÅÎÎÙÈ ÎÁ ÎÉÈ

ÍÏÎÅÔ) Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, × ËÁËÏÍ ÍÅÛËÅ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ?

2. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÆÁÌØÛÉ×ÙÅ ÍÏÎÅÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×

ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÛËÁÈ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖ-

ÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ä×ÏÊËÉ,

�ÒÉÞ£Í ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.

4. ðÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ É ÏÂßÑÓÎÉÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ Å£ �ÏÓÔÒÏÅ-

ÎÉÑ:

0 1 2 3 4 5 : : :

0 1 10 11 100 101 : : :

(úÁ�ÉÓÉ × ÎÉÖÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÄÅÌÁÎÎÙÍÉ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ.)
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5. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 0. ó ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚ-

ÒÅÛÁÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ Ä×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ: (1) Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÅÇÏ ×Ä×ÏÅ;

(2) Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÅÇÏ ×Ä×ÏÅ É �ÒÉÂÁ×ÉÔØ 1. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ

ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÞÉÓÌÏ 1000 (ÅÓÌÉ ×ÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ)?

6. îÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÔÒÏÊËÉ �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï: ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 80

ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÞÅÔÙÒ£È ÞÉÓÅÌ | �Ï ÏÄÎÏÍÕ

ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ.

7. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 0. ó ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚ-

ÒÅÛÁÅÔÓÑ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ Ä×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÑ: (1) Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÅÇÏ ×ÔÒÏÅ;

(2) Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÅÇÏ ×ÔÒÏÅ É �ÒÉÂÁ×ÉÔØ 1. þÉÓÌÏ ÎÁÚÏ×£Í ÄÏ-

ÓÔÕ�ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÔÁËÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.

óËÏÌØËÏ ÄÏÓÔÕ�ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ 1000?

* * *

8. òÁÚÌÏÖÉÔØ 1=3 × Ä×ÏÉÞÎÕÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÄÒÏÂØ.

9. ðÒÅ×ÒÁÔÉÔØ Ä×ÏÉÞÎÕÀ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÄÒÏÂØ 0;101101101: : :

× ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÕÀ.

10. ðÅÒÅ×ÅÓÔÉ ×ÏÓØÍÅÒÉÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ 2736454 × 16-ÒÉÞÎÕÀ ÓÉÓ-

ÔÅÍÕ.

11. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ 1; 2; 3; 5; 8; : : : (ÞÉÓÌÁ æÉÂÏÎÁÞ-

ÞÉ) ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀ-

ÂÏÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÓÔÏÑÝÉÈ ÒÑÄÏÍ, É

ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.

12. ëÕ�Å� ÈÏÞÅÔ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÕÎÔÏ× ÔÏ×ÁÒÁ

ÏÔ 0 ÄÏ 40 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÏ×, ÉÍÅÑ ×ÓÅÇÏ ÞÅÔÙÒÅ ÇÉÒÉ

(ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ËÌÁÓÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÞÁÛÅË). õÄÁÓÔÓÑ ÌÉ ÅÍÕ ÜÔÏ?

(äÅÌÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÅÌØÚÑ.)

13. âÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ×�ÒÁ×Ï É ×ÎÉÚ ÔÁÂÌÉ�Á ÚÁ�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �Ï ÔÁËÏÍÕ

�ÒÁ×ÉÌÕ: × ËÁÖÄÕÀ ËÌÅÔÏÞËÕ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÎÅÏÔÒÉ-

�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÔ ÎÉ ÓÌÅ×Á, ÎÉ Ó×ÅÒÈÕ ÏÔ ÎÅÇÏ. (�ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÅÒ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ É �ÅÒ×ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÞÉÓÌÁ 0; 1; 2,

3; : : : ) ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÉÔ × 101-ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÎÁ 201-ÏÍ ÍÅÓÔÅ? ëÁËÏ×Ï

ÏÂÝÅÅ �ÒÁ×ÉÌÏ?

òÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

1. ðÅÛËÁ ÓÔÏÉÔ × ÕÇÌÕ ÄÏÓËÉ 5� 5 ÎÁ �ÏÌÅ h1; 1i. úÁ ÏÄÉÎ

ÈÏÄ ÅÊ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ××ÅÒÈ. îÁÊÔÉ ÄÌÑ
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ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÌÑ ÄÏÓËÉ, ÓËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ �ÅÛËÁ ÍÏÖÅÔ ÎÁ

ÎÅÇÏ �Ï�ÁÓÔØ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ �ÏÌÅ h2; 2i ÍÏÖÎÏ �Ï�ÁÓÔØ Ä×ÕÍÑ

Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ: ×�ÒÁ×Ï{ ××ÅÒÈ É ××ÅÒÈ{ ×�ÒÁ×Ï).

2. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÉÄÔÉ ×�ÒÁ-

×Ï, ××ÅÒÈ, É �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (×�ÒÁ×Ï-××ÅÒÈ).

3. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÉÄÔÉ ×�ÒÁ×Ï

É ××ÅÒÈ É ÎÅÌØÚÑ ÄÅÌÁÔØ Ä×Á ÛÁÇÁ ×�ÒÁ×Ï �ÏÄÒÑÄ.

4. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ a(m;n) ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ m ÎÕÌÅÊ É n ÅÄÉÎÉ�. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ a(m;n) = a(m - 1; n) + a(m;n - 1) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ

m;n > 0. óÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ a(m;n) ÄÌÑ 0 6 m;n 6 5.

5. äÌÑ n = 1; 2; 3; : : : ; 9; 10 ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï (Á) ×ÓÅÈ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ n; (Â) ÔÅÈ ÉÚ ÎÉÈ,

× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÎÕÌÅÊ; (×) ÔÅÈ ÉÚ ÎÉÈ, ×

ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÔÒ£È ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ ÎÕÌÅÊ.

6. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ ÓËÏÂËÉ × �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ? äÌÑ n = 3; 4; 5 ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ

�ÏÄÓÞÉÔÁÎÏ; ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ n = 6; 7; 8. (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄ-

ÎÅÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ n-1 �ÏÚÉ�ÉÊ, �ÏÜÔÏÍÕ

ÉÓËÏÍÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ : : : )

7. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉ-

ÓÌÁ n × ÓÕÍÍÕ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ,

ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÚÁ ÏÄÎÏ). ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ m, �ÒÉ m É n, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÈ 8. ïÔ×ÅÔÏÍ

ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÔÁÂÌÉ�Á 8 � 8. (õËÁÚÁÎÉÅ. ÷ÓÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÞÉ-

ÓÌÁ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ m, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ

Ä×Å ÇÒÕ��Ù: ÇÄÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ m - 1 É ÇÄÅ ÎÁÉ-

ÂÏÌØÛÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁ×ÎÏ m.)

* * *

8. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ 2n ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÉÈ

ÍÏÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ n ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÈÏÒÄÁÍÉ? ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ

ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ n = 1; 2; 3; 4; : : : ; 7.

9. éÍÅÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÊ n-ÕÇÏÌØÎÉË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÅÇÏ

ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, �ÒÏ×ÏÄÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÄÉÁ-

ÇÏÎÁÌÉ? ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ n = 3; 4; 5; : : : ; 8.
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10. ëÏÌØ�Å×ÏÊ ÚÁÂÏÒ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n ÄÏÓÏË, ËÁÖÄÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÄÏ �Ï-

ËÒÁÓÉÔØ × ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒ£È �×ÅÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÄÏÓËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ

�ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ

ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6? îÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ n.

11. îÁ ËÏÎÔÕÒÎÏÊ ËÁÒÔÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÁÎ, ËÁÖÄÕÀ

ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÄÏ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ × ÏÄÉÎ ÉÚ n �×ÅÔÏ×, �ÒÉÞ£Í ÓÏÓÅÄÎÉÅ

ÓÔÒÁÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏ-

ÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ n.

12. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÚÁÂÏÒÁ ÉÚ n ÄÏÓÏË × ÔÒÉ �×ÅÔÁ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÄÏÓËÉ ÂÙÌÉ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ. ðÕÓÔØ d

n

|

ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÚÁÂÏÒ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

�×ÅÔÏ× ËÒÁÊÎÉÈ ÄÏÓÏË, Á e

n

| ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÄÌÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �×ÅÔÏ×

ËÒÁÊÎÉÈ ÄÏÓÏË. îÁÊÔÉ e

n

É d

n

ÄÌÑ n = 3; 4; 5; 6; 7.

13. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

1

+x

2

+x

3

+ : : :+x

m

=

= n, ÅÓÌÉ ×ÓÅ x

i

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÙ 0 ÉÌÉ 1? ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÏÔ×ÅÔ ÄÌÑ

1 6m;n 6 7.

14. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ x

i

ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ

ÒÁ×ÎÙ 0, 1 ÉÌÉ 2.

15. á×ÔÏÂÕÓÎÙÊ ÂÉÌÅÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ-

×ÙÈ ÔÒ£È ÅÇÏ �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ �ÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÒ£È. ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ

ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×. (õËÁÚÁÎÉÅ. ïÄÉÎ ÉÚ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×: �ÏÄ-

ÓÞÉÔÁÔØ ÄÌÑ Ä×ÕÚÎÁÞÎÙÈ É ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ

ÂÉÌÅÔÏ× Ó ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÍÅÖÄÕ ÓÕÍÍÁÍÉ �ÅÒ×ÏÊ É ×ÔÏÒÏÊ �ÏÌÏ-

×ÉÎ.)

16. äÌÑ n = 1; 2; 3; : : : ; 9; 10 ÎÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ n, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ 001; ÔÏÔ

ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ 0101.

÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ

1. óËÏÌØËÏ (Á) �ÑÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÏÌØËÏ

�ÉÆÒÙ 1 É 2? (Â) ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÏÓ×ÅÝÅÎÉÑ ËÏÍÍÕÎÁÌØÎÏÊ ËÕÈÎÉ,

ÇÄÅ Õ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ �ÑÔÉ ÓÏÓÅÄÏË | Ó×ÏÑ ÌÁÍ�ÏÞËÁ? (×) ÓÌÁÇÁ-

ÅÍÙÈ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ (a + b)(
 + d)(e + f)(g + h)(i + j)?

(Ç) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Õ �ÑÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (× �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÉÌÉ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔØ, �ÏÒÑÄÏË

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ)? ëÁË ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÜÔÉÈ

ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÔ×ÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ?

2. (Á) óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚÎÁÞÉÔØ Ä×ÕÈ ÄÅÖÕÒ-

ÎÙÈ ÓÒÅÄÉ �ÑÔÉ ÚÁÚÅ×Á×ÛÉÈÓÑ ÛËÏÌØÎÉËÏ×? (Â) çÏÒÏÄ ÉÍÅÅÔ
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ÆÏÒÍÕ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 3� 2, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÂÉÔ �ÒÑÍÙÍÉ ÕÌÉ-

�ÁÍÉ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ 1 � 1. óËÏÌØËÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ �ÕÔÅÊ ×ÅÄÕÔ

ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÕÇÌÁ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ? (×) ëÁËÏÊ ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔ ÏËÁÖÅÔÓÑ �ÒÉ a

3

b

2

, ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ÓËÏÂËÉ × ×ÙÒÁÖÅ-

ÎÉÉ (a+ b)

5

É �ÒÉ×ÅÓÔÉ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ? (Ç) óËÏÌØËÏ

ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å

ïçïçï? (Ä) óËÏÌØËÏ Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× Õ �ÑÔÉÜÌÅ-

ÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á? (Å) óËÏÌØËÏ ÔÒ£ÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× Õ �ÑÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á? ëÁË ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ×Ï

×ÓÅÈ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÏÔ×ÅÔ ÏÄÉÎÁËÏ×, ÎÅ ÒÅÛÁÑ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ?

3. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ

ÉÍÅÅÔ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x+y+z = 3? ðÏÞÅÍÕ × ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÏÔ×ÅÔ ÔÏÔ

ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÞÔÏ É × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ? (õËÁÚÁÎÉÅ: ïçïçï$ 1+1+1,

ççïïï $ 0 + 0 + 3, : : : )

4. ðÏÞÅÍÕ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x+ y+ z = 30 × �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x+ y + z = 27 × ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ?

5. ëÁËÉÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÂÏÌØÛÅ Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; 3; : : : ,

9; 10g | ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ 1 ÉÌÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ 1?

6. ÷ÓÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ 20 ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÅÌÑÔÓÑ

ÎÁ Ä×Å ÇÒÕ��Ù | ÔÅ, × ËÏÔÏÒÙÈ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, É ÔÅ, ×

ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ. ëÁËÉÈ ÂÏÌØÛÅ?

7. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×,

ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÏÔÏÒÙÈ Þ£ÔÎÁ?

* * *

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× (Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍ-

ÍÁ �ÅÒ×ÙÈ ÔÒ£È �ÉÆÒ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÔÒ£È �ÏÓÌÅÄÎÉÈ) ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ,

ÓËÏÌØËÏ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× Ó ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ 27.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍÉ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ Ó�ÏÓÏÂÏ×

ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ n- 1 ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ n ÎÁ �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ k,

ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ n ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k �ÅÌÙÈ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

11. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Á×ÔÏÂÕÓÎÙÈ ÂÉÌÅÔÏ×, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3?
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ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ

1. ÷ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÏÌÉÍ�ÉÁÄÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÌÏ 900 ÛËÏÌØ-

ÎÉËÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÒ£È ÕÞÁÓÔÎÉËÏ×, Õ ËÏÔÏÒÙÈ

ÏÂÝÉÊ ÄÅÎØ ÒÏÖÄÅÎÉÑ.

2. ÷ ËÌÁÓÓÅ 25 ÛËÏÌØÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÉÓÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÎ-

ÔÒÏÌØÎÙÅ; ÎÉ ÏÄÉÎ ÛËÏÌØÎÉË ÎÅ �ÒÏÇÕÌÑÌ ÎÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ËÏÎ-

ÔÒÏÌØÎÙÈ, É ×ÓÅ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÞÅÔ×£ÒËÉ É �ÑÔ£ÒËÉ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Á ÛËÏÌØÎÉËÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÚÁ ×ÓÅ

ËÏÎÔÒÏÌØÎÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.

3. ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉ ÛËÏÌØÎÉËÁÍ ÄÏÓÔÁÌÏÓØ 65 ËÏÎÆÅÔ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×ÏÅ ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÓßÅÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ

ËÏÎÆÅÔ.

4. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 10 ×ÙÂÒÁÎÏ 100 ÔÏÞÅË. íÏÖÅÔ

ÌÉ ÔÁË ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ

ÍÅÎØÛÅ 2?

5. âÏÒÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÅÔ ÏÔÇÁÄÁÔØ ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 100, ÚÁÄÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 6 ×Ï�ÒÏÓÏ×, ÔÒÅÂÕÀÝÉÈ ÏÔ×ÅÔÁ

�ÄÁ� ÉÌÉ �ÎÅÔ�. ðÏÞÅÍÕ ÏÎ ÎÅ �ÒÁ×? óËÏÌØËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ× ÂÙÌÏ

ÂÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ? ðÏÞÅÍÕ?

6. îÁ ËÏÎÔÒÏÌØÎÏÊ ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �Ï-

ÌÏ×ÉÎÙ ÛËÏÌØÎÉËÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÛËÏÌØÎÉË, ÒÅÛÉ×ÛÉÊ

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ ÚÁÄÁÞ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅÌØÚÑ ÎÁ-

ËÒÙÔØ Ä×ÕÍÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚ-

ÍÅÒÁ.

8. îÁ�ÉÓÁÎÏ 10 �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÌÀ-

ÂÙÈ ÔÒ£È ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ 6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ

ÂÏÌØÛÅ 20.

9. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ

ÎÁ�ÉÓÁÔØ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ É ÒÁÚÎÏÓÔØ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ

ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÄÅÌÉÌÁÓØ ÎÁ 37?

* * *

10. æÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÔÕÒÎÉÒ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÉÎ ËÒÕÇ (ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÁÎ-

ÄÁ ÉÇÒÁÅÔ Ó ËÁÖÄÏÊ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÔÕÒÎÉÒÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ

Ä×Å ËÏÍÁÎÄÙ, ÓÙÇÒÁ×ÛÉÅ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÞÅÊ.
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11. ÷ ËÌÅÔËÁÈ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ 100 ÎÁ 100 ÎÁ�ÉÓÁÎÙ �ÅÌÙÅ

ÞÉÓÌÁ, �ÒÉÞ£Í ÞÉÓÌÁ × ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ÎÁ 20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÄÏÓËÅ ÅÓÔØ ÔÒÉ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÞÉÓÌÁ.

12. éÍÅÅÔÓÑ 11 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÄÒÏÂÉ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÒÁÚÒÑÄÏ×.

13. éÍÅÅÔÓÑ 4 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �Ï ×ÅÓÕ ËÁÍÎÑ. ëÁË Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ËÁÍÎÉ

�Ï ×ÅÓÕ, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ 5 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÊ ÎÁ ÞÁÛÅÞÎÙÈ ×ÅÓÁÈ ÂÅÚ ÇÉÒØ?

íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉÄÕÍÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ ÜÔÏ ÚÁ 4 ×Ú×ÅÛÉ×ÁÎÉÑ?

14. �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ 5 ËÁÍÎÅÊ.

15. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å ÉÚ 11 ÓÔÒÏË É 10 ÓÔÏÌÂ�Ï× ÎÁ�ÉÓÁÎÙ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÅÒËÎÕÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏËÉ (ÎÅ ×ÓÅ | ×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏ, ÎÉ ÏÄÎÏÊ), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ÂÕÄÅÔ

Þ£ÔÎÏÊ.

�ÒÅÕÇÏÌØÎÉË ðÁÓËÁÌÑ

þÉÓÌÏ k-ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× n-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÞÅÔÁÎÉÊ ÉÚ n �Ï k, É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ

C

k
n

(ÉÌÉ

�

n

k

�

).

1. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÙ C

0
n

É C

n
n

? äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C

k
n

= C

n-k

n

�ÒÉ

n > 0 É 0 6 k 6 n.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

C

k
n

=

n!

k!(n - k)!

:

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

C

k
n

= C

k
n-1

+ C

k-1

n-1

:

4. ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ C

k
n

ÚÁ�ÉÓÁÔØ (Á) ÞÉÓÌÏ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ a ÎÕÌÅÊ É b ÅÄÉÎÉ�; (Â) ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

1

+ x

2

+ : : : + x

m

= d, ÇÄÅ ×ÓÅ x

1

; : : : ; x

m

ÒÁ×ÎÙ 1 ÉÌÉ 2 (ÚÄÅÓØ m É d | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,

m 6 d).

5. ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ C

k
n

ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÒÅ-

ÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

1

+x

2

+ : : :+ x

m

= d (Á) × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ-

�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ; (Â) × �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

6. ðÅÒÅ�Ì£ÔÞÉË ÄÏÌÖÅÎ �ÅÒÅ�ÌÅÓÔÉ 12 ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÎÉÇ ×

ËÒÁÓÎÙÊ, ÓÉÎÉÊ ÉÌÉ ÚÅÌ£ÎÙÊ �ÅÒÅ�Ì£ÔÙ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁ-
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ÍÉ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? (îÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ×ÓÅ

�×ÅÔÁ.)

7. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ

C

0
0

C

0
1

C

1
1

C

0
2

C

1
2

C

2
2

C

0
3

C

1
3

C

2
3

C

3
3

C

0
4

C

1
4

C

2
4

C

3
4

C

4
4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

×ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÒ×ÙÅ 7 ÓÔÒÏË.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ

ÒÁ×ÎÏ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁÄ ÎÉÍ.

9. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÞÉÓÅÌ × �ÅÒ×ÙÈ 7 ÓÔÒÏËÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ. ïÂßÑÓÎÉÔØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÕÀ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ.

10. úÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÓÕÍÍÁ ÞÉ-

ÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ, ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ

ÞÉÓÅÌ, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ.) ðÏÞÅÍÕ?

* * *

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ 11 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅ-

ÌÉÔÓÑ ÎÁ 11! (ÆÁËÔÏÒÉÁÌ 11).

12. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; 3; : : : ; ng, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ: ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÏÔ-

ÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ 1?

13. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ÂÕË×Ù × ÓÌÏ×Å

âòáëïäåì, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ É ÇÌÁÓÎÙÅ, É ÓÏÇÌÁÓÎÙÅ (�Ï ÏÔ-

ÄÅÌØÎÏÓÔÉ) ÛÌÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ?

14. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ 11

2

, 11

3

, 11

4

. óÒÁ×ÎÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉ-

ËÏÍ ðÁÓËÁÌÑ. ïÂßÑÓÎÉÔØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÕÀ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ

�ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ É ÄÁÌØÛÅ? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ 1001

2

; 1001

3

; : : :

15. ëÁËÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÓÏÓÔÏÑÔ �ÅÌÉËÏÍ ÉÚ ÎÅ-

Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ? �ÅÌÉËÏÍ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ËÒÁ£×) ÉÚ Þ£ÔÎÙÈ ÞÉÓÅÌ?

16. ëÁËÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÓÏÓÔÏÑÔ �ÅÌÉËÏÍ (ÎÅ

ÓÞÉÔÁÑ ËÒÁ£×) ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ 3?
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17. ÷ÏÚØÍ£Í ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ É ÓÌÏÖÉÍ ×ÓÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅÇÏ É ÉÄÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ ××ÅÒÈ-ÎÁÌÅ×Ï. óÕÍÍÁ ÏËÁ-

ÖÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÕ, ÓÔÏÑÝÅÍÕ ÓÎÉÚÕ �ÏÄ ÎÉÍ. ðÏÞÅÍÕ?

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

10

, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ

�ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ × (1 + x +

+ x

2

+ x

3

+ : : :+x

9

+x

10

)

3

, ÒÁ×ÅÎ ÞÉÓÌÕ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

a+ b + 
 = 10 × �ÅÌÙÈ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

2. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ab
de × (a+ b+ 
+ d+ e)

5

.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÍÅÎÑÔØ 20 ÄÏÌÌÁÒÏ×

ÂÕÍÁÖËÁÍÉ × 1, 2 É 5 ÄÏÌÌÁÒÏ× ÒÁ×ÎÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÕ �ÒÉ x

20

× ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ

(1+ x + x

2

+ x

3

+ : : :+ x

20

) � (1+ x

2

+ x

4

+ x

6

: : :+ x

20

)�

� (1+ x

5

+ x

10

+ x

15

+ x

20

):

4. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ îØÀÔÏÎÁ:

(a+b)

n

=a

n

+C

1
n

a

n-1

b+: : :+C

k
n

a

n-k

b

k

+ : : :+C

n-1

n

ab

n-1

+b

n

:

5. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ ÂÉÎÏÍÁ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ

× ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ ÅÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎØ 2 É ÞÔÏ

ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÒÁ×ÎÁ 0.

6. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ a

10

b

15




20

× (a + b+ 
)

45

.

7. çÏÛÁ ×ÙÞÉÓÌÉÌ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (1+x) �(1+x

2

) �(1+x

4

)�

� (1+ x

8

) � (1+ x

16

). �ÏÛÁ ÄÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ, ÉÍÅÑ �Ï ÏÄÎÏÊ ÇÉÒÅ

× 1, 2, 4, 8 É 16 ÇÒÁÍÍÏ×, ÍÏÖÎÏ ÎÁÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ×ÅÓ ÏÔ 1

ÄÏ 31 ÇÒÁÍÍÁ, �ÒÉÞ£Í ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ. àÒÁ ÓËÁÚÁÌ

çÏÛÅ É �ÏÛÅ: �÷Ù ÒÅÛÁÌÉ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ�. ðÏÞÅÍÕ ÏÎ

ÔÁË ÓËÁÚÁÌ?

óÒÁ×ÎÅÎÉÑ

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a É b ÓÒÁ×ÎÉÍÙ �Ï ÍÏÄÕÌÀ m, ÅÓ-

ÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ m. (þÉÓÌÁ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ �ÅÌÙ-

ÍÉ; ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÄÕÌØ m �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ.) ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ:

a � b(mod m).
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1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a � b(mod m) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,

ËÏÇÄÁ a É b ÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ m.

2. îÁÊÔÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÒÁ×ÎÉÍÏ

Ó -1 �Ï ÌÀÂÏÍÕ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁ-

ÄÙ×ÁÔØ É �ÅÒÅÍÎÏÖÁÔØ: ÅÓÌÉ a � b(mod m) É 
 � d(mod m),

ÔÏ a+ 
 � b+ d(mod m) É a
 � bd(mod m).

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a�b(mod m), ÔÏ a

n

�b

n

(mod m)

�ÒÉ n = 1; 2; 3; 4; : : :

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a

n

� b

n

(mod (a - b)) �ÒÉ n = 1; 2; 3,

4; : : : (É �ÒÉ ÌÀÂÙÈ a 6= b).

6. ëÁËÉÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÍÏÖÅÔ ÄÁ×ÁÔØ ÔÏÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ �ÒÉ ÄÅÌÅ-

ÎÉÉ ÎÁ 3, 5 É 7?

7. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ 16

101

É 18

101

ÎÁ 17.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ab
d ÓÒÁ×ÎÉÍÏ Ó

a+ b+ 
+ d �Ï ÍÏÄÕÌÀ 9 É Ó -a+ b- 
+ d �Ï ÍÏÄÕÌÀ 11.

9. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 7a � 3(mod 13). îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅ-

ÎÉÑ a ÎÁ 13. (óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ?)

10. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ 8a � 4(mod 14). îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅ-

ÌÅÎÉÑ a ÎÁ 14. (óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ?)

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1

99

+2

99

+3

99

+4

99

+5

99

+6

99

ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ 7.

12. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a
 � b
(mod m
). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a �

� b(mod m).

13. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ (n

2

-1)

101

(n+1)

100

ÎÁ n.

* * *

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 7777

2222

+ 2222

7777

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 9.

15. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 1234567891011: : :99100 ÎÁ

9.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1

100

+2

100

+3

100

+4

100

+5

100

+6

100

ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ 7.

17. ðÒÉ ËÁËÉÈ n ÞÉÓÌÏ 11

2n

+ 12

n

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 133?

18. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 21.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 441.
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áÒÉÆÍÅÔÉËÁ ÏÓÔÁÔËÏ×

1. óÏÓÔÁ×ÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÓÔÁÔËÏ× �Ï ÍÏÄÕ-

ÌÀ 11. (�ÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 11 ÓÔÒÏË É 11 ÓÔÏÌÂ�Ï×,

�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÏÔ 0 ÄÏ 10. ÷ m-ÏÊ ËÌÅÔÏÞËÅ n-ÏÊ ÓÔÒÏËÉ

ÓÔÏÉÔ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÉÈ ÏÓÔÁÔ-

ËÉ m É n.) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: × ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ

É ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÏÓÔÁÔËÉ ÒÏ×ÎÏ �Ï ÏÄÎÏÍÕ

ÒÁÚÕ?

2. òÅÛÉÔØ ÔÕ ÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. (÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×

ÔÁÂÌÉ�Å ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅ×ÁÑ ÓÔÒÏËÁ É ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÔÏÌÂÅ�.)

3. òÅÛÉÔØ ÔÅ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �Ï

ÍÏÄÕÌÀ 7 É 10.

4. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ É �Ï ÓËÏÌØËÕ ÒÁÚ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ

(ÉÄÕÝÅÊ ÉÚ ÌÅ×ÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÇÌÁ × �ÒÁ×ÙÊ ÎÉÖÎÉÊ) ÔÁÂÌÉ�

ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ �Ï ÍÏÄÕÌÑÍ 5, 7, 11, 17 É 19?

5. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; 2; 5; 8; 11; : : : ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÁ 1 ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ �ÉÆÒ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÞÉÓÌÁ. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÉÔ ÎÁ 100-Í ÍÅÓÔÅ?

6. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a; 2a; 3a; : : :

ÎÁ 12 (ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ a �Ï ÍÏÄÕ-

ÌÀ 12) �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ a ÏÔ 0 ÄÏ 11). ðÏÞÅÍÕ? ëÁËÉÅ

�ÅÒÉÏÄÙ ÔÕÔ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ (�ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ a)?

7. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 11. ëÁËÉÅ �ÅÒÉÏÄÙ ÔÕÔ

×ÏÚÍÏÖÎÙ?

8. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a; a

2

; a

3

; : : :

ÎÁ 11 (ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ a �Ï ÍÏÄÕ-

ÌÀ 11) �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ a ÏÔ 0 ÄÏ 10. ðÏÞÅÍÕ? ëÁËÉÅ

�ÅÒÉÏÄÙ ÔÕÔ ×ÏÚÍÏÖÎÙ?

9. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ (1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; : : : )

ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. úÁÍÅÎÉ× ËÁÖÄÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁÔËÏÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÅÇÏ ÎÁ 11, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ, × ËÏÔÏÒÙÊ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÉÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

�ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ, É ÎÁÊÔÉ �ÅÒÉÏÄ.

10. âÕÄÅÔ ÌÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ 11 ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ 13? ëÁËÏ× ÂÕÄÅÔ Å£ �ÅÒÉÏÄ?
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* * *

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ

ÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ ÎÁ n �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ (É ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄ�ÅÒÉÏ-

ÄÁ | �Ï×ÔÏÒÑÀÝÉÊÓÑ ËÕÓÏË ÓÔÏÉÔ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ)

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÏËÁÎÞÉ×ÁÀÝÅÅ-

ÓÑ Ä×ÕÍÑ ÎÕÌÑÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÏËÁÎ-

ÞÉ×ÁÀÝÅÅÓÑ Ä×ÕÍÑ ÄÅ×ÑÔËÁÍÉ.

13. úÁ�ÉÛÅÍ Ä×Á �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 0 ÄÏ 10. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÂÅÒÑ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÎÙÍ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÉÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ÂÕÄÕÔ �Ï×ÔÏÒÑÔØÓÑ ÞÅÒÅÚ 10.

14. ðÒÉ ËÁËÉÈ � (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÌÙÈ) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÄÒÏÂÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ f�g; f2�g; f3�g; : : : ÂÕÄÅÔ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ?

þÔÏ × ÌÏÂ, ÞÔÏ �Ï ÌÂÕ

1. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å 57 � 91 ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÂÙÔØ

ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, Á ×

ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ?

2. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å m � n ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ ÔÁË, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ

ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÉÌÉ ÓÔÏÌÂ�Å ÒÁ×ÎÁ 57. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

m = n.

3. íÏÖÅÔ ÌÉ × ÔÁÂÌÉ�Å 4� 4 ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ

ÂÙÔØ Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, Á × ÌÀÂÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å | ÎÅÞ£ÔÎÙÍ? �ÏÔ ÖÅ

×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÔÁÂÌÉ�Ù 3� 5.

4. íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁÂÏÔÁ ÆÉÒÍÙ ÚÁ ÌÀÂÙÅ �ÑÔØ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ

ÍÅÓÑ�Å× ÂÙÔØ �ÒÉÂÙÌØÎÏÊ, Á �Ï ÉÔÏÇÁÍ ÇÏÄÁ | ÕÂÙÔÏÞÎÏÊ?

íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ × ÔÅÞÅÎÉÅ 6 ÌÅÔ?

5. ëÁÓÓÉÒ ÓÞÉÔÁÅÔ ÄÅÎØÇÉ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÎ ÓÞÉÔÁÅÔ ×ÓÅ ËÕ-

�ÀÒÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ ÉÈ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×Á, �ÏÔÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔ ÅÝÅ ÒÁÚ

ËÕ�ÀÒÙ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ ÂÏÌØÛÅ 1 ÒÕÂÌÑ, ÚÁÔÅÍ �ÒÉÂÁ×ÌÑÅÔ ÞÉ-

ÓÌÏ ËÕ�ÀÒ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ ÂÏÌØÛÅ 2 ÒÕÂÌÅÊ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÞÅÍÕ

Õ ÎÅÇÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÏÔ×ÅÔ?

6. ÷ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ| ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, É ÉÈ n ÛÔÕË.

óËÏÌØËÏ Õ ÎÅÇÏ Ò£ÂÅÒ?

7. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �ÏÄÓÞÉÔÁÌÉ ËÏ-

ÌÉÞÅÓÔ×Ï ÇÒÁÎÅÊ, ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ × ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, É �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ ÓÌÏÖÉÌÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ Þ£ÔÎÁ.
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8. ðÒÉ ×ÈÏÄÅ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÕ ÓÔÏÑÔ Ä×Å ÄÏÓËÉ. îÁ ÏÄÎÏÊ ÉÚ

ÎÉÈ �ÒÉÈÏÄÑÝÉÅ ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ, ÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË ÕÖÅ

ÂÙÌÏ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ �ÒÉÛÌÉ. îÁ ÄÒÕÇÏÊ ÕÈÏÄÑÝÉÅ

ÞÉÔÁÔÅÌÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ, ÓËÏÌØËÏ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÏÇÄÁ ÏÎÉ

ÕÛÌÉ. õÔÒÏÍ É ×ÅÞÅÒÏÍ × ÂÉÂÌÉÏÔÅËÅ ÎÉËÏÇÏ ÎÅ ÂÙÌÏ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁ ÄÅÎØ ÎÁ ÏÂÅÉÈ ÄÏÓËÁÈ ÂÙÌÉ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ

ÖÅ ÞÉÓÌÁ.

9. ëÌÅÔËÉ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ 1 ÄÏ 64

(× �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÏÔ 1 ÄÏ 8 ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, ×Ï ×ÔÏÒÏÊ | ÏÔ

9 ÄÏ 16 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ). ëÁË ÎÉ �ÏÓÔÁ×Ø ÎÁ ÄÏÓËÕ 8 ÌÁÄÅÊ, ÎÅ

ÂØÀÝÉÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ, ÓÕÍÍÁ ÎÏÍÅÒÏ× ËÌÅÔÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ

ÓÔÏÑÔ, ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ. ðÏÞÅÍÕ?

éÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ

1. ÷ ÔÕÒÎÉÒÅ �Ï ÏÌÉÍ�ÉÊÓËÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ (�ÒÏÉÇÒÁ×ÛÉÊ ×Ù-

ÂÙ×ÁÅÔ) �ÒÉÎÑÌÏ ÕÞÁÓÔÉÅ 100 ÞÅÌÏ×ÅË. óËÏÌØËÏ ÂÙÌÏ ÓÙÇÒÁÎÏ

�ÁÒÔÉÊ, �ÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÂÙÌ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î �ÏÂÅÄÉÔÅÌØ?

2. ÷ ÑÝÉË �ÏÌÏÖÉÌÉ 3 ÍÅÎØÛÉÈ ÑÝÉËÁ. úÁÔÅÍ × ÎÅËÏÔÏÒÙÅ

ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÖÅ �ÏÌÏÖÉÌÉ �Ï 3 ÅÝ£ ÍÅÎØÛÉÈ ÑÝÉËÁ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

÷ ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× ÏËÁÚÁÌÏÓØ 17 ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÑÝÉËÏ× (×ÎÕÔÒÉ

ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÉÅ ÑÝÉËÉ). óËÏÌØËÏ × ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ �ÕÓÔÙÈ

ÑÝÉËÏ×?

3. ðÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÏ 20 �ÌÀÓÏ× É 20 ÍÉÎÕÓÏ×.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÁÒ ÓÏÓÅÄÎÉÈ �ÌÀÓÏ× ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØËÏ �ÁÒ

ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÍÉÎÕÓÏ×.

4. HÁ ÄÏÓËÅ ×Ù�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; 2; : : : ; 20. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÔÅ-

ÒÅÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÞÉÓÌÁ a É b É ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ (Á) a + b - 1;

(Â) a + b + ab. ëÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÅÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ �ÏÓÌÅ 19 ÔÁËÉÈ

Ï�ÅÒÁ�ÉÊ?

5. ìÀÂÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×ÉÇÁÔØ �Ï �ÒÏ-

ÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÅÅ �ÒÑÍÏÊ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÊ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ

ÓÔÏÒÏÎÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-

ÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1 �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉË Ó ËÁÔÅÔÁÍÉ, ÒÁ×ÎÙÍÉ 1?

6. õ ÞÉÓÌÁ 100! = 1 �2 � : : : �100 ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ, Õ

�ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÖÅ ×ÙÞÉÓÌÉÌÉ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ,

�ÏËÁ ÎÅ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÞÉÓÌÏ?
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7. ÷ ÒÑÄ ÓÔÏÑÔ 6 ÓÏÓÅÎ É ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÄÉÔ ÞÉÖ. ëÁÖÄÕÀ

ÍÉÎÕÔÕ Ä×Á ÞÉÖÁ (ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÉÌÉ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÓÎÁÈ) �ÅÒÅÌÅÔÁÀÔ

ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÀÀ ÓÏÓÎÕ | ÏÄÉÎ ÎÁ�ÒÁ×Ï, ÄÒÕÇÏÊ ÎÁÌÅ×Ï. íÏÇÕÔ

ÌÉ ÞÉÖÉ ÓÏÂÒÁÔØÓÑ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÏÓÎÅ?

8. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) á ÅÓÌÉ ÓÏÓÎÙ ÓÔÏÑÔ �Ï ËÒÕÇÕ, É ÏÄÉÎ ÉÚ

ÞÉÖÅÊ ÌÅÔÉÔ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, Á ÄÒÕÇÏÊ | �ÒÏÔÉ×?

9. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) á ÅÓÌÉ × ÒÑÄ ÓÔÏÑÔ 4 ÓÏÓÎÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ

ÓÉÄÑÔ 1, 2, 3, 4 ÞÉÖÁ, ÎÁ ËÁËÏÊ ÓÏÓÎÅ ÏÎÉ ÓÍÏÇÕÔ ÓÏÂÒÁÔØÓÑ?

10. ÷ ÓÔÒÏÞËÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ 10 ÞÉÓÅÌ, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ

ÔÒ£È ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ 15. ðÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 7. þÅÍÕ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÞÉÓÌÏ?

11. ÷ ÍÅÛËÅ ÌÅÖÉÔ 57 Þ£ÒÎÙÈ ÆÁÓÏÌÉÎ É 33 ÂÅÌÙÈ. âÏÒÉÓ

íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞ ×ÙÎÉÍÁÅÔ ÉÚ ÍÅÛËÁ ÎÁÕÇÁÄ Ä×Å ÆÁÓÏÌÉÎÙ. åÓÌÉ

ÏÎÉ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ, ÔÏ ÏÎ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÉÈ ÎÁ ÂÅÌÕÀ

ÆÁÓÏÌÉÎÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÏÇÏ | ÔÏ ÎÁ Þ£ÒÎÕÀ. �ÁË ÏÎ ÄÅÌÁÅÔ ÄÏ

ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ × ÍÅÛËÅ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ ÆÁÓÏÌÉÎÁ.

ëÁËÏÇÏ �×ÅÔÁ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ?

* * *

12. K ÌÀÂÙÍ Ä×ÕÍ ÞÉÓÌÁÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 1; 1; 2; 3; 5; 8; 13,

21; 34; 55 ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉÂÁ×ÉÔØ ÉÌÉ ÏÔÎÑÔØ �Ï ÅÄÉ-

ÎÉ�Å. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÔÁËÉÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÄÅÌÁÔØ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ

ÒÁ×ÎÙÍÉ?

13. óÔÏÑÔ 57 ÓÔÁËÁÎÏ× ××ÅÒÈ ÄÎÏÍ. úÁ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÅÒ-

ÎÕÔØ ÌÀÂÙÅ (Á) 5; (Â) 6 ÓÔÁËÁÎÏ×. íÏÖÎÏ ÌÉ ÚÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏ×

�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÔÁËÁÎÙ ×ÎÉÚ ÄÎÏÍ?

14. ÷ ÓÔÒÁÎÅ óÅÒÏÂÕÒÏÍÁÌÉÎ ÖÉ×ÅÔ 13 ÓÅÒÙÈ, 15 ÂÕÒÙÈ É 17 ÍÁ-

ÌÉÎÏ×ÙÈ ÈÁÍÅÌÅÏÎÏ×. ëÏÇÄÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ä×Á ÈÁÍÅÌÅÏÎÁ ÒÁÚÎÏÇÏ �×Å-

ÔÁ, ÏÎÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÏËÒÁÓËÕ ÔÒÅÔØÅÇÏ �×ÅÔÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,

�ÒÉ ×ÓÔÒÅÞÅ ÓÅÒÏÇÏ É ÂÕÒÏÇÏ ÈÁÍÅÌÅÏÎÁ ÏÂÁ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÍÁÌÉÎÏ×ÙÍÉ).

íÏÖÅÔ ÌÉ ÞÅÒÅÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ×ÒÅÍÑ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÈÁÍÅÌÅÏÎÙ ÉÍÅ-

ÀÔ ÏÄÉÎ �×ÅÔ?

15. îÁ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÄÏÓËÉ 9�9 ÓÉÄÉÔ ÖÕË. ÷ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ

ËÁÖÄÙÊ ÖÕË �ÅÒÅ�ÏÌÚ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ËÌÅÔÏË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ËÌÅÔËÁ ÓÔÁÌÁ �ÕÓÔÏÊ.

16. HÁ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÅ 9� 9 ÓÔÏÑÌÉ 9 ÌÁÄÅÊ, ÎÅ ÂØÀÝÉÈ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÁ. ÷ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÖÄÁÑ ÌÁÄØÑ ÓÄÅÌÁÌÁ ÈÏÄ ËÏÎÑ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÔÅ�ÅÒØ ËÁËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÌÁÄØÉ ÂØÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ.
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çÒÁÆÙ

1. ÷ ÕÇÌÁÈ ÄÏÓËÉ 3� 3 ÓÔÏÑÔ ÛÁÈÍÁÔÎÙÅ ËÏÎÉ | Ä×Á Þ£Ò-

ÎÙÈ É Ä×Á ÂÅÌÙÈ (ÒÉÓ. 17). (Á) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÍÅÎÑÔØ Þ£ÒÎÙÈ

É ÂÅÌÙÈ ËÏÎÅÊ ÍÅÓÔÁÍÉ (�ÏÌÕÞÉ× ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ÒÉÓ. 18)?

(Â) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÍÅÎÑÔØ ÏÄÎÏÇÏ Þ£ÒÎÏÇÏ ËÏÎÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÂÅÌÙÍ

(�ÏÌÕÞÉ× ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÀ ÒÉÓ. 19)? (×) åÓÌÉ ÍÏÖÎÏ (× �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÉÈ �ÕÎËÔÁÈ), ËÁËÏÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ

ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ?

â â

þ þ

òÉÓ. 17

þ þ

â â

òÉÓ. 18

â þ

þ â

òÉÓ. 19

2. ÷Ù�ÉÓÁÔØ × ÒÑÄ �ÉÆÒÙ ÏÔ 1 ÄÏ 9 (ËÁÖÄÕÀ �Ï ÒÁÚÕ) ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ Ä×Å �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÅ �ÉÆÒÙ ÄÁ×ÁÌÉ ÂÙ Ä×ÕÚÎÁÞ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 7 ÉÌÉ ÎÁ 13.

3. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÕÞÅÎÉËÏ× ËÌÁÓÓÁ �ÏÄÓÞÉÔÁÌ, ÓËÏÌØËÏ Õ ÎÅÇÏ

× ËÌÁÓÓÅ ÄÒÕÚÅÊ (ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÓÅÂÑ). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏÖÉÌÉ.

ðÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÔÏ-ÔÏ ÉÚ ÛËÏÌØÎÉ-

ËÏ× ÞÉÓÌÉÔ ÓÒÅÄÉ Ó×ÏÉÈ ÄÒÕÚÅÊ ÞÅÌÏ×ÅËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÓÞÉÔÁÅÔ

ÅÇÏ Ó×ÏÉÍ ÄÒÕÇÏÍ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ËÏÍ�ÁÎÉÉ ÉÚ ÛÅÓÔÉ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÁÊ-

ÄÕÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÒÏÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÚÎÁËÏÍÙÈ, ÌÉÂÏ ÔÒÏÅ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÚÎÁ-

ËÏÍÙÈ. (óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ á ÚÎÁËÏÍ Ó â, ÔÏ â ÚÎÁËÏÍ Ó á.)

5. îÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÅÄÉ-

ÎÅÎÙ ÌÉÎÉÑÍÉ. (�ÁËÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÆÏÍ, ÔÏÞËÉ ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÌÉÎÉÉ | Ò£ÂÒÁÍÉ.) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ

Ó×ÑÚÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÏÊÔÉ × ÌÀÂÕÀ, ÉÄÑ

�Ï Ò£ÂÒÁÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ) > (ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ)-1.

6. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ÎÅ ÍÅÎØ-

ÛÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ, ÔÏ ÇÒÁÆ ÉÍÅÅÔ �ÉËÌ: ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÚÁÍËÎÕ-

ÔÙÊ �ÕÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ �Ï Ò£ÂÒÁÍ, É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÊ Ä×Á ÒÁÚÁ

�Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ.

7. íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÏÎ×ÅÒÔ (ÒÉÓ. 20) É

ÚÁËÒÙÔÙÊ ËÏÎ×ÅÒÔ (ÒÉÓ. 21), ÎÅ ÏÔÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ
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É ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÕÞÁÓÔËÕ ÌÉÎÉÉ Ä×ÁÖÄÙ?

�

�

�

�

�

�H

H

H

H

H

H

òÉÓ. 20

�

�

�

�H

H

H

H

òÉÓ. 21

8. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ 20 ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÒÅÛÉÌ 2 ÉÚ 20 ÚÁÄÁÞ, �ÒÉÞ£Í

ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÉ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÛËÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØ-

ÎÉË ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ ÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÉÍ ÚÁÄÁÞ É ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ

ÂÙÌÉ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ.

* * *

9. äÏÓËÁ ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ËÒÅÓÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ Ë×Á-

ÄÒÁÔÎÏÊ ÄÏÓËÉ 4� 4 ×ÙËÉÎÕÔØ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ Å£ ÏÂÏÊÔÉ

ÈÏÄÏÍ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ËÏÎÑ, �ÏÂÙ×Á× ÎÁ ËÁÖÄÏÍ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ É ×ÅÒ-

ÎÕÔØÓÑ ÎÁ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÅ?

10. éÍÅÅÔÓÑ ËÕÓÏË �ÒÏ×ÏÌÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ 120 ÓÍ. íÏÖÎÏ ÌÉ, ÎÅ ÌÏ-

ÍÁÑ ÅÇÏ, ÓÄÅÌÁÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ËÁÒËÁÓ ËÕÂÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 10 ÓÍ? é ÅÓÌÉ

ÎÅÌØÚÑ, ÔÏ × ÓËÏÌØËÉÈ ÍÅÓÔÁÈ �ÒÉÄ£ÔÓÑ ÜÔÕ �ÒÏ×ÏÌÏËÕ ÓÌÏÍÁÔØ?

11. éÍÅÅÔÓÑ ÇÒÕ��Á ÏÓÔÒÏ×Ï×, ÓÏÅÄÉÎ£ÎÎÙÈ ÍÏÓÔÁÍÉ. �ÕÒÉÓÔ �Ï-

ÂÙ×ÁÌ ÎÁ ×ÓÅÈ ÏÓÔÒÏ×ÁÈ, �ÒÏÊÄÑ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÍÏÓÔÕ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ.

îÁ ÏÓÔÒÏ×Å �ÒÏÅËÒÁÔÎÏÍ ÏÎ �ÏÂÙ×ÁÌ ÔÒÉÖÄÙ. óËÏÌØËÏ ÍÏÓÔÏ× ×ÅÄ£Ô

Ó �ÒÏÅËÒÁÔÎÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÔÕÒÉÓÔ (Á) ÎÅ Ó ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌ É ÎÅ ÎÁ Î£Í ÚÁËÏÎ-

ÞÉÌ? (Â) Ó ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ Î£Í ÚÁËÏÎÞÉÌ? (×) Ó ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌ É ÎÁ

Î£Í ÚÁËÏÎÞÉÌ?

12. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÎÅ ÏÔÒÙ×ÁÑ ËÁÒÁÎÄÁÛÁ ÏÔ ÂÕÍÁÇÉ É

ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑ �Ï ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÉÉ Ä×ÁÖÄÙ, Á ÞÔÏ ÎÅÔ?

13. ÷ Ó×ÑÚÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÒÏ×ÎÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅ

ÞÉÓÌÁ Ò£ÂÅÒ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × Î£Í ÎÅÔ �ÉËÌÏ×.

14. îÁ ÄÏÓËÅ ÏÔÍÅÔÉÌÉ 17 ÔÏÞÅË É ÓÏÅÄÉÎÉÌÉ ËÁÖÄÙÅ 2 ÉÚ ÎÉÈ

�×ÅÔÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ: ÂÅÌÙÍ, ÓÉÎÉÍ ÉÌÉ ËÒÁÓÎÙÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊ-

ÄÕÔÓÑ 3 ÔÏÞËÉ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

15. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ 9 ÛËÏÌØÎÉËÏ× �ÏÄÒÁÌÉÓØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊ-

ÄÕÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÒÉ ÔÁËÉÅ ÛËÏÌØÎÉËÁ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÏÄÒÁÌÓÑ Ó ËÁÖÄÙÍ,

ÌÉÂÏ ÞÅÔÙÒÅ ÛËÏÌØÎÉËÁ, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ ÂÙÌÏ ÄÒÁË.

16. éÍÅÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ

ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ (É ×ÓÅ ×ÈÏÄÑÝÉÅ × ÎÅ£ ÒÅÂÒÁ), ÎÅ ÎÁÒÕÛÉ× ÅÇÏ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.
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üËÚÁÍÅÎÁ�ÉÏÎÎÁÑ ËÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

÷ÁÒÉÁÎÔ 1

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ hx; yi,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (Á) x

2

+2x+y

2

> 3; (Â) (x+y)(x-1)(y+2) < 0.

2. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ jx+ 1j+ jxj+

+ jx- 1j + jx+ 2j. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÏÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ?

3. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÁÒÙ �ÅÌÙÈ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ)

ÞÉÓÅÌ (x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x+y+xy = 35. óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ �ÁÒ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ? (ðÏÒÑÄÏË ÞÌÅÎÏ× × �ÁÒÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎ.)

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÏÊ 1 +

p

2 É 2 + 3

p

2 ÎÅÓÏ-

ÉÚÍÅÒÉÍÙ.

5. îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ x + 2y, ÅÓÌÉ

xy = 1 É x; y > 0. ðÒÉ ËÁËÉÈ x É y ÏÎÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ?

6. úÁ�ÉÓÁÔØ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÕÀ ÄÅÓÑÔÉÞÎÕÀ ÄÒÏÂØ 0;3737: : :

× ×ÉÄÅ ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÏÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÏÊ ÄÒÏÂÉ (ÞÁÓÔÎÏÇÏ Ä×ÕÈ �Å-

ÌÙÈ ÞÉÓÅÌ).

7. óÉÎÉÍ �×ÅÔÏÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ ÏÔÍÅÞÅÎÙ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 40 ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 7, Á ËÒÁÓÎÙÍ | ÔÅ,

ÞÔÏ ÄÁÀÔ ÏÓÔÁÔÏË 17 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 24. ëÁËÏ×Ï ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÒÁÓÎÙÍÉ É ÓÉÎÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ?

8. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÉ-

ÒÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ 1234567 ÎÁ ÔÒÉÎÁÄ�ÁÔØ.

9. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ

�ÒÑÍÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ

ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÂÙÌ ÂÏÌØÛÅ 3;5

Æ

?

10. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ 6 ÉÚ �ÉÆÒ

0; 1; 2, × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÉÄÕÝÉÈ �ÏÄÒÑÄ Ä×ÕÈ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÉÆÒ?

* * *

11. þÔÏ ÂÏÌØÛÅ: 101

100

ÉÌÉ 2 � 10

200

?

12. ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ ÄÅÓÑÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÒÁÚÒÅÛÁÅÔ-

ÓÑ ÄÅÌÁÔØ Ä×Å ×ÅÝÉ: (1) ÍÅÎÑÔØ × ÎÅÊ �ÅÒ×ÙÊ ÞÌÅÎ; (2) ÍÅÎÑÔØ ÞÌÅÎ,

ÓÔÏÑÝÉÊ �ÏÓÌÅ �ÅÒ×ÏÊ ÅÄÉÎÉ�Ù. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ Ä×ÕÈ

Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÉÚ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÌÀÂÕÀ.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 10 Ë×ÁÄÒÁÔ ÍÏÖÎÏ

ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ n Ë×ÁÄÒÁÔÏ×.

14. óËÏÌØËÏ ÅÓÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ 6 ÉÚ �ÉÆÒ 0; 1; 2,

× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÎÕÌÑ ÎÅ ÉÄÕÔ �ÏÄÒÑÄ?
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15. ÷ ÒÑÄ ÓÔÏÑÔ 50 ÓÔÁËÁÎÏ×, ÉÚ ÎÉÈ �ÏÌÏ×ÉÎÁ (ÎÁ Þ£ÔÎÙÈ ÍÅ-

ÓÔÁÈ) | ××ÅÒÈ ÄÎÏÍ. úÁ ÏÄÉÎ ÈÏÄ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÅÒÎÕÔØ ÇÒÕ��Õ

ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÓÔÁËÁÎÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ �Ï-

ÓÔÁ×ÉÔØ ×ÓÅ ÓÔÁËÁÎÙ ×ÎÉÚ ÄÎÏÍ, ÓÄÅÌÁ× ÍÅÎÅÅ 25 ÈÏÄÏ×.

16. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ [

p

1℄+[

p

2℄+[

p

3℄+ : : :+[

p

400℄. (ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ

ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ.)

÷ÁÒÉÁÎÔ 2

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ hx; yi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (Á) [x℄ = [2y℄;

(Â) [x℄ = 2[y℄.

2. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÓÕÍÍÙ 1

2

+ 2

2

+ 3

2

+ : : :+

+ 100

2

ÎÁ 7.

3. ðÏÄÒÑÄ ÎÁ�ÉÓÁÌÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 1000. óËÏÌØËÏ ×ÓÅ-

ÇÏ �ÉÆÒ �ÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ? óËÏÌØËÏ ÒÁÚ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ

�ÉÆÒÁ 7?

4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a + b + 
 = 7, Á a

2

+ b

2

+ 


2

= 17.

(Á) îÁÊÔÉ ab + b
 + a
. (Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ a; b; 
 (ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÎÅ

ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ) Ó ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ?

5. ÷ÓÑËÏÅ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË

ÒÁÚÎÏÓÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ?

6. îÁ ËÁËÕÀ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ë×ÁÄÒÁÔ ÞÉÓÌÁ ÍÏ-

ÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÓÁÍÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

7. îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÑÍÙÍÉ x + y = -3, x- 2y = 6 É y = 7.

8. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 0 ÄÏ 99999, ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ

ËÏÔÏÒÙÈ (Á) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 7; (Â) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 22?

9. óËÏÌØËÏ ÓÌÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ, �ÅÒÅÓÔÁ×ÌÑÑ ÂÕË×Ù ×

ÓÌÏ×Å ëá�áìïç, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÂÕË×Á ë ÎÁÈÏÄÉÌÁÓØ

ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÂÕË×ÁÍÉ á (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ)?

10. ä×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ÓÔÁËÁÎÁ ÚÁ�ÏÌÎÅÎÙ ÒÁÓÔ×ÏÒÁÍÉ Ó�ÉÒÔÁ

× ×ÏÄÅ ÎÁ 2=3 | × ÏÄÎÏÍ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑ Ó�ÉÒÔÁ 60%, × ÄÒÕ-

ÇÏÍ 40%. òÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ÌÀÂÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÖÉÄËÏ-

ÓÔÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÁËÁÎÁ × ÄÒÕÇÏÊ (�ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÁ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÅÔ-

ÓÑ). íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÌÉ×ÁÎÉÊ ÄÏÂÉÔØÓÑ,

ÞÔÏÂÙ ×Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÔÁËÁÎÅ ËÏÎ�ÅÎÔÒÁ�ÉÑ Ó�ÉÒÔÁ ÓÔÁÌÁ ÂÏÌØÛÅ,

ÞÅÍ × �ÅÒ×ÏÍ?
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11. éÍÅÅÔÓÑ 6 ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÓÁÈÁÒÁ ÏÂÝÅÊ �ÅÎÏÊ 40000,

4 ËÉÌÏÇÒÁÍÍÁ ÇÒÅÞËÉ ÏÂÝÅÊ �ÅÎÏÊ 27000 É 5 ËÉÌÏÇÒÁÍÍÏ× ÒÉ-

ÓÁ ÏÂÝÅÊ �ÅÎÏÊ 33000. ëÁËÏ×Á ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÓÔÏÉÍÏÓÔØ �ÒÏÄÕË-

ÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÕÎÅÓÔÉ × ÍÅÛËÅ, ×ÙÄÅÒÖÉ×ÁÀÝÅÍ 12 ËÉ-

ÌÏÇÒÁÍÍÏ×?

12. îÁ�ÉÓÁÎÏ 10 ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÔÒÅÈ ÉÚ ÎÉÈ ÂÏÌØÛÅ

ÓÅÍÉ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ (Á) ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÓÅÍÉ

ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÎØÛÅ ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÉ? (Â) ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ �ÑÔÉ ÉÚ ÎÉÈ

ÍÅÎØÛÅ Ä×ÅÎÁÄ�ÁÔÉ?

13. ÷ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÅ 3 � 3 ÓÕÍÍÁ �ÉÆÒ × ËÁÖÄÏÊ

ÓÔÒÏËÅ, × ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂ�Å É �Ï ÌÀÂÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ

ÒÁ×ÎÁ 15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ × �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁ×ÎÏ 5.

14. îÁ ÄÏÓËÅ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 9. òÁÚÒÅ-

ÛÁÅÔÓÑ ×ÚÑÔØ ÌÀÂÙÅ 6 ÉÚ ÎÉÈ É Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÎÁ 1. �ÁË ÍÏÖÎÏ

ÄÅÌÁÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ

ÓÔÁÌÉ ÒÁ×ÎÙÍÉ?

15. ëÌÅÔËÉ ÄÏÓËÉ 8� 8 ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × ÞÅÔÙÒÅ �×ÅÔÁ, �ÒÉ-

Þ£Í × ÌÀÂÏÍ Ë×ÁÄÒÁÔÁ 2 � 2 ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ �×ÅÔÁ ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ

�Ï ÒÁÚÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÕÇÌÏ×ÙÅ ËÌÅÔËÉ (Á) ÌÀÂÏÇÏ

�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ 2�8; (Â) ×ÓÅÊ ÄÏÓËÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �×ÅÔÁ.

úÁÄÁÞÉ 1997 { 1998 ÇÏÄÁ

÷ ÜÔÏÍ ÇÏÄÕ ÌÉÓÔËÉ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÄÅÌÉÌÉÓØ ÎÁ �ÏÂÑÚÁÔÅÌØ-

ÎÕÀ ÞÁÓÔØ� É �ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ� (ÏÔÄÅÌÅÎÙ Ú×£ÚÄÏÞ-

ËÏÊ). ìÉÓÔÏË �óÌÁÂÏ?� × ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÉÚ ÔÒÕÄÎÙÈ ÚÁÄÁÞ

�ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÌÉÓÔËÏ×. ÷ ËÏÎ�Å ÇÌÁ×Ù �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÚÁÄÁÞÉ ÜËÚÁ-

ÍÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÇÏÄÁ, ÂÙÌ ÕÓÔÎÙÍ.

ïÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ

�ÏÞËÁ A

0

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

�ÒÑÍÏÊ l (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ), ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË AA

0

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ É ÄÅÌÉÔÓÑ ÅÊ �Ï�ÏÌÁÍ. ëÁÖÄÁÑ

ÔÏÞËÁ �ÒÑÍÏÊ l ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ.

1. �ÏÞËÉ A É A

0

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l,

ÔÏÞËÁ X ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÜÔÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ XA É

XA

0

ÒÁ×ÎÙ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÕÇÌÙ Ó �ÒÑÍÏÊ l.

2. �ÏÞËÁ A ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ ÏÓÔÒÏÇÏ ÕÇÌÁ � Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ ×

ÔÏÞËÅ O, ÔÏÞËÉ A

0

É A

00

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ

ÕÇÌÁ. îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ A

0

OA

00

.

3. �ÏÞËÁ A ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÞËÅ B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l,

ÔÏÞËÁ B ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÞËÅ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ m, ÎÁËÏ-

ÎÅ�, ÔÏÞËÁ C ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ ÔÏÞËÅ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ n.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ l, m É n ÌÉÂÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ

ÔÏÞËÅ, ÌÉÂÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ: ÅÓÌÉ

ÔÏÞËÉ A

0

É B

0

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ A É B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ

�ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ AB É A

0

B

0

ÒÁ×ÎÙ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ �ÒÑÍÙÅ: ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ

A, B É C ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÉÍ ÔÏÞËÉ

A

0

, B

0

É C

0

ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

6. äÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l. îÁÊÔÉ

ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l ÔÏÞËÕ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ AX É BX ÍÉÎÉÍÁÌØ-

ÎÁ. (�ÏÞËÉ A É B ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ l ÉÌÉ

�Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ.)

7. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ AX É BX ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ �Ï ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÅ.

÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ?



úÁÄÁÞÉ 1997{ 1998 ÇÏÄÁ 81

8. ìÕÞ Ó×ÅÔÁ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÉÊÓÑ �Ï ÚÁËÏÎÕ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ-

×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�, ×Ù�ÕÓËÁÀÔ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ × 1

Æ

Ó ÚÅÒËÁÌØ-

ÎÙÍÉ ÓÔÅÎËÁÍÉ. óËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎ ÏÔÒÁÚÉÔÓÑ ÏÔ ÓÔÅÎÏË? (õËÁÚÁÔØ

×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.)

* * *

9. äÁÎÙ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ l Ém. ÷ÙÂÒÁ× ÔÏÞËÕA �ÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏ, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ B, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ A ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ l,

Á ÚÁÔÅÍ ÔÏÞËÕ C, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ m. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AC ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ A.

10. ÷ÎÕÔÒÉ ÏÓÔÒÏÇÏ ÕÇÌÁ ×ÙÂÒÁÎÁ ÔÏÞËÁ A. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÞËÉ B

É C, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÜÔÏÇÏ ÕÇÌÁ (�Ï ÏÄÎÏÊ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÅ), ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÉÍÅÔÒ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ÍÉÎÉÍÁÌÅÎ.

11. ëÁÒÔÏÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �Å-

ÒÅËÁÔÙ×ÁÀÔ �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÏÔÒÁÖÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏ-

ÒÏÎ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

ÏËÁÚÁÌÉÓØ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉË ÏËÁÚÁÌÓÑ ÂÙ × ÄÒÕÇÏÍ ÍÅÓÔÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

12. ÷ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ÎÁÊÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ,

Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÅÒÉÍÅÔÒÏÍ.

13. äÁÎÙ Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 25

Æ

, É ÎÅËÏ-

ÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ

�ÒÑÍÙÈ (ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ ÒÁÚ É × ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ). ïÔÍÅÔÉÍ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ,

ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. óËÏÌØËÏ ÉÈ ÂÕÄÅÔ? (ïÔ×ÅÔ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ A. õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.)

14. þÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÕÇÌÏ× ÍÅÖÄÕ

�ÒÑÍÙÍÉ?

15. ûÁÒ ÏÔÒÁÖÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÔÅÎÏË �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÂÉÌØÑÒÄÁ �Ï ÚÁ-

ËÏÎÕ �ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ ÕÇÌÕ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ�. æÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ

A É B ×ÎÕÔÒÉ ÂÉÌØÑÒÄÁ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÛÁÒ ÍÏÖÅÔ �Ï�ÁÓÔØ

ÉÚ A × B, ÉÓ�ÙÔÁ× 1 ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ? 2 ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ? n ÏÔÒÁÖÅÎÉÊ? (äÌÑ

�ÒÏÓÔÏÔÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÂÙÔØ �ÒÏ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÛÁÒ �Ï�ÁÄÁÅÔ × ÕÇÏÌ.)

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ,

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ É ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÍÉ Ë ÅÇÏ ×�É-

ÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ, ÒÁ×ÎÙ.

17. îÁ ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÅ ×ÎÅÛÎÅÇÏ ÕÇÌÁ C ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC ×ÚÑÔÁ

ÔÏÞËÁ M. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ MA+MB > CA+ CB.

18. ðÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ �ÒÑÍÏÊ l ÄÁÎÙ ÔÏÞËÉA É B. ðÏÓÔÒÏÉÔØ

ÔÏÞËÕO ÎÁ �ÒÑÍÏÊ l ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÕÞÉOA ÉOB ÏÂÒÁÚÏ×Ù×ÁÌÉ ÒÁ×ÎÙÅ

ÕÇÌÙ Ó �ÒÑÍÏÊ l.
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ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ

�ÏÞËÉ A É A

0

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ ÔÏÞËÉ O (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ), ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ O

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÅÒÅÄÉÎÏÊ ÏÔÒÅÚËÁ AA

0

.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ A

0

É B

0

ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÔÏÞËÁÍ

A É B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ O, ÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ AB É

A

0

B

0

ÒÁ×ÎÙ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ,

ÔÏ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÉÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ)

ÔÏÞËÉ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

3.æÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ L ÉM. ÷ÚÑ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞ-

ËÕ A, ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÔÏÞËÕ B, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ L,

Á ÚÁÔÅÍ ÔÏÞËÕ C, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ B ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏM. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ AC ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ A.

4. äÁÎ ÕÇÏÌ É ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞ-

ËÕ �ÒÑÍÕÀ, ÏÔÒÅÚÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÖÄÕ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÕÇÌÁ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ �Ï�ÏÌÁÍ. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ: ÎÁÊÔÉ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ

ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÄÁÎÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ.)

5. äÁÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ A, B É C. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ

�ÏÓÌÅ ÔÒÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × A, B, C

(× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÁÍ ÚÁÄÁÎÎÏÊ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÅÎÔÒÁ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ.

7. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÏ×ÅÓÔÉ

�ÒÑÍÕÀ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔÓÅËÁÀÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÈÏÒÄÙ.

8. ä×ÏÅ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ËÌÁÄÕÔ ÍÏÎÅÔÙ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÓÔÏÌ,

�ÒÉÞÅÍ ÏÎÉ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁËÒÙ×ÁÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ É �ÁÄÁÔØ ÓÏ

ÓÔÏÌÁ. óÄ×ÉÇÁÔØ ÕÖÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÎÅÌØÚÑ. ëÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ

ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄ, �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÁË ÄÏÌÖÅÎ ÉÇÒÁÔØ �ÅÒ×ÙÊ, ÞÔÏÂÙ

×ÙÉÇÒÁÔØ?

9. äÁÎ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ ABCD (×ÅÒÛÉÎÙ ÕËÁÚÁÎÙ �Ï ÞÁ-

ÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) É ÔÏÞËÁ X. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÉ A, B, C É D �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ

�ÒÑÍÙÅ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ CX, DX, AX É BX (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ).

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÞÅÔÙÒÅ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.
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* * *

10. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÙ×ÁÀÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ É ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÉÍ ×ÉÄÏ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÒÉ. ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ,

ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

11. îÁ �ÒÑÍÏÊ ×ÙÂÒÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ A; B;C;D, ÉÄÕÝÉÅ × ÕËÁ-

ÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÒÉÞ£Í AB = CD. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ AP+PD > BP+

+ PC ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

12. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕO ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑ-

ÍÕÀ, ÏÔÒÅÚÏË ËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ O �Ï�Ï-

ÌÁÍ. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÚÁÄÁÞÁ? (ïÔ×ÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ O.

�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.)

13. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ �ÒÑÍÕÀ, ÏÔÓÅ-

ËÁÀÝÕÀ ÏÔ ÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.

14. þÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. éÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ËÁÖ-

ÄÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ Ï�ÕÝÅÎÁ ×ÙÓÏÔÁ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

ðÏ×ÏÒÏÔÙ

óÉÍÍÅÔÒÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ 180

Æ

.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ ÍÅÎØÛÉÅ ÕÇÌÙ: �Ï×ÏÒÏÔ

×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÊ �ÅÎÔÒÏÍ �Ï×ÏÒÏÔÁ) ÎÁ ÕÇÏÌ �

�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ X × ÔÏÞËÕ X

0

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ OX = OX

0

É

\X

0

OX = �, �ÒÉÞ£Í ×ÒÁÝÅÎÉÅ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ

ÓÔÒÅÌËÉ (�× �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ�, ËÁË ÇÏ×ÏÒÑÔ). ðÏ-

×ÏÒÏÔ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÕÇÏÌ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ��Ï×ÏÒÏÔÏÍ

ÎÁ -��.

÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �Ï×ÏÒÏÔÙ ÎÁ +180

Æ

É ÎÁ -180

Æ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÔÏÞ-

ËÉ A

0

É B

0

�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÔÏÞÅË A É B �Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÙÊ ÕÇÏÌ � ×ÏËÒÕÇ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ O, ÔÏ AB = A

0

B

0

.

2. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ AB É A

0

B

0

�Å-

ÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ �.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÌÅÖÁ×ÛÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÏË-

ÒÕÖÎÏÓÔÉ), �ÏÓÌÅ �Ï×ÏÒÏÔÁ (×ÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ

ÕÇÏÌ) ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ (ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ).
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4. äÁÎÁ ÔÏÞËÁ É Ä×Å �ÒÑÍÙÅ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË, ÏÄÎÁ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÊ

ÔÏÞËÅ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÁÎÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ?

5. ïÔÒÅÚÏË AC ÒÁÚÂÉÔ ÎÁ Ä×Å ÞÁÓÔÉ ÔÏÞËÏÊ B, É ÎÁ ÏÔ-

ÒÅÚËÁÈ AB É BC ËÁË ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ APB É BQC (�Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÏÔ AC). äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AQ É PC ÏÂÒÁÚÕÀÔ Ó ÔÏÞËÏÊ B

ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

6. ÷ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ABCD (×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ �Ï ÞÁ-

ÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ) ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁM É �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÉ AM, BM,

CM É DM. ÷ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁÈ AMB, BMC, CMD É DMA

�ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÙÓÏÔÙ ÉÚ ÔÏÞÅË A, B, C É D ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ (ÉÌÉ ÉÈ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ) �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ

ÔÏÞËÅ.

7. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ AB É BC ÒÏÍÂÁ ABCD, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕÇÏÌ B

ÒÁ×ÅÎ 120

Æ

, ×ÚÑÔÙ ÔÏÞËÉM ÉN, �ÒÉÞ£ÍMB = NC. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË MND ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÊ.

* * *

8. þÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÈÏÒÄÕ ÚÁ-

ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

9. ÷�ÉÓÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ × ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.

10. óÉÍ×ÏÌ �ÉÎØ-ÑÎØ� ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚ-

ËÅ AC ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × B; Ë ×ÅÒÈÎÅÍÕ

�ÏÌÕËÒÕÇÕ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÉÖÎÉÊ) �ÏÌÕËÒÕÇ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ AB É ÏÔÎÉ-

ÍÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÊ �ÏÌÕËÒÕÇ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ BC. ëÁË ÒÁÚÄÅÌÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎ-

ÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ 7 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ?

11. äÁÎ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ X, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ AX + BX + CX ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. (ïÔ×ÅÔ: ÉÚ

ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÎÙ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 120

Æ

.)

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ

îÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÒÅÚÏË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ

ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÎ�Ï× ÏÂßÑ×ÌÅÎ �ÎÁÞÁÌÏÍ�;

�!

AB ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁ�ÒÁ-

×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ÎÁÞÁÌÏÍ A É ËÏÎ�ÏÍ B.

ä×Á ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ

�!

AB É

�!

CD ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁ×ÎÙ-

ÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ �Ï ÄÌÉÎÅ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÙ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ É
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�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ (ÉÌÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ).

1. äÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ A, B, C É D. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�!

AB =

=

�!

CD × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ

�!

AC =

�!

BD.

2. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) : : : É × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÓÅ-

ÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏ× AD É BC ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÛÅÓÔÉ ÔÏÞÅË A, B, C,

A

0

, B

0

, C

0

)

�!

AB =

��!

A

0

B

0

É

�!

BC =

��!

B

0

C

0

, ÔÏ É

�!

AC =

���!

A

0

C

0

.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË

�!

AB. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �Å-

ÒÅÎÏÓ ÎÁ

�!

AB �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ X × ÔÏÞËÕ X

0

, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÊ

��!

XX

0

=

�!

AB.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ (×ÓÌÅÄ ÚÁ �Ï×ÏÒÏ-

ÔÁÍÉ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÑÍÉ) ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÑ-

ÍÙÅ × �ÒÑÍÙÅ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

5. äÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B É Ä×Å �ÒÑÍÙÅ 
 É d. îÁÊÔÉ

ÎÁ �ÒÑÍÙÈ 
 É d ÔÏÞËÉ C É D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ABCD Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÏÍ (×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÄÕÔ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ

�ÏÒÑÄËÅ). óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ?

6. äÅÒÅ×ÎÉ á É â ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÒÅËÏÊ (ÂÅÒÅÇÁ | �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ). çÄÅ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÓÔ (�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ ÂÅ-

ÒÅÇÁÍ), ÞÔÏÂÙ ÏÂÝÉÊ �ÕÔØ ÏÔ á ÄÏ â ÞÅÒÅÚ ÍÏÓÔ ÂÙÌ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÉÍ?

7. ÷ÎÕÔÒÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ABCD ×ÚÑÔÁ ÔÏÞËÁ M. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏ-

ÇÏ ÒÁ×ÎÙ AM, BM, CM É DM, Á ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÓÔÏÒÏÎÁÍ

ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ.

* * *

8. äÅÒÅ×ÎÉ á É â ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑÍÏÊ ÖÅÌÅÚ-

ÎÏÊ ÄÏÒÏÇÉ. çÄÅ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÌÁÔÆÏÒÍÕ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏÂÙ

ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ á É â ÄÏ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÂÙÌÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ?

(òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÏ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÅÅ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ

ÔÏÞËÉ.) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÚÁÄÁÞÁ?

9. éÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÌÉÔÏË, ÉÍÅÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ ÎÅ�ÒÁ-

×ÉÌØÎÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÍÉ ÍÏÖÎÏ

ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ. (ðÌÉÔËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ.)

10. äÁÎÙ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ É ÔÏÞËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ðÏ-

ÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ É ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ

ÏÂÅÉÈ �ÒÑÍÙÈ.
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11. æÉÇÕÒÁ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØN. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Å£ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÅÂÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ �ÏËÒÙÌÁ (Á) ÎÅ

ÍÅÎÅÅ N ×ÅÒÛÉÎ ËÌÅÔÏË; (Â) ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ×ÅÒÛÉÎ ËÌÅÔÏË. (ëÌÅÔËÉ

ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ

ðÕÓÔØ F É G | Ä×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÉ, �Ï×ÏÒÏÔÙ É Ô. �.). éÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÎÁÞÁÌÁ �ÒÉÍÅÎÉÔØ F, Á

�ÏÔÏÍ G. üÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G Æ F (ÏÂÒÁÔÉÔÅ

×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÒ£È É ÂÏÌÅÅ �ÒÅÏÂÒÁ-

ÚÏ×ÁÎÉÊ.

1. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÏÓÅ-

×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÏÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ?

2. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ ÏÓÅ-

×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÏÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ?

3. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÏ×

ÎÁ 40

Æ

É 60

Æ

Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ? ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 100

Æ

É 150

Æ

Ó ÏÄÎÉÍ

É ÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ?

4. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÕÈ �ÅÎ-

ÔÒÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ?

5. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÅÎÔÒÁÌØ-

ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ?

6. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÔÒ£È �ÅÎ-

ÔÒÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ? ÞÅÔÙÒ£È �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ?

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ, Ó

ÒÁÚÎÙÍÉ �ÅÎÔÒÁÍÉ) ÅÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔ, ÕÇÏÌ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ

ÕÇÌÏ× ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �Ï×ÏÒÏÔÏ× (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÒÁÔÎÙÈ 360

Æ

)

ÉÌÉ �ÅÒÅÎÏÓ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. (õËÁÚÁÎÉÅ: �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ØÔÅ ËÁÖÄÙÊ �Ï×ÏÒÏÔ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ Ä×ÕÈ ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÊ; Ó×ÏÂÏÄÁ × ×ÙÂÏÒÅ ÏÓÅÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÏÄÎÏÊ

ÏÓÉ �ÒÑÍÕÀ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÕÀ �ÅÎÔÒÙ �Ï×ÏÒÏÔÏ×.)

8. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÔÒ£È �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ ÕÇÏÌ 120

Æ

(ËÁÖÄÙÊ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (ÏÓÔÁ×-

ÌÑÅÔ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÍÅÓÔÅ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÎÔÒÙ �Ï×ÏÒÏÔÏ×
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ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

9. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×ÎÅ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-

ÒÏÎÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÏ×

ÎÁ 120

Æ

×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÏ× ÜÔÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× (× ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ

�ÏÒÑÄËÅ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ. (é, ËÁË

�ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÉÈ �ÅÎÔÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÏ-

ÓÔÏÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË!)

10. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ É �Ï×ÏÒÏÔÁ?

* * *

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó Þ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ

ÔÅ ÖÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ, ÎÏ ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÓÔÏÒÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 90

Æ

�ÒÅÄÓÔÁ-

×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ, É ÞÔÏ Å£ �ÅÎÔÒ ÏÂÒÁÚÕÅÔ Ó �ÅÎ-

ÔÒÁÍÉ �Ï×ÏÒÏÔÏ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

13. îÁ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×Ï×ÎÅ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ Ë×Á-

ÄÒÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ, ×ÉÄÅÎ ÉÚ

ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÄ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÒ£È ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÏÓÉ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÅÓÔØ ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ.

îÁÊÔÉ Å£ ÏÓØ.

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÆÉÇÕÒÙ

ðÒÑÍÁÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓØÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÆÉÇÕÒÙ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÆÉÇÕÒÙ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÅÊ ÔÏÞËÁ ÔÁËÖÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ

ÆÉÇÕÒÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

1. ëÁËÉÅ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ? ëÁËÉÅ

ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÉ ÉÍÅÀÔ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Å �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ

ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ Ä×Å ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ,

�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 60

Æ

, ÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ É ÔÒÅÔØÀ ÏÓØ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

4. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ (�ÅÌÉËÏÍ ÎÁÈÏÄÑÝÁÑ-

ÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÒÕÇÁ) ÉÍÅÔØ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ �ÅÎÔÒÁ ÓÉÍ-
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ÍÅÔÒÉÉ?

5. åÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÒÑÍÁÑ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅÇÏ, ÄÅÌÉÔ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ

ÞÁÓÔÉ. á ÅÓÌÉ �ÒÑÍÁÑ ÎÅ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ,

ÔÏ ÔÁ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÉÍÅÅÔ

ÂÏÌØÛÕÀ �ÌÏÝÁÄØ (ÉÌÉ ÔÁËÕÀ ÖÅ).

6. æÉÇÕÒÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 57

Æ

, óÌÅÄÕÅÔ

ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÏÎÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 60

Æ

?

ÎÁ 40

Æ

?

7. íÏÖÅÔ ÌÉ 1997-ÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÔØ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

* * *

8. ðÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï�ÁÒ-

ÎÏ ÒÁ×ÎÙ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ

�ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

9. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ) ÆÉÇÕÒÁ, ÉÍÅÀ-

ÝÁÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á �ÅÎÔÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

10. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÅ-

ÍÉÕÇÏÌØÎÉË?

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏ-

ÓÅÄÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÙ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÒÉ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÎÅ �ÒÏ-

ÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ.

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ Ä×ÉÖÅÎÉÊ

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÉÄÙ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, �Ï×ÏÒÏÔÙ, �ÅÒÅÎÏÓ É Ô. �. ÷ÏÏÂÝÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ, × ËÁËÕÀ ÔÏÞËÕ ÏÎÁ

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ.

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁ-

ÎÑÅÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × Ä×Å

ÔÏÞËÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÒÁÚ-

ÎÙÅ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÒÁÚÎÙÅ.)

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÔÒÉ

ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ (ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ).
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2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ Ä×Å

ÒÁÚÎÙÅ ÔÏÞËÉ A É B, ÔÏ ÏÎÏ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ

�ÒÑÍÏÊ AB.

3. äÁÎÙ Ä×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ

ÔÒ£È ÔÏÞËÁÈ A, B É C, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÜÔÉ Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ (Ô. Å. ÏÄÉÎÁËÏ×Ï ×ÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ÄÌÑ

×ÓÅÈ ÔÏÞÅË).

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ËÁËÉÅ-

ÔÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ, ÌÉÂÏ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÅÊ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ, ÌÉÂÏ �Ï×ÏÒÏ-

ÔÏÍ ×ÏËÒÕÇ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÕÇÏÌ, ÔÏ ÅÓÔØ

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ).

6. ðÒÉÄÕÍÁÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÉ �Ï×ÏÒÏ-

ÔÏÍ, ÎÉ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ, ÎÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ (ÏÓÅ×ÏÊ ÉÌÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ).

ëÁË �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÕÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ

×ÉÄÏ× Ä×ÉÖÅÎÉÊ? (ïÔ×ÅÔ ÅÓÔØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÚÁÄÁÞ.)

7. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ä×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ (ËÏÍÍÕÔÉ-

ÒÕÀÔ), ÅÓÌÉ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ × Ä×ÕÈ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÒÑÄËÁÈ ÄÁÀÔ

ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ ÌÉ Ä×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÁ? Ä×Á �Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ �ÅÎÔÒÏÍ? Ä×Á

�Ï×ÏÒÏÔÁ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ �ÅÎÔÒÁÍÉ? Ä×Å ÏÓÅ×ÙÅ ÉÌÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÅ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ? ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ É ÏÓÅ×ÁÑ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ?

8. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ

�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÂÕË×Õ R × ÂÕË×Õ ñ. åÓÌÉ ÖÅ ÂÕË×Á R ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÌÁÔÉÎ-

ÓËÏÊ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. ëÁËÉÅ

ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÁÍ Ä×ÉÖÅÎÉÊ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, Á ËÁËÉÅ

ÍÅÎÑÀÔ Å£?

9. ðÒÏ Ä×Á Ä×ÉÖÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÏÎÉ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ

ÉÌÉ ÏÂÒÁÝÁÀÔ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÀ?

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×

×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ É �Ï×ÏÒÏÔÁ (É ÔÏ-

ÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ) ÌÉÂÏ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ �Á-

ÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ �ÅÒÅÎÏÓÁ É ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (É ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ ÍÅÎÑ-

ÅÔ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ). (õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÕÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ËÁ-
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ËÁÑ-ÔÏ ÔÏÞËÁ A. íÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ, �ÅÒÅ-

×ÏÄÑÝÉÊ Å£ ÔÕÄÁ ÖÅ, É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÉÌÉ ÏÓÅ×ÕÀ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ.)

11. (�ÅÏÒÅÍÁ ûÁÌÑ) óËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ É �ÅÒÅÎÏÓÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË, �ÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÙÊ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ (ÜÔÉ Ä×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ-

×ÏÞÎÙ). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Ä×ÉÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÂÏ �Ï×ÏÒÏ-

ÔÏÍ, ÌÉÂÏ �ÅÒÅÎÏÓÏÍ, ÌÉÂÏ ÓËÏÌØÚÑÝÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ (ÞÁÓÔÎÙÍ

ÓÌÕÞÁÅÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÏÓÅ×ÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ).

12. ðÏ Ä×ÕÍ �ÒÑÍÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ ÅÄÕÔ Ä×Å ÍÁÛÉÎÙ Ó �ÏÓÔÏÑÎ-

ÎÙÍÉ É ÒÁ×ÎÙÍÉ ÓËÏÒÏÓÔÑÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ,

ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ × ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ ÍÁÛÉÎÙ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ. (äÏÒÏÇÉ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ.)

13. íÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ 1997 ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÂÙÔØ

�Ï×ÏÒÏÔÏÍ?

* * *

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏÈÒÁÎÑÀ-

ÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ A ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ B, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÎÅ£ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ).

ä×ÉÖÅÎÉÑ É ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

÷ÙÂÅÒÅÍ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ. õËÁÚÁÔØ, × ËÁËÕÀ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ

hx; yi �ÒÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ:

1. ïÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OX.

2. ïÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ OY.

3. ïÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ x = 2.

4. ïÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÉ y = x.

5. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h0; 0i.

6. ãÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h1; 2i.

7. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 90

Æ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h0; 0i.

8. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ -90

Æ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h0; 0i.

9. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 90

Æ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h1; 2i.

10. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 45

Æ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h0; 0i.

11. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÊ �ÅÒÅÎÏÓ ÎÁ

�!

OA, ÇÄÅ ÔÏÞËÁ A ÉÍÅÅÔ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÙ h1; 2i.
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12. ïÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ y = 2x.

13. ðÏ×ÏÒÏÔ ÎÁ 60

Æ

ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÞËÉ h0; 0i.

14. ó �ÏÍÏÝØÀ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ-

�ÏÚÉ�ÉÑ ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ OX É OY Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ, ÞÔÏ Ä×ÁÖÄÙ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÙÊ �Ï-

×ÏÒÏÔ ÎÁ 90

Æ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ.

* * *

15. äÅÊÓÔ×ÕÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 14, �ÒÏ×ÅÒØÔÅ ÅÝÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

óÉÍÍÅÔÒÉÉ

ä×ÉÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÆÉÇÕÒÙ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ �ÅÒÅ-

ÈÏÄÉÔ × ÓÅÂÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ Ä×ÉÖÅÎÉÉ. (úÄÅÓØ ÓÌÏ×Ï �ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ� ÎÅ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÅ×ÏÊ ÉÌÉ �ÅÎÔÒÁÌØ-

ÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ!)

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÆÉÇÕÒÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Å£ ÇÒÕ��ÏÊ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ.

1. óËÏÌØËÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË?

2. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÆÉÇÕÒÕ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÓÏ-

ÓÔÏÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÉÚ ÔÒ£È Ä×ÉÖÅÎÉÊ.

3. ðÏÄÏÂÒÁÔØ ÎÁ ÒÉÓ. 22 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ËÁÒÔÉÎËÉ ÓÌÅ×Á ËÁÒ-

ÔÉÎËÕ Ó�ÒÁ×Á, ÉÍÅÀÝÕÀ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÇÒÕ��Õ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ. (ëÁÒ-

ÔÉÎËÉ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÀÔÓÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÍÉ ×ÌÅ×Ï

É ×�ÒÁ×Ï.)

4. íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÉÇÕÒÁ �ÅÒÅÊÔÉ �ÒÉ Ä×ÉÖÅÎÉÉ × Ó×ÏÀ ÞÁÓÔØ

(ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÕÀ ÓÏ ×ÓÅÊ ÆÉÇÕÒÏÊ)?

* * *

5. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÏÅ ÄÌÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ?

çÏÍÏÔÅÔÉÑ

ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O É ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k 6= 0 �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ A × ÔÏÞËÕ B, ÎÁ-

ÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ OA × k ÒÁÚ ÄÁÌØÛÅ ÏÔ O, ÞÅÍ A. ðÒÉ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ k ÔÏÞËÁ B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÔ O,

ÞÔÏ É ÔÏÞËÁ A; �ÒÉ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ k | Ó �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÊ.
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(1) (a)

(2) (b)

(3) (
)

(4) (d)

(5) (e)

(6) (f)

(7) (g)

òÉÓ. 22

1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1 É -1? ëÁ-

ËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÏÂÒÁÔÎÏ Ë ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k?

(åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÔÏÞËÕ X × ÔÏÞ-

ËÕ Y, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ Y × X.)

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ Õ×ÅÌÉÞÉ-

×ÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ (ËÁËÏÅ?), �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ

× �ÒÑÍÙÅ, Á ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

3. äÁÎÙ Ä×Á �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. õËÁ-

ÚÁÔØ Ä×Á �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ �ÅÒ×ÙÊ ÏÔ-

ÒÅÚÏË ×Ï ×ÔÏÒÏÊ. (ðÏÞÅÍÕ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÉÎÙ ÂÙÌÉ

ÒÁÚÎÙÍÉ?)

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÔÒÁ�Å�ÉÉ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÊ,

ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ �ÒÏÄÏÌ-

ÖÅÎÉÊ ÂÏËÏ×ÙÈ ÓÔÏÒÏÎ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

5. äÁÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ É ÔÏÞËÁ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅ£. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÈÏÒÄÕ,

ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÏÊ × ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ 1 : 2. ðÒÉ ËÁËÏÍ

ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÍÅÖÄÕ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ r É ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ a

ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ �ÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?

6. ÷�ÉÓÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ × ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË (Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ

ÄÏÌÖÎÙ ÌÅÖÁÔØ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ, Ä×Å ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | �Ï ÏÄÎÏÊ

ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÓÔÏÒÏÎ).
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7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ Ó ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÁÍÉ k

1

É k

2

ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÔÅÔÉÅÊ (ÅÓÌÉ k

1

� k

2

6= 1),

�ÒÉÞ£Í �ÅÎÔÒÙ ×ÓÅÈ ÔÒ£È ÇÏÍÏÔÅÔÉÊ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

8. äÁÎÙ ÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ×. äÌÑ ËÁÖ-

ÄÏÊ �ÁÒÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ ÎÁÛÌÉ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÉÈ ÏÂÝÉÈ

×ÎÅÛÎÉÈ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ

ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ×ÙÓÏÔ, ÓÅÒÅÄÉÎÎÙÈ

�ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÏ× É ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑ-

ÍÏÊ. ÷ ËÁËÏÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÏÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË

ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÄÒÕÇÉÍÉ?

10. ÷ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ Ä×Á ÒÁÄÉÕÓÁ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÈÏÒ-

ÄÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔÓÑ ÜÔÉÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ ÎÁ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ.

11. þÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ ÓÔÏÒÏÎ ÕÇÌÁ.

12. ä×Á Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÉÍÅÀÔ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÞÅÔÙÒÅ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ,

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ.

* * *

13. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÚÁÄÁÞÉ 8, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ ÏÂÝÉÅ ×ÎÕ-

ÔÒÅÎÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ ÎÁÒÑÄÕ Ó ×ÎÅÛÎÉÍÉ.

14. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅÍ �ÏÄÏÂÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ËÏ-

ÔÏÒÏÅ ÍÅÎÑÅÔ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. (üÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÏÄÏÂÉÑ.)

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ-

�ÏÚÉ�ÉÅÊ Ä×ÉÖÅÎÉÑ É ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ Ó ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÏÍ, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÍ 1, ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

17. ä×Å ËÁÒÔÙ íÏÓË×Ù ÒÁÚÎÏÇÏ ÍÁÓÛÔÁÂÁ (ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÏÄÉÎ

É ÔÏÔ ÖÅ ÕÞÁÓÔÏË ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ) �ÏÌÏÖÉÌÉ ÄÒÕÇ ÎÁ ÄÒÕÇÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÉÈ ÍÏÖÎÏ �ÒÏËÏÌÏÔØ ÉÇÏÌËÏÊ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏËÁÚÁÌÏÓØ �ÒÏËÏÌÏÔÏÊ ÏÄÎÁ

É ÔÁ ÖÅ ÔÏÞËÁ (ÎÁ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ).

18. ðÏ Ä×ÕÍ �ÒÑÍÙÍ ÄÏÒÏÇÁÍ Ó �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍÉ, ÎÏ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓËÏ-

ÒÏÓÔÑÍÉ ÅÄÕÔ Ä×Å ÍÁÛÉÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÓÔÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

×ÉÄÉÍÙÊ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ ÍÁÛÉÎÁÍÉ ÂÙÌ ÂÙ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ.

19. îÁ ÓÔÅÎÅ ×ÉÓÑÔ Ä×ÏÅ ÞÁÓÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ, ÓÏÅÄÉÎÑÀ-

ÝÉÅ ËÏÎ�Ù ÍÉÎÕÔÎÙÈ ÓÔÒÅÌÏË × ÒÁÚÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ, �ÒÏÈÏÄÑÔ

ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.
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20. åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÏÔÏÄ×ÉÎÕÔØ ÎÁ

ÅÄÉÎÉ�Õ, ÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË, �ÏÄÏÂÎÙÊ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ×�ÉÓÁÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ �Ï-

ÍÅÓÔÉÔØ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, �ÏÄÏÂÎÙÈ ÉÓÈÏÄÎÏ-

ÍÕ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1=2.

22. ÷ÅÒÛÉÎÙ Ä×ÕÈ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ n-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× A

1

A

2

: : : A

n

É

B

1

B

2

: : : B

n

�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ �Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÉÈ ÏÂÝÅÊ

×ÅÒÛÉÎÙ A

1

= B

1

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÙÅ A

2

B

2

; A

3

B

3

; : : : ; A

n

B

n

�ÒÏÈÏÄÑÔ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. �ÏÞËÕ X, ÌÅÖÁÝÕÀ ×ÎÕÔÒÉ ÏÓÔÒÏÇÏ ÕÇÌÁ AOB, ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÎÏ ÏÔÒÁÚÉÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÏÒÏÎ ÕÇÌÁ, �ÏÌÕÞÉ× ÔÏÞËÉ X

0

É X

00

. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ X

0

X

00

É OX ÒÁ×ÎÙ.

îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ AOB.

2. äÁÎÁ ÔÒÁ�Å�ÉÑ ABCD. çÄÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ �ÅÎÔÒ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÂÏËÏ×ÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ AB �ÒÉ

ÜÔÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ CD?

3. óÔÏÒÏÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ l

1

; l

2

; l

3

; l

4

�ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ �ÒÏÔÉ×

ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�É-

ÅÊ ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ l

1

, l

2

, l

3

É l

4

(×Ù�ÏÌÎÑÅ-

ÍÙÈ × ÜÔÏÍ �ÏÒÑÄËÅ)?

4. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÅÎÔÒÁÌØ-

ÎÏÊ É ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÅÓÌÉ �ÅÎÔÒ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

ÅÓÌÉ �ÅÎÔÒ ÎÅ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

5. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÛÅÓÔÉ

�ÅÎÔÒÁÌØÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, �ÅÎÔÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË (�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ �ÒÏÔÉ× ÞÁ-

ÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ)?

6. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÁ ×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ O ÎÁ 90

Æ

É ÓÄ×É-

ÇÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË OX (ÓÎÁÞÁÌÁ �Ï×ÏÒÏÔ, �ÏÔÏÍ ÓÄ×ÉÇ) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�Ï×ÏÒÏÔÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × O

1

. îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ ÜÔÏÇÏ �Ï×ÏÒÏÔÁ, ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ OO

1

É ÕÇÏÌ O

1

OX.

7. æÉÇÕÒÁ F ÉÍÅÅÔ ÆÏÒÍÕ ÕÇÏÌËÁ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÇÏ ÉÚ ÔÒ£È

Ë×ÁÄÒÁÔÏ×. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ ÔÏÞÅË X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

ÏÂÒÁÚ F �ÒÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X �ÅÒÅÓÅ-

ËÁÅÔÓÑ Ó F.
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8. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÙ É ÏÔ-

ÍÅÔÉÌÉ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ×Ó£, ËÒÏÍÅ ÜÔÉÈ �ÅÎÔÒÏ×, ÓÔ£Ò-

ÌÉ. ëÁË ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË?

9. îÁÊÔÉ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ Ó �Ï×Ï-

ÒÏÔÏÍ ÎÁ 90

Æ

×ÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

10. åÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ �×Å-

ÔÁ, �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å Þ£ÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÉ 0;1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ Þ£ÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (Á) 0;6; (Â) 0;4.

óÌÁÂÏ?

1. ä×ÏÅ ÉÇÒÏËÏ× ÓÔÁ×ÑÔ ËÏÎÅÊ ÎÁ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ ÄÏÓËÕ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÂÉÌÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ. ëÔÏ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÈÏÄÁ,

�ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ. ëÔÏ ×ÙÉÇÒÙ×ÁÅÔ �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÉÇÒÅ?

2. ïËÅÁÎÙ �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÂÏÌØÛÅ �ÏÌÏ×ÉÎÙ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ úÅÍ-

ÌÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Å ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÅÎÔÒÁ

úÅÍÌÉ ÔÏÞËÉ, �ÒÉÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÎÁ ÏËÅÁÎ.

3. æÉÇÕÒÁ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ N. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ ÍÏÖÎÏ ÓÄ×ÉÎÕÔØ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÓÅÂÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ

�ÏËÒÙÌÁ (Á) ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ×ÅÒÛÉÎ ËÌÅÔÏË; (Â) ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ×ÅÒ-

ÛÉÎ ËÌÅÔÏË. (ëÌÅÔËÉ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

4. ÷Ù�ÕËÌÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ (ÓÔÏÒÏÎÁ ËÌÅÔËÉ

ÒÁ×ÎÁ 1) ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ ÂÏÌØÛÅ 4. ïÄÉÎ ÉÚ ÕÚÌÏ× ÓÅÔËÉ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÅÎÔÒÏÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ �ÏËÒÙ×ÁÅÔ ÅÝ£

ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ (ÌÅÍÍÁ íÉÎËÏ×ÓËÏÇÏ).

5. äÁÎÙ Ä×Å ËÏÎ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÉÔØ

�ÒÑÍÕÀ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ÜÔÉÍÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑ-

ÍÉ ×ÙÓÅËÁÀÔ ÔÒÉ ÒÁ×ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁ.

6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ, Ä×Å �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, Á Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ | ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ

ÄÁÎÎÏÇÏ ÕÇÌÁ.

7. ä×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÑÍÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ | ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-

ÒÏÎÎÉÅ.

8. �ÏÞËÁ O ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÎÅ

ÉÍÅÀÝÅÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏ-
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ÌÅÅ n �ÒÑÍÙÈ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ O É ÄÅÌÑÝÉÈ �ÌÏÝÁÄØ ÍÎÏ-

ÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �Ï�ÏÌÁÍ.

9. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �ÒÏ×ÅÓÔÉ

�ÒÑÍÕÀ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÄÌÉÎ ÈÏÒÄ, ×ÙÓÅËÁÅÍÙÈ ÎÁ ÜÔÏÊ

�ÒÑÍÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÑÍÉ.

10. äÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ �ÒÑÍÏÊ l.

îÁÊÔÉ ÔÁËÕÀ ÔÏÞËÕ X, ÞÔÏ × ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ AXB ÕÇÏÌ �ÁÄÅÎÉÑ

×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÕÇÌÁ ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁ-

ÍÉ a; b; 
; d ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (Á) (ab+
d)=2; (Â) (a
+bd)=2.

12. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÔØ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÉ É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

13. æÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ Ä×Å ÉÚ ÎÉÈ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ.

14. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÔØ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ

É ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ ÅÊ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

15. îÁ ÏÔÒÅÚËÅ AB ÉÍÅÅÔÓÑ 2n ÔÏÞÅË, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ n ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÞÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ) �ÁÒ. éÚ ÜÔÉÈ 2n

ÔÏÞÅË ÎÅËÏÔÏÒÙÅ n �ÏËÒÁÛÅÎÙ × ÓÉÎÉÊ �×ÅÔ, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ×

ËÒÁÓÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÒÁÓÎÙÈ ÔÏÞÅË

ÄÏ A ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÓÉÎÉÈ ÔÏÞÅË ÄÏ B.

16. õÇÏÌ, ÉÚÇÏÔÏ×ÌÅÎÎÙÊ ÉÚ �ÒÏÚÒÁÞÎÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ, Ä×É-

ÇÁÀÔ ÔÁË, ÞÔÏ Ä×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ËÁÓÁÀÔÓÑ

ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ Î£Í ÍÏÖÎÏ

ÏÔÍÅÔÉÔØ ÔÏÞËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔ ÄÕÇÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

17. îÁÊÔÉ ×ÓÅ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏÞÎÙ Ó �Ï×Ï-

ÒÏÔÏÍ ÎÁ 90

Æ

×ÏËÒÕÇ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ.

18. ä×Å ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ 1. ëÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ

ÄÒÕÇÉÈ Ä×ÕÈ ×ÅÒÛÉÎ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÄÏ �ÅÎÔÒÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

19. (Á) ïËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ×ÓÅ ÔÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ ÒÁÄÉÕÓ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÄÉÕÓÁ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏË-

ÒÕÖÎÏÓÔÉ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÒÁÄÉÕÓ

Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ×Ä×ÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÒÁÄÉÕ-

ÓÁ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÏ×-

ÎÏ ×Ä×ÏÅ?
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20. åÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ × ÞÅÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ �×Å-

ÔÁ, �ÒÉÞ£Í ÎÉËÁËÉÅ Ä×Å Þ£ÒÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÉ 0;1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ Þ£ÒÎÏÊ ÞÁÓÔÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (Á) 0;6; (Â) 0;4.

21. ÷�ÉÓÁÔØ × ÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÄÒÕÇÏÊ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÒÅÔØÅÇÏ. (ðÅÒ×ÙÊ É ÔÒÅÔÉÊ ÄÁÎÙ,

×ÔÏÒÏÊ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ.)

22. äÁÎ ÌÕÞ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ × O É ÔÏÞËÁ A, ÎÅ ÌÅÖÁÝÁÑ ÎÁ Î£Í.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÌÕÞÅ ÔÏÞËÕ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ OM :MA = 1 : 3.

23. õËÁÚÁÔØ ÆÉÇÕÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁ Ä×ÕÍ ÆÉÇÕÒÁÍ

ÎÁ ÒÉÓ. 23 (ÓÔÏÑÝÅÊ É ÌÅÖÁÝÅÊ ÅÄÉÎÉ�ÁÍ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÑÍÙÈ.

�

�

�

�

òÉÓ. 23

24. ðÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉ-

ËÁ �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁ×ÎÙ É �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÛÅÓÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ �ÅÎÔÒ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.

25. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ) ÆÉÇÕÒÁ,

ÉÍÅÀÝÁÑ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á �ÅÎÔÒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

26. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÅÔ

ÉÍÅÔØ ÓÅÍÉÕÇÏÌØÎÉË?

27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÉÇÕÒÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÓÅÊ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÔÏ ×ÓÅ ÏÎÉ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ, É ÕÇÌÙ

ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÒÁ×ÎÙ.

28. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÉÇÕÒÁ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÒÉ ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÎÅ

�ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ.

29. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÓÏ-

ÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÌÏÖÅÎÉÅÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ A ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ B, �ÅÒÅÈÏÄÑÝÁÑ × ÎÅ£ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ).

30. äÅÒÅ×ÎÉ á É â ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ �Ï ÒÁÚÎÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÑ-

ÍÏÊ ÖÅÌÅÚÎÏÊ ÄÏÒÏÇÉ. çÄÅ ÎÁÄÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ �ÌÁÔÆÏÒÍÕ ÚÁÄÁÎ-

ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ á É â ÄÏ �ÌÁÔÆÏÒ-

ÍÙ ÂÙÌÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ? (òÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÄÏ �ÌÁÔÆÏÒÍÙ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ
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ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÅÅ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÔÏÞËÉ.) óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ

ÚÁÄÁÞÁ?

31. éÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ �ÌÉÔÏË, ÉÍÅÀÝÉÈ ÆÏÒÍÕ

ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÉÍÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÏÓÔÉÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ. (ðÌÉÔËÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅ-

×ÏÒÁÞÉ×ÁÔØ.)

32. äÁÎÙ Ä×Å �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ �ÒÑÍÙÅ É ÔÏÞËÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÔÏÞËÕ É ËÁÓÁ-

ÀÝÕÀÓÑ ÏÂÅÉÈ �ÒÑÍÙÈ.

33. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó Þ£ÔÎÙÍ

ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÉÈ, Õ

ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÕÔ ÔÅ ÖÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÓÔÏÒÏÎ, ÎÏ ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-

ÎÉË Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ.

34. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ �Ï×ÏÒÏÔÏ× ÎÁ 90

Æ

�ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ �ÅÎÔÒÁÌØÎÕÀ ÓÉÍÍÅÔÒÉÀ, É ÞÔÏ Å£ �ÅÎÔÒ ÏÂÒÁ-

ÚÕÅÔ Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ �Ï×ÏÒÏÔÏ× �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.

35. îÁ Ä×ÕÈ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ×Ï×ÎÅ ÅÇÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ

Ë×ÁÄÒÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÉÈ �ÅÎÔÒÙ,

×ÉÄÅÎ ÉÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÄ �ÒÑÍÙÍ

ÕÇÌÏÍ.

36. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÒ£È ÏÓÅ×ÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ, ÏÓÉ

ËÏÔÏÒÙÈ | ÂÉÓÓÅËÔÒÉÓÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC, ÅÓÔØ ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍ-

ÍÅÔÒÉÑ. îÁÊÔÉ Å£ ÏÓØ.

37. þÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ×�ÉÓÁÎ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ. éÚ ÓÅÒÅÄÉÎÙ

ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎ Ï�ÕÝÅÎÁ ×ÙÓÏÔÁ ÎÁ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÕÀ

ÓÔÏÒÏÎÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞ-

ËÅ.

38. îÁ �ÒÑÍÏÊ ×ÙÂÒÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ A;B;C;D, ÉÄÕ-

ÝÉÅ × ÕËÁÚÁÎÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ, �ÒÉÞ£Í AB = CD. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

AP+ PD > BP + PC ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ P ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

39. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÂÙ×ÁÀÔ �ÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ É ÏÓÅ×ÁÑ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÉ, × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÈ ÉÍ ×ÉÄÏ× ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÒÉ.

ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

40. þÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ O ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏ-

×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ, ÏÔÒÅÚÏË ËÏÔÏÒÏÊ ×ÎÕÔÒÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÄÅÌÉÔÓÑ
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ÔÏÞËÏÊ O �Ï�ÏÌÁÍ. óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÚÁÄÁÞÁ? (ïÔ×ÅÔ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÞËÉ O. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÔÏÞÅË

ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.)

41. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÕÇÌÁ �ÒÑÍÕÀ,

ÏÔÓÅËÁÀÝÕÀ ÏÔ ÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.

42. äÁÎ ÏÓÔÒÏÕÇÏÌØÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. îÁÊÔÉ ÔÏÞËÕ X,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ AX + BX + CX ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ.

(ïÔ×ÅÔ: ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÅÒÎÙ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ 120

Æ

.)

43. ÷�ÉÓÁÔØ Ë×ÁÄÒÁÔ × ÚÁÄÁÎÎÙÊ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍ.

44. þÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ

ÈÏÒÄÕ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.

45. óÉÍ×ÏÌ �ÉÎØ-ÑÎØ� ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË: ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÍ

ÏÔÒÅÚËÅ AC ËÁË ÎÁ ÄÉÁÍÅÔÒÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ËÒÕÇ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × B; Ë

×ÅÒÈÎÅÍÕ �ÏÌÕËÒÕÇÕ ÄÏÂÁ×ÌÑÅÔÓÑ (ÎÉÖÎÉÊ) �ÏÌÕËÒÕÇ Ó ÄÉÁ-

ÍÅÔÒÏÍ AB É ÏÔÎÉÍÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÊ �ÏÌÕËÒÕÇ Ó ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ BC.

ëÁË ÒÁÚÄÅÌÉÔØ �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÆÉÇÕÒÕ ÎÁ 7 ÒÁ×ÎÙÈ ÞÁÓÔÅÊ?

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÞÉÓÅÌ É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÅÓÌÉ

ÉÈ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ, ×ÙÞÉÔÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ. òÁÓËÒÙ×ÁÑ ÓËÏÂËÉ, ËÁ-

ÖÄÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÓÕÍÍÕ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×

(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÞÉÓÅÌ É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ �Ï-

ÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ).

1. ëÁËÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÂÕÄÕÔ �ÒÉ ab

9

É a

8

b

2

× ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÅ (a+b)

10

�ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ?

2. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ab

2




3

× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ (a + b+

+ 
)

6

.

3. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (a+b)

10

.

4. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×.

5. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a

2

- b

2

, a

3

- b

3

, a

4

- b

4

,

a

5

- b

5

, a

6

- b

6

.

6. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ a

3

+ b

3

, a

4

+ b

4

, a

5

+ b

5

,

a

6

+ b

6

.

7. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (x+ y)

10

- z

12

.

8. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ (1 - x)(1 + x+ x

2

+ x

3

+ : : :+ x

19

).

9. îÁÊÔÉ (1 + x+ x

2

+ x

3

+ : : : + x

19

) �ÒÉ x = 3.
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10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x

2

+ x+ 1 > 0 �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x

2

+ xy + y

2

= 0, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x = 0 É

y = 0.

* * *

12. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ × ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÅ (a+ 2b)

10

.

13. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×.

14. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ (a+b-
)

10

.

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÏÄÎÏÞÌÅ-

ÎÁÈ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ a.

16. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÏÄÎÏÞÌÅ-

ÎÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ b.

17. ðÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ (1 - x)

2

(1 + 2x + 3x

2

+ 4x

3

+ : : : + 20x

19

).

18. îÁÊÔÉ (1 + 2x + 3

2

+ 4x

3

+ : : : + 20x

19

) �ÒÉ x = 2.

19. íÏÖÅÔ ÌÉ x

2

+ 5xy + 7y

2

ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ?

20. íÏÖÅÔ ÌÉ 2x

2

+ 5xy+ 3y

2

ÂÙÔØ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍ?

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

2

y

2

+ x

2

- 2xy + 1 �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ

�ÒÉ ÌÀÂÙÈ x É y. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;001?

22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x+y+z = 0, ÔÏ x

3

+y

3

+z

3

-3xyz = 0.

23. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

3

+

+ y

3

+ z

3

- 3xyz.

24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x

3

+ y

3

+ z

3

= 3xyz, ÔÏ ÌÉÂÏ ×ÓÅ ÞÉ-

ÓÌÁ x, y É z ÒÁ×ÎÙ, ÌÉÂÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

25. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

5

+ x + 1.

26. íÏÖÎÏ ÌÉ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

2

+ y

2

- 1

(ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÎÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ)?

27. íÏÖÅÔ ÌÉ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ

ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×, ÞÅÍ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ? (ðÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÚÁ

ÏÄÉÎ.)

÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ËÏÒÎÑÍÉ

1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (1 +

p

2)

3

. (ïÔ×ÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ × ÆÏÒÍÅ

a+ b

p

2 Ó �ÅÌÙÍÉ a É b.)

2. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ (1 -

p

2)

3

.

3. þÉÓÌÏ (1 +

p

3)

3

+ (1 -

p

3)

3

| �ÅÌÏÅ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ.

4. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ (1 +

p

3)

3

� (1 -

p

3)

3

.

5. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (2 -

p

3)

7

� (2 +

p

3)

7

.
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6. äÁÎÙ Ä×Á ÞÉÓÌÁ � É �. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ �+� É �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �� | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ �

n

+ �

n

ÂÕÄÅÔ �ÅÌÙÍ �ÒÉ ×ÓÅÈ n = 1; 2; 3; : : :

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (2+

p

3)

7

+ (2-

p

3)

7

| �ÅÌÏÅ, É

ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ.

8. îÁÊÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 1=(

p

2-

- 1) = a+ b

p

2.

9. îÁÊÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ a É b, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 1=(5+

+ 2

p

3) = a+ b

p

3.

10. îÁÊÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ a É b, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 1=(

p

5 -

-

p

2) = a

p

2 + b

p

5.

* * *

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ a + b

p

2 (Ó

ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ a É b) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÉÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.

12. îÁÊÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ a; b; 
; d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 1=(1 +

p

2 +

+

p

3) = a+ b

p

2+ 


p

3 + d

p

6.

13. îÁÊÔÉ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ a; b; 
, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ 1=(1+

3

p

2) = a+

+ b

3

p

2+ 


3

p

4.

14. îÁÊÔÉ �

2

, �

4

, �

8

�ÒÉ � =

p

2 - 1. (ïÔ×ÅÔ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ×

ÆÏÒÍÅ a+ b

p

2 Ó �ÅÌÙÍÉ a É b.)

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÅÌÏÍ n 6= 0 ÞÉÓÌÏ n

p

2 ÏÔ-

ÓÔÏÉÔ ÏÔ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 0;01.

16. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (1 +

p

2)

k

= m + n

p

2 ÄÌÑ �ÅÌÙÈ m É n.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ m

2

- 2n

2

= �1.

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ m

2

- 2n

2

= 1 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ m

2

- 3n

2

= 1 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

19. þÉÓÌÏ

p

3 + 2

p

2-

p

3 - 2

p

2 | �ÅÌÏÅ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ.

ëÏÍ�Ì�ÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ | ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÉÄÁ a + bi,

ÇÄÅ a É b | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ, Á i ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÉÍÏÊ ÅÄÉÎÉ�ÅÊ,

�ÏÌÁÇÁÑ i

2

= -1. üÔÉ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÁÄÙ×ÁÔØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ

(ÒÁÓËÒÙ× ÓËÏÂËÉ É �ÒÉ×ÅÄÑ �ÏÄÏÂÎÙÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ).

1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (2+3i)+(7-i), (2+3i)(7-i), (1+i)(1-i),

(2 - 3i)(3 + 2i) É 2(4 + 3i) - 3(2 - i).
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2. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (-i)

2

, i

10

.

3. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (1 + i)

10

É (1 - i)

10

.

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (1 + i)

101

.

5. îÁÊÔÉ Ä×Á ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ, ÓÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÙ 2.

6. îÁÊÔÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x(1 + i) = 1. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ

ÂÕË×Á x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.)

7. îÁÊÔÉ x, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x(2+ 3i) = 3 - 2i.

8. îÁÊÔÉ x, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x(1+ i) = 3 + 4i.

* * *

9. îÁÊÔÉ x, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x(2 + 3i) = 5 + 4i. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ

ÉÓËÁÔØ x × ×ÉÄÅ a + bi É ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó

ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ a É b.)

10. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ 1 + i+ i

2

+ i

3

+ : : : + i

100

.

11. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (

p

3+ i)

30

.

12. îÁÊÔÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x

2

= 2; ÎÁÊÔÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x

2

=

= -2; ÎÁÊÔÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x

2

= 2i.

13. îÁÊÔÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x

2

= 1+ i.

14. îÁÊÔÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x

2

+ 2x + 2 = 0.

15. îÁÊÔÉ ×ÓÅ x = a+ bi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x

3

= 1.

óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÅÌÅÎÉÅ.

ïÂÙÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ, ÉÌÉ ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÙÍÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÏÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ a É b ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z = a+bi. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: a = Re z, b = Im z.

óÏ�ÒÑÖ£ÎÎÙÍ Ë ÞÉÓÌÕ z = a+bi ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ z = a-bi

(ÚÄÅÓØ a É b | ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

1. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÓÕÍÍÙ É

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ a+ bi É 
 + di.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ÓÕÍÍÁ z+ z É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

zz ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙ (ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÕÀ ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔØ).

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ z+w = z +w É ÞÔÏ zw = z �w.

4. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ (1 + i)=(1 - i) É (8 + i)=(1 + 2i). (íÏÖÎÏ

ÌÉÂÏ ÒÅÛÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÄÏÍÎÏÖÉÔØ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ

É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÁ ÓÏ�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.)

5. îÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÁÓÔÎÏÇÏ (a+bi)=(
+ di).



úÁÄÁÞÉ 1997{ 1998 ÇÏÄÁ 103

6. äÌÑ ËÁËÉÈ z ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ w, ÞÔÏ zw = 1?

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ zw = 0, ÔÏ z = 0 ÉÌÉ w = 0.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ z

2

= w

2

, ÔÏ z = w ÉÌÉ z = -w.

9. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z

2

= 2i.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ z=w = z=w.

* * *

11. äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (a

2

+ b

2

)(


2

+ d

2

) = (a
 - bd)

2

+

+ (ad+ b
)

2

.

12. îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 2 = 1

2

+1

2

É 13 = 2

2

+

+3

2

) �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ÔÏÞÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÎÅËÏÔÏÒÙÅ

(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 7) | ÎÅÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ ×

ÔÁËÏÍ ×ÉÄÅ, ÔÏ É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.

13. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2a �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ÔÁËÏÍ

×ÉÄÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÞÉÓÌÏ a.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, ÔÏ ÜÔÉ ÞÉÓÌÁ ÌÉÂÏ ÏÂÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙ, ÌÉÂÏ

ÓÏ�ÒÑÖÅÎÙ.

15. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z

2

+z+1 = 0.

16. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z

3

= 1.

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z = a+bi ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ ËÁË ÔÏÞËÕ ÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (a; b). ïÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ ÏÓØÀ; ÎÁ ÎÅÊ ÌÅÖÁÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ïÓØ

ÏÒÄÉÎÁÔ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÉÍÏÊ ÏÓØÀ; ÎÁ ÎÅÊ ÌÅÖÁÔ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÅ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.

1. ëÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ z × 2z?

2. : : : �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ z × z + 1?

3. : : : �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ z × z?

4. : : : �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ z × -z?

5. : : : �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ z × -z?

6. : : : �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ z × iz?

7. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z + z = 1?

8. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ zz = 1?

íÏÄÕÌÅÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ z ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚ-

ËÁ 0z (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÄÏ z); ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ

ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÕÇÏÌ, ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÊ ÏÔÒÅÚËÏÍ 0z Ó ÏÓØÀ
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ÁÂÓ�ÉÓÓ, ÏÔÓÞÉÔÙ×ÁÅÍÙÊ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. (ïÂÏÚÎÁÞÅ-

ÎÉÑ: jzj ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ, arg z ÄÌÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.)

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jzj

2

= zz.

10. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÁÍÉ z

É w.

11. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (Á) jzj = 1? (Â) jz-

- 1j = 1? (×) jzj = jz+ 1j?

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jzwj = jzj � jwj ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ z É w.

13. îÁÊÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ z, ÅÓ-

ÌÉ jzj = 2 É arg z = 60

Æ

. îÁÊÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ É ÍÎÉÍÕÀ

ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÅÌ z

2

É z

3

.

14. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ É ÍÎÉÍÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ ÞÉÓÌÁ Ó ÍÏÄÕÌÅÍ r É ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ �.

* * *

15. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ z ÎÁÊÔÉ w, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÉ 0, z, iz É w

ÌÅÖÁÔ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ 0, 1=z É z ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z + z = zz, ÌÅÖÁÔ ÎÁ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É ÎÁÊÔÉ Å£ �ÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ z=(z- 1) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÙÍ, ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, É ÎÁÊÔÉ Å£ �ÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ.

19. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ jz- 3j 6 2, jz+ 4ij 6 3. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ z.

20. îÁÊÔÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ

z 7! �z ÅÓÔØ �Ï×ÏÒÏÔ ÎÁ 45

Æ

. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ Ë×ÁÄÒÁÔ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ?

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7! (1+ i)z Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ×ÓÅ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ÷ ËÁËÏÅ?

22. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÞÅÔ×£ÒÔÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÔÒÉ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÁ×ÎÙ u, v Éw? (õËÁÚÁÔØ

×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.)

23. çÄÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÞËÁ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÅÄÉÁÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÅÒ-

ÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ u, v É w ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ?

24. úÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ, Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ Re z = Im z.

õÍÎÏÖÅÎÉÅ É �Ï×ÏÒÏÔÙ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ a �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-

ÎÉÅ z 7! az Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ
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ÒÁÚ. ÷ ËÁËÏÅ?

2. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÞÉ-

ÓÌÏ a ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ? : : : ÅÓÌÉ jaj = 1?

3. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÞÉÓÌÅ a ÜÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ

ÎÁ 30

Æ

×ÏËÒÕÇ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7! az ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ jaj É �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÏÌ arga.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �Ï×ÏÒÏÔÁ ÎÁ ÕÇÌÁ � ÚÁÄÁ-

£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ z 7! z(
os�+ i sin�)

6. ëÕÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ z = 1 �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ ÕÇÏÌ �,

Á ÚÁÔÅÍ ÎÁ ÕÇÏÌ �? ðÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ 
os(� + �) É

sin(�+ �).

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏ-

ÄÕÌÉ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ, Á ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ.

8. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÍÏÄÕÌØ É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÁÓÔÎÏÇÏ z=w, ÚÎÁÑ ÍÏ-

ÄÕÌÉ É ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÅ x É w?

9. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ 
os(� - �) É sin(�- �).

10. ðÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ 
os 2�, sin 2�, 
os 3� É sin 3�

Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ×ÏÚ×ÅÄÑ (
os�+i sin�) × ËÕÂ.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z

3

=

= 1, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ n > 2 É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ a ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z

n

= a Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ-

ÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

* * *

13. ðÒÉ ËÁËÉÈ a É b �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7! az + b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�Ï×ÏÒÏÔÏÍ ÎÁ 45

Æ

×ÏËÒÕÇ ÔÏÞËÉ 1 = 1+ 0i?

14. þÉÓÌÁ 0 É z Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

çÄÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÒÅÔØÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÁ?

15. þÉÓÌÁ 0 É z Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. çÄÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏ-

ÄÉÔØÓÑ Ä×Å ÄÒÕÇÉÅ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ?

16. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z

5

= 1 (× ÏÔ×ÅÔÅ ÍÏÇÕÔ ÏÓÔÁÔØÓÑ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ËÏÒÎÉ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÓÉÎÕÓÏ× É ËÏÓÉÎÕÓÏ×).

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ n ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z

n

= 1 ÒÁ×ÎÁ

ÎÕÌÀ.

18. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ n ËÏÒÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z

n

= 1.
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19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÒÎÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z

n

= 1 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÔÅ-

�ÅÎÑÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ. (ëÏÒÅÎØ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ.)

20. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 12 ÉÚ

ÅÄÉÎÉ�Ù?

21. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ 1001.

22. ðÒÉ ËÁËÉÈ a É b �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7! az + b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�Ï×ÏÒÏÔÏÍ? �ÅÒÅÎÏÓÏÍ? ÏÓÅ×ÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ?

23. ðÒÉ ËÁËÉÈ a É b �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ z 7! az+b Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÓÅ×ÏÊ

ÓÉÍÍÅÔÒÉÅÊ?

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ

1. �ÏÞËÉ x; y; z ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ

�ÒÑÍÏÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ : : : ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ. ÷ÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(z-1)=(z-2) | ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ, ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ÄÉÁÍÅÔÒÏÍ

ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÒÅÚÏË Ó ËÏÎ�ÁÍÉ 1 É 2

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 0; 1; z �ÏÄÏÂÅÎ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 0; 1; 1=z.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 0; z;w �ÏÄÏÂÅÎ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÕ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ 0; 1=z; 1=w.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ z;w; 1=z; 1=w ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏË-

ÒÕÖÎÏÓÔÉ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ 1=z �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÇ-

ÄÁ z Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ Re z = 1.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ z 7! 1=z ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × �ÒÑÍÙÅ.

* * *

8. �ÏÞËÉ x; y; z;w ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑ-

ÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ : : : ×Å-

ÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ. ÷ÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ.

9. þÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ A; B;C;D, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅ-

ÍÙÅ ËÁË ÔÏÞËÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. þÅÒÅÚ AB ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÍ�-

ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ B - A. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ AB � CD -

- BC �DA = AC � BD.
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10. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁ-

ÌÅÊ ÞÅÔÙÒ£ÈÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÅÇÏ �ÒÏÔÉ×Ï-

�ÏÌÏÖÎÙÈ ÓÔÏÒÏÎ.

11. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï?

12. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ä×Å Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ: (z;w) =

= Re zw É [z; w℄ = Im zw. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ (z;w) É [z; w℄, ÅÓÌÉ

�ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ z É w ÍÅÓÔÁÍÉ?

13. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (z;w) ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÀ ÄÌÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ× 0z É 0w ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.

14. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ 0zw

ÒÁ×ÎÁ (1=2)j[z;w℄j.

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ �ÒÏÓÔÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, �ÏÚ×ÏÌÑ-

ÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÏÇÄÁ [z;w℄ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É ÒÁ×ÎÏ

ÎÕÌÀ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÔ×ÅÔ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏ×Á ��Ï ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÅ�.)

ïËÒÕÖÎÏÓÔÉ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

éÎ×ÅÒÓÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ O É ÒÁ-

ÄÉÕÓÏÍ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÏÞËÁ X

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÔÏÞËÕ X

0

, ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ ÌÕÞÅ OX, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

OX �OX

0

= r

2

.

1. ëÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ? ëÁËÉÅ

ÔÏÞËÉ ÎÉËÕÄÁ ÎÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ? ÷ ËÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÉËÁËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÅ

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ? þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÉÎ×ÅÒ-

ÓÉÉ Ä×ÁÖÄÙ?

2. ëÕÄÁ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ z �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ 0 É ÒÁ-

ÄÉÕÓÏÍ r? (ïÔ×ÅÔ ×ËÌÀÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÓÏ�ÒÑÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.)

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ O �ÒÑ-

ÍÙÅ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ O, �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏ-

ÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ O, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. (üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ ÕÖÅ

ÂÙÌÁ.)

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × O ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ, ÎÅ �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ O, �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÎÅ

�ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ O.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ �ÒÑ-

ÍÁÑ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ �ÒÑÍÕÀ.
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6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ z 7! 1=z ÌÀÂÁÑ ÏË-

ÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÉÌÉ �ÒÑÍÕÀ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ z 7! (z-a)=(z- b)

ÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎ-

ÎÏÅ ÉÚ ÏÂÒÁÚÏ× ×ÓÅÈ Å£ ÔÏÞÅË) ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

8. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ

�ÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË,

ËÏÔÏÒÙÅ �Ï�ÁÄÁÀÔ ÎÁ ÜÔÕ �ÒÑÍÕÀ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÏÓÌÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ) ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

9. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÚÁÄÁÞÕ 8, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓ-

ÎÙÈ a É b ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (z - a)=(z - b) |

ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÅ, ÅÓÔØ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

10. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ Ä×Å ÔÏÞËÉ A É B. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞ-

ËÉ, ÌÅÖÁÝÉÅ ×ÔÒÏÅ ÄÁÌØÛÅ ÏÔ A, ÞÅÍ ÏÔ B, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔØ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 8?

* * *

11. îÁÊÔÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-

×ÁÎÉÅ ×ÉÄÁ z 7! (az + b)=(
z + d), ÇÄÅ a; b; 
; d | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �ÏÌÕ�ÌÏÓËÏÓÔØ Im z > 0 �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ËÒÕÇ jzj < 1.

12. òÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ 6, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ×ÙÛÅ ÕÓÌÏ-

×ÉÑ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÅÔÙÒÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÕÖ-

ÎÏÓÔÉ.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÅÓÔØ

ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ �Ï×ÏÒÏÔÏ×, ÓÄ×ÉÇÏ× É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÉÄÁ z 7! 1=z.

14. õËÁÚÁÔØ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÄÉ-

ÎÉÞÎÙÊ ËÒÕÇ jzj < 1 ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, ÎÏ �ÅÎÔÒ ÅÇÏ ÓÍÅÝÁÅÔÓÑ.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÉÉ ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÅÒÅ-

ÈÏÄÑÔ × ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ, É ×ÏÏÂÝÅ ÕÇÏÌ, �ÏÄ ËÏÔÏÒÙÍ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ä×Å

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÉÌÉ �ÒÑÍÙÅ, ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ëÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ: ÒÁÚÎÏÅ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jz + wj 6 jzj + jwj. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ

ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?

2. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (uv)w = u(vw).

3. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ z

2

+1 É z

2

+2z+2.

(íÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ.)
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4. ëÁËÁÑ ËÒÉ×ÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÑÍÏÊ Re z = 1 �ÒÉ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ z 7! iz

2

?

5. úÁ�ÉÓÁÔØ 
os 2x, 
os 3x, 
os 4x ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ 
osx.

îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÒÉÍÅÒÎÙÅ ÇÒÁÆÉËÉ ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ

ÏÔ -1 ÄÏ 1.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ n ÍÏÖ-

ÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ 
osnx ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ 
osx.

7. îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍ 
osx + 
os 2x + : : : + 
osnx

É sinx+ sin 2x+ : : :+ sinnx.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x ÓÕÍÍÁ 
osx+
os(x+120

Æ

)+

+ 
os(x + 240

Æ

) ÒÁ×ÎÁ 0.

9. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ 
osx+
os(x+

+ 72

Æ

) + 
os(x + 144

Æ

) + 
os(x- 72

Æ

) + 
os(x- 144

Æ

).

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ a; b; 
 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ

ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÅÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÔÏ a

2

+b

2

+


2

= ab+a
+b
.

11. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

12. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÞÉÓÌÁ z,

ÅÓÌÉ jz - 2ij 6 1?

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ zz + az + az + 
 = 0, ÇÄÅ

a| ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á 
| ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ, ÚÁÄÁ£Ô �ÕÓÔÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (Ô. Å. ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ), ÔÏÞËÕ ÉÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ.

ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �Ï a É 
, ÞÔÏ ÉÍÅÎÎÏ?

14. äÁÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË É ÔÏÞËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ×ÅÒÛÉÎ

ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÏÔ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞ-

ËÉ ÄÏ �ÅÎÔÒÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (�ÅÎÔÒÁ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÏÌÏ ÎÅÇÏ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ).

15. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z

57

= z

111

= 1.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ 1=z

1

+ 1=z

2

+ : : : + 1=z

n

= 0 ÄÌÑ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ z

1

; : : : ; z

n

, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-

ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �

1

; : : : ; �

n

, ÞÔÏ �

1

z

1

+ : : :+ �

n

z

n

= 0.

17. îÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÔÏÞËÁÈ u, v,

w �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁ×ÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÄÌÑ ÉÈ �ÅÎÔÒÏ× (× ×ÉÄÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ

ÞÉÓÌÁ u; v;w). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ �ÅÎÔÒÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-

ÒÏÎÎÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË.
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18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ (�ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ, ÍÅÎÑÀÝÅÅ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ

ÒÁÚ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ �ÏÄÏÂÉÑ), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ ÏÒÉ-

ÅÎÔÁ�ÉÀ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ z 7! az + b.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ, ÍÅÎÑ-

ÀÝÅÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ z 7! az+ b.

20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÏÄÏÂÉÑ Ó ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ 1, ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÕ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ

ÔÏÞËÕ.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ (3=5)+(4=5)i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ

n-ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ 1 ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ �ÅÌÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ n.

22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÒÙÊ ÕÇÏÌ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ 3; 4; 5 ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ

ÇÒÁÄÕÓÏ×.

23. çÁÕÓÓÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÉÄÁ

a+ bi, ÇÄÅ a É b | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÇÁÕÓÓÏ×Ï

ÞÉÓÌÏ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÞÁÓÔÎÏÅ | ÔÁËÖÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ï

ÞÉÓÌÏ. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ËÒÁÔÎÙÅ ÞÉÓÅÌ 1, i, 1 + i, 3 + 4i.

24. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) çÁÕÓÓÏ×Ï ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÙÍ,

ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÏÔ-

ÌÉÞÎÙÈ ÏÔ �1 É �i (ÜÔÁ ÏÇÏ×ÏÒËÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ, ÉÎÁÞÅ �ÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÂÙ ÎÅ ÂÙÌÏ). îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÒÏÓÔÙÅ ÇÁÕÓÓÏ×Ù ÞÉÓÌÁ a+bi,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ jaj; jbj 6 10.

25. ëÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-

ÓÔÉ: jzj = 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÏÅ n, ÞÔÏ jz

n

- 1j < 0;0001.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

÷ÁÒÉÁÎÔ 1

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ) z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

Re(z - 1) = Im(z- 2).

2. çÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÏÇÏ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎ�Ù × ÔÏÞËÁÈ 1+i É 4+2i. õËÁÚÁÔØ (Ä×Å) ÔÏÞËÉ,

× ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁ �ÒÑÍÏÇÏ ÕÇÌÁ ÜÔÏÇÏ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ.

3. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ arg

z

z+1

= 60

Æ

.

4. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ j(1+ i)z- 3j 6 1.
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5. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (x + iy)

5

= (x - iy) (x; y | ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ z + 1=z = 2 
os 1

Æ

. îÁÊÔÉ z

60

+ (1=z

60

).

7. îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ jzj, ÅÓÌÉ j(z + 1)=zj = a

(ÚÄÅÓØ a | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ).

÷ÁÒÉÁÎÔ 2

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Re iz =

= Im(1 + i)z.

2. ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×

ÔÏÞËÁÈ 2 É i. õËÁÚÁÔØ (Ä×Å) ÔÏÞËÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÅÇÏ

ÔÒÅÔØÑ ×ÅÒÛÉÎÁ.

3. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ arg(z(z+1)) = 120

Æ

.

4. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÔÏÞËÁÍÉ 3z É 1 + iz ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2?

5. çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ jz - ij = j3 - zj?

6. �ÏÞËÁ z ÏÂÈÏÄÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕ-

ÌÅ, ÄÅÌÁÑ ÏÂÏÒÏÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. îÁÊÔÉ ÔÒÁÅËÔÏÒÉÀ

ÔÏÞÅË 2z, iz, z, z

2

, 1=z

2

, 1=(z + 2), z + 1=z.

7. �ÏÞËÁ z Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × 5i ÒÁÄÉÕ-

ÓÁ 3. îÁÊÔÉ �ÅÎÔÒ É ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ Ä×ÉÖÅÔÓÑ

ÔÏÞËÁ 1=z.

8. ÷ÓÔÁ×ÉÔØ �ÒÏ�ÕÝÅÎÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ × ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: �ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ u, v É w Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÇÏ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó ÏÓÔÒÙÍ ÕÇÌÏÍ u ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÞÉÓÌÏ : : : ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ�.

9. äÁÎÙ ÔÒÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÌÁ. íÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË

ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ

ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÕÀ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ?

10. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒ£È ÞÉÓÅÌ.

÷ÁÒÉÁÎÔ 3

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Re z >

> Re(iz).

2. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÔÏÞËÉ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 0 < arg

z-1

z+1

< 90

Æ

.
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3. �ÏÞËÁ z Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ Ó �ÅÎÔÒÏÍ

× ÎÕÌÅ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ. ï�ÉÓÁÔØ Ä×ÉÖÅÎÉÅ ÔÏÞÅË z

3

,

z

2

+ 1=z

2

, 2=(1 + z), 3=(2 + z),

p

z.

4. õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ z, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÏÞËÉ 1; z; z

2

Ñ×ÌÑ-

ÀÔÓÑ ÔÒÅÍÑ (ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ) ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ. (âÕÄØÔÅ ×ÎÉ-

ÍÁÔÅÌØÎÙ | ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ!)

5. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ z

1

; : : : ; z

10000

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Õ jz-2j < 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÎÏÅ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ Ä×ÕÈ ÉÈ

ÎÉÈ (Á) ÉÍÅÅÔ ÍÏÄÕÌØ ÍÅÖÄÕ 0;99 É 1;01; (Â) ÉÍÅÅÔ ÁÒÇÕÍÅÎÔ

ÍÅÖÄÕ -1

Æ

É 1

Æ

; (×) ÉÍÅÅÔ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÄÕÌØ ÍÅÖÄÕ 0;9

É 1;1 É ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÍÅÖÄÕ -10

Æ

É 10

Æ

.

íÎÏÖÅÓÔ×Á É Ï�ÅÒÁ�ÉÉ

íÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: x 2 A ÞÉ-

ÔÁÅÔÓÑ �x ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A�; ÞÅÒÅÚ fa; b; : : : ; 
g ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a; b; : : : ; 
. (ðÏ-

ÒÑÄÏË ÎÅ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ, ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ �Ï ÏÄÎÏÍÕ

ÒÁÚÕ, ÔÁË ÞÔÏ f5; 7; 11g = f7; 11; 5g = f11; 11; 5; 7; 5g.) ðÕÓÔÏÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ?.

ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ (×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ×ÔÏÒÏÇÏ

É ÎÁÏÂÏÒÏÔ). íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á B, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B (ÚÁ�ÉÓØ:

A � B).

1. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ

�ÑÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

2. úÁËÏÎÞÉÔØ ÆÒÁÚÕ: �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ : : : �.

3. õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ �ÁÒÙ ��ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï� ÓÒÅÄÉ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÅÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×: �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÄÅÌÑÝÉÅÓÑ ÎÁ 2,

ÎÁ 3, ÎÁ 6, ÎÁ 4, ÎÁ 9, ÎÁ 12, ÎÁ 18. óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ �ÁÒ?

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B. éÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ A \ B

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÏÂÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ;

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ A[B | ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×. òÁÚÎÏÓÔØ A n B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× A,

ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ B; ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ A4 B | ÉÚ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B.
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4. úÁ�ÏÌÎÉÔØ ÔÁÂÌÉ�Õ

x 2 A x 2 B x 2 A\B x 2 A[B x 2 AnB x 2 A4B

ÎÅÔ ÎÅÔ

ÎÅÔ ÄÁ

ÄÁ ÎÅÔ

ÄÁ ÄÁ

5. äÏ�ÏÌÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÆÒÁÚÕ: �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f

2

(x) + g

2

(x) = 0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ : : : ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÅÛÅ-

ÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x) = 0 É g(x) = 0� (ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x) É g(x) |

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ).

6. ëÁËÉÅ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÁÄÁÞÉ 3 × �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÄÁÀÔ

ÔÒÅÔØÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÄÁÞÉ? óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ

ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ? (÷ÓÅ ÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ.)

7. úÁ�ÉÓÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ A4 B, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÅÅ Ï�ÅÒÁ-

�ÉÉ [, \ É n.

8. ëÁËÉÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× (Á) A [ (B n C) = (A [ B) n C;

(Â) A\ (BnC) = (A\B)nC; (×) A[ (BnA) = B; (Ç) A[ (B\

\C) = (A[B)\ (A[C); (Ä) A n (B\C) = (A nB)[ (A nC)

×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈ A, B É C?

9. õ�ÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ A4 (B4A).

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (A4B)4C = A4 (B4C) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

ÔÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ× A;B É C

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A4C � (A4B)[ (B4C) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

ÔÒ£È ÍÎÏÖÅÓÔ× A;B É C.

* * *

12. äÏ�ÏÌÎÉÔØ ÆÒÁÚÕ: �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ : : : ÅÓÔØ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ f(x) = 0 É g(x) = 0�.

13. îÁ�ÉÓÁÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÔÅÈ É

ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÔÒ£È

ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B É C.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ A

1

4A

7

� (A

1

4 A

2

) [ (A

2

4 A

3

) [ : : : [

[ (A

6

4A

7

)

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ A

1

4A

2

4A

3

4: : :4A

n

ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ × Î£Í ÓËÏÂÏË.
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16. ëÁËÉÅ ÉÚ ÞÅÔÙÒ£È Ï�ÅÒÁ�ÉÊ [;\; n;4 ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ

ÔÒÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ?

17. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÅÔÙ-

Ò£È ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ Ä×Å ÄÒÕÇÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ

ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ Ó�ÉÓËÁ. óËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÅ×?

18. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÚ ÂÕË× A

É B Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ \;[; n? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÔÒ£È

ÂÕË× A; B;C. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ n ÂÕË×. (ä×Á ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÉ

×ÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ A \ (B n C) É

(A \ B) n C ÏÄÉÎÁËÏ×Ù.)

19. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ 3 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÍÅÅÔ 8 �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. éÚÏÂÒÁ-

ÚÉÔØ ÉÈ × ×ÉÄÅ 8 ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó ÓÏÂÌÀÄÅÎÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ �ÒÁ×ÉÌÁ:

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÔÏÞËÉ A, B, A \ B É A [ B

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, ×ÙÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ-

ÓÑ × ÏÔÒÅÚÏË ÉÌÉ ÔÏÞËÕ). îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ËÁÒÔÉÎËÕ ÄÌÑ 4

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÍÅÓÔÏ 3.

20. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× 4-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÂÙÌÏ ÂÙ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ?

21. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ 100-ÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á.

22. ëÁËÉÅ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× ÚÁÄÁÞÉ 8 ×ÅÒÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ

(ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÁ×ÏÊ ÉÌÉ ÎÁÏÂÏÒÏÔ)?

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ËÏÎÅÞÎÏ) ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÀÔ jAj.

1. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 2? óËÏÌØËÏ

ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 3? óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000

ÄÅÌÉÔÓÑ ÉÌÉ ÎÁ 2, ÉÌÉ ÎÁ 3?

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) jA[Bj = jAj+ jBj- jA\Bj ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A, B; (Â) max(m;n) = m+n-min(m;n)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ m É n; (×) S(A [B) = S(A) + S(B) -

- S(A \ B) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÆÉÇÕÒ A, B ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÚÄÅÓØ

S(F) | �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ F); (Ç) îïë(m;n)=mn=îïä(m;n)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n (ÚÄÅÓØ

îïë | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÏÂÝÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ, îïä | ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÏÂ-

ÝÉÊ ÄÅÌÉÔÅÌØ).
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3. ÷ÙÂÒÁÌÉ ÞÅÔÙÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ 40 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Á ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

100 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÁËÉÈ-ÔÏ Ä×ÕÈ ÉÚ

ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 10 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ëÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁ-

ÌÏÇÉÞÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÅÊ?

4. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ 10 ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ S. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ 7 ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ

�ÌÏÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ (7=10)S. ëÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ

ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

5. äÏËÁÚÁÔØ �ÆÏÒÍÕÌÕ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ� ÄÌÑ ÔÒ£È

ÍÎÏÖÅÓÔ× A;B;C:

jA[B[Cj = jAj+jBj+jCj-jA\Bj-jA\Cj-jB\Cj+jA\B\Cj:

* * *

6. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÂÏÌØ-

ÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

7. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÍÁË-

ÓÉÍÕÍÁ ÔÒ£È ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÔÒ£È ÆÉÇÕÒ É ÄÌÑ

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒÅÈ ÞÉÓÅÌ.

8. æÏÒÍÕÌÕ ×ËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó �ÏÍÏ-

ÝØÀ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á (1-a)(1-b)(1-
) = 1-a-b-
+ab+a
+b
-ab
.

ëÁË? (�Ï ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×.)

÷ÁÒÉÁ�ÉÉ ÎÁ ÔÅÍÕ âÅÒÎÕÌÌÉ

1. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1;01

n

> 10.

(óËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÎÁÄÏ ÖÄÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ×ËÌÁÄ × ÂÁÎËÅ ÕÄÅÓÑÔÅÒÉÌÓÑ,

ÅÓÌÉ �ÌÁÔÑÔ 1% ÇÏÄÏ×ÙÈ?)

2. ëÁÖÄÙÊ ÇÏÄ 1% ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á (ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏ-

ÓÑ Ë ÎÁÞÁÌÕ ÇÏÄÁ) ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 30 ÌÅÔ

ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 70% ×ÅÝÅÓÔ×Á.

3. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 0;99

n

6 1=10.

4. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

n

p

10 6 1;01.

5. õËÁÚÁÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

n

p

0;1 > 0;99.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ �ÅÌÏÍ n É �ÒÉ

h > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1 + h)

n

> 1 + nh. ëÁËÉÅ
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ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØ, ÓÏÓÌÁ×ÛÉÓØ ÎÁ ÜÔÏ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï?

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ n É �ÒÉ

0 6 h 6 1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1 - h)

n

> 1 - nh.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1;01

2n

> n

2

=10

4

.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÅÌÏÍ n > 0 ÞÉÓÌÏ 1;01

n

ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ 1000n.

10. ðÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

2

n

> n?

11. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 2

n

> n

2

.

* * *

12. ëÁÖÄÙÊ ÇÏÄ 1% ÒÁÄÉÏÁËÔÉ×ÎÏÇÏ ×ÅÝÅÓÔ×Á (ÏÔ ÏÓÔÁ×ÛÅÇÏÓÑ

Ë ÎÁÞÁÌÕ ÇÏÄÁ) ÒÁÓ�ÁÄÁÅÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ 30 ÌÅÔ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ

ÍÅÎÅÅ 80% ×ÅÝÅÓÔ×Á.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍn É �ÒÉ 0 6 h 6 1

×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (1- h)

n

6 1 - nh+ n

2

h

2

.

14. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a

1

; : : : ; a

n

> 0 É ÞÔÏ a

1

+ a

2

+ : : : + a

n

=

= 1=10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1- a

1

)(1- a

2

) : : : (1- a

n

) > 9=10:

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1+ a

1

)(1+ a

2

) : : : (1+ a

n

) > 11=10:

16. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1+ a

1

)(1+ a

2

) � : : : � (1 + a

n

) 6 10=9:

17. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a

1

; a

2

; : : : ; a

100

> 0 É ÞÔÏ

(1+ a

1

)(1+ a

2

) � : : : � (1+ a

100

) 6 100:

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ i, ÞÔÏ a

i

6 1=i.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1 � 3 � 5 � : : : � 99

2 � 4 � 6 � : : : � 100

<

1

10

:

19. ÷ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; a

2

; : : :

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 100. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ k,

ÞÔÏ a

k+1

=a

k

< 1;001.

20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÅÌÏÍ n > 0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï n

100

=2

n

< 1=1000.
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îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á, Ï�ÅÎËÉ, ÓÕÍÍÙ

1. óËÏÌØËÏ ÚÎÁËÏ× × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 2

40

?

2. ðÒÉ ËÁËÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ n ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÒÏÂÉ 10

n

=n! ÂÕÄÅÔ

ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ?

3. õËÁÚÁÔØ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2

n

=n! <

< 1=1000.

4. îÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏÍ, ÎÁÊÔÉ 3 ÚÎÁËÁ �ÏÓÌÅ ÚÁ-

�ÑÔÏÊ × ÞÉÓÌÁÈ

p

1;001 É

p

0;999.

5. ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÏËÏÌÏ ËÒÕÇÁ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÎÁ 1000 �

� 1000 ÒÁ×ÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ× É ÏÔÏÂÒÁÌÉ ÔÅ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÉËÏ×,

ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ×ÙÈÏÄÑÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ËÒÕÇÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ

�ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 99% ÏÔ �ÌÏÝÁÄÉ ×ÓÅ-

ÇÏ ËÒÕÇÁ.

6. îÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (3

100

+4

100

)=(2

100

+5

100

) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ �ÑÔÉ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ.

7. éÚ 50-ÚÎÁÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ×ÌÅËÌÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ, �Ï-

ÔÏÍ ÅÝ£ ÒÁÚ, �ÏÔÏÍ Ï�ÑÔØ | É ÔÁË ÓÄÅÌÁÌÉ 50 ÒÁÚ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÅÄÉÎÉ�Á, �ÏÓÌÅ ËÏÔÏ-

ÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÚÁ�ÑÔÁÑ É ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 10 ÎÕÌÅÊ.

8. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 2; 3; 5; 8; 13; : : : ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀ-

ÝÉÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n-Ê

ÞÌÅÎ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (3=2)

n

.

9. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1 +

1
2

+

1
3

+ : : : +

1

n

> 100:

(õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ 1=100 + 1=101 + : : : + 1=n ÂÙÔØ ÂÏÌØ-

ÛÅ 1=2?)

10. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

1 + 0;99 + 0;99

2

+ 0;99

3

+ : : :+ 0;99

n

> 100:

11. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

1

1 � 2

+

1

2 � 3

+ : : :+

1

(n - 1)n

> 100:
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12. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

1 +

1

2

2

+

1

3

2

+ : : :+

1

n

2

> 100:

13. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

1 +

1

p

2

+

1

p

3

+ : : :+

1

p

n

> 100:

* * *

14. ðÕÓÔØ a

n

| ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ× × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 3

n

.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÉ a

1000

=1000 É a

2000

=2000 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÎÁ 1=100.

15. îÅ �ÏÌØÚÕÑÓØ ËÁÌØËÕÌÑÔÏÒÏÍ, ÎÁÊÔÉ 4 ÚÎÁËÁ �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ ×

ÞÉÓÌÁÈ

p

1;001 É

p

0;999.

16. îÁÊÔÉ 1000 ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ × ÞÉÓÌÅ (

p

37 + 6)

1000

.

17.íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÍÅÓÔÉÔØ × Ë×ÁÄÒÁÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ

ËÒÕÇÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÌÁ ÂÙ ÂÏÌÅÅ 99%

�ÌÏÝÁÄÉ ×ÓÅÇÏ Ë×ÁÄÒÁÔÁ?

18. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË: Ä×Á �ÅÒ×ÙÈ Å£ ÞÌÅÎÁ |

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁ×ÅÎ

ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. îÁÊÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ 10-ÇÏ ÞÌÅÎÁ Ë 9-ÍÕ Ó

ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ Ä×ÕÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏ× �ÏÓÌÅ ÚÁ�ÑÔÏÊ.

19. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË: �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏ 1, Á

ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ y �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ x �Ï ÆÏÒÍÕ-

ÌÅ y = (x + (2=x))=2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ 5-Ê ÞÌÅÎ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ

p

2

ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ÍÉÌÌÉÏÎÎÕÀ.

20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�

1+

1

n

�

n

6 1 +

1

1!

+

1

2!

+ : : :+

1

n!

:

21. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅ×ÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ n.

22. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁË: �ÅÒ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×-

ÎÏ 1, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ y �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ x �Ï

ÆÏÒÍÕÌÅ y = x+1=x

2

. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ × ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÌÅÎ,

ÂÏÌØÛÉÊ 100?

23. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ x

1

; x

2

; : : : ÓÔÒÏÉÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ

x

1

= 1, x

n+1

= x

n

+ 1=x

n

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x

n

2

> n.
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24. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x

100

> 14.

25. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ x

100

.

26. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ n, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×Ù-

�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1 +

1

2

p

2

+

1

3

p

3

+ : : : +

1

n

p

n

> 100:

27. äÏËÁÚÁÔØ ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÓÕÍÍÁ

sin 1 +

sin 2

2

+

sin 3

3

+ : : :+

sinn

n

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 10. (õÇÌÙ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ × ÒÁÄÉÁÎÁÈ.)

íÁÌÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ

1. ä×Á �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÉÚÍÅÎÉÌÉ | ËÁÖÄÏÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÎÁ 1% ÏÔ ÅÇÏ �ÒÅÖÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. íÏÇÌÁ ÌÉ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÉÚ-

ÍÅÎÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10%? ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2%? �Å ÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ

ÄÌÑ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÄÌÑ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.

2. þÉÓÌÏ x ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 0;01. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÅÇÏ ÓÉÎÕÓ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ × x ÒÁÄÉÁÎ) ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÎÁ 0;01.

3. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ

ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÄÌÑ ÔÁÎÇÅÎÓÁ?

4. �ÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏ-

ÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1% ËÁÖÄÕÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 3%.

5. þÉÓÌÏ x ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 0;1. íÏÇÌÏ ÌÉ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÅ x

2

ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ

p

x.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ jxj < 0;001 �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£Î-

ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (1 + x)

2

� 1 + 2x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1% ÏÔ jxj.

(ðÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÎÉ�Á

ÍÅÖÄÕ ÌÅ×ÏÊ É �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ.)

7. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ ÆÏÒ-

ÍÕÌÙ 1=(1 - x) � 1+ x.

8. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ jxj < 0;001 �ÏÇÒÅÛ-

ÎÏÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ 1=(1 - x) � 1 + x + x

2

ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1% ÏÔ x

2

.
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* * *

9. �ÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÎÁ 1% ËÁÖÄÕÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ ×�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10%.

10. �ÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ ÎÁ 1% ËÁÖÄÕÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10%.

11. �ÒÉ ÓÔÏÒÏÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1%

ËÁÖÄÕÀ. íÏÇÌÁ ÌÉ ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 3%?

12. þÉÓÌÏ x ÉÚÍÅÎÉÌÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 0;01. íÏÇÌÏ ÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

sin x

2

ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1?

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ jxj < 0;001 �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ

ÆÏÒÍÕÌÙ

p

1+ x � 1+ x=2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1% ÏÔ x.

14. ðÒÉÄÕÍÁÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ

3

p

1+ x (ÄÌÑ ÍÁ-

ÌÙÈ x) É Ï�ÅÎÉÔØ Å£ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ �ÒÉ jxj < 0;001.

15. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ x ÅÓÔØ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

p

x + 1-

p

x � 1=(2

p

x): �ÒÉ x > 1000 �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

1% ÏÔ �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ x ÏÔ 0 ÄÏ �=2 ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

sin x 6 x 6 tg x. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ jxj < 0;01 �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ

�ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ sin x � x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1% ÏÔ x. (õÇÌÙ

ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ × ÒÁÄÉÁÎÁÈ.)

17. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ jxj < 0;001 �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ

�ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ 
os x � 1-x

2

=2 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1% ÏÔ x

2

.

(õÇÌÙ ÉÚÍÅÒÑÀÔÓÑ × ÒÁÄÉÁÎÁÈ.)

íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ: ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

1. �ÏÞËÉ �ÒÑÍÏÊ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ × Ä×Á �×ÅÔÁ: Þ£ÒÎÙÊ É ÂÅÌÙÊ

(ÅÓÔØ É ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÔØ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÒÁÚÎÏÇÏ

�×ÅÔÁ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÎØÛÅ 0;01.

2. ÷ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x

1

; x

2

; : : : ÌÅÖÁÔ ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÏÊ

1=1000, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ.

3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

1

; x

2

; : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀ-

ÝÅÊ, ÅÓÌÉ x

1

> x

2

> : : : , É ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ, ÅÓÌÉ x

1

6 x

2

6 : : :

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖ-

ÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÞÁÓÔØ ÞÌÅÎÏ× ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ

ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ ÉÌÉ ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.
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4. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:

ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (a; b) (ÇÄÅ a < b) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏ-

ÇÏ ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ?

5. íÏÖÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÔØ ÎÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅ-

ÇÏ, ÎÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ?

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚ 11 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ

ÍÏÖÎÏ ×ÓÅÇÄÁ ×ÙÂÒÁÔØ Ä×Å, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ

ÞÉÓÌÅ ÒÁÚÒÑÄÏ×.

7. ÷ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x

1

; x

2

; : : : ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔ-

ÒÅÚËÅ [0; 1℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÞÁÓÔØ ÞÌÅÎÏ× ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y

1

; y

2

; : : : ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ jy

2

- y

1

j 6 1=2, jy

3

- y

2

j 6 1=4 É ×ÏÏÂÝÅ

jy

i+1

- y

i

j 6 1=2

i

.

8. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÏ 100 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅ

ÌÅÖÁÌÏ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, �Ï ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÙÌÏ 43 ÔÏÞËÉ, Á �Ï

ÄÒÕÇÕÀ | 57 ÔÏÞÅË.

9. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a É b, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ

y = ax + b �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (1; 1) É ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó �ÁÒÁÂÏÌÏÊ y = x

2

. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÕÀ É

�ÁÒÁÂÏÌÕ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÞÅÒÔÅÖÅ.

10. îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a É b, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ

y = ax+b �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ (2; 1=2) É ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ y = 1=x. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÒÑÍÕÀ

É ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÞÅÒÔÅÖÅ.

* * *

11. âÕÄÅÍ (× ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÕÍÍÕ �ÉÆÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ a ÞÅÒÅÚ s(a). ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ Ä×Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁ a É b, �ÒÉ-

Þ£Í a < b É s(a) < s(b). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÏÔ a ÄÏ b ÍÏÖÎÏ

ÎÁÊÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ó ÌÀÂÏÊ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ �ÉÆÒ ×

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÏÔ s(a) ÄÏ s(b).

12. äÁÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a

1

; a

2

; : : : ;

b

1

; b

2

; : : : ; 


1

; 


2

; : : : äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ä×Á ÎÏÍÅÒÁ i É j,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ i < j, É �ÒÉ ÜÔÏÍ a

i

6 a

j

, b

i

6 b

j

É 


i

6 


j

.

13. æÕÎË�ÉÑ f ÓÔÁ×ÉÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÕ x ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ f(x), �ÒÉÞ£Í jf(y)-f(x)j 6

6 (y- x)

2

ÄÌÑ ×ÓÅÈ x É y. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÆÕÎË�ÉÉ f?
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14. þÁÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑÓÑ ÍÅÖÄÕ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ

y = 1=x É ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ, ÒÁÚÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ËÕÓËÉ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÙÍÉ �ÒÑ-

ÍÙÍÉ Ó ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ 1; a; a

2

; a

3

; : : : (ÇÄÅ a > 1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ).

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄÉ ×ÓÅÈ ËÕÓËÏ× ÒÁ×ÎÙ.

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) âÕÄÅÔ ÌÉ ÞÁÓÔØ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÇÒÁ-

ÆÉËÏÍ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ y = 1=x, ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ É �ÒÑÍÏÊ x = 1, ÉÍÅÔØ

ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÌÏÝÁÄØ?

16. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ 1+ 1=2 + 1=3+ : : : + 1=n ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 1000.

17. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÒÅÛÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÚÁ-

ÄÁÞÉ ÄÌÑ ËÒÉ×ÏÊ y = 1=(x

p

x).

18. ðÕÓÔØ S

1

| �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÏÍ y =

= x

2

, ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ É �ÒÑÍÏÊ x = 1. ðÕÓÔØ S

2

| �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ,

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÇÒÁÆÉËÏÍ y =

p

x, ÏÓØÀ ÁÂÓ�ÉÓÓ É �ÒÑÍÏÊ x = 1.

îÁÊÔÉ S

1

+ S

2

.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÏÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØ-

ÛÅÅ 1000, ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ 2

x

+ 3

y

+ 4

z

+ 5

u

+ 6

v

+ w,

ÇÄÅ x; y; z; u; v | �ÅÌÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á w | �ÅÌÏÅ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1000.

úÁÄÁÞÉ ÕÓÔÎÏÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ

üËÚÁÍÅÎ �ÒÏ×ÏÄÉÌÓÑ �Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÅ. ëÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØ-

ÎÉË × ÎÁÞÁÌÅ ÜËÚÁÍÅÎÁ �ÏÌÕÞÁÌ 4 ÚÁÄÁÞÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ.

ìÀÂÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ (ÏÄÉÎ ÒÁÚ), �ÏÌÕÞÉ× ÚÁ

Å£ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÌÀÓ ÉÌÉ ÍÉÎÕÓ, ÌÉÂÏ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ, �ÏÌÕ-

ÞÉ× ÚÁ ÎÅ£ ÎÏÌØ. ÷ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁÞÁ ÚÁÍÅÎÑÌÁÓØ ÎÁ ÎÏ×ÕÀ;

ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × ÔÅÞÅÎÉÅ ×ÓÅÇÏ ÜËÚÁÍÅÎÁ Õ ÛËÏÌØÎÉËÁ ÂÙÌÏ

4 ÎÅÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞÉ.

þÁÓÔØ ÚÁÄÁÞ ÂÙÌÁ ×ÚÑÔÁ ÉÚ ÌÉÓÔÏÞËÏ× �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÌÅÔ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÅÄÌÁÇÁÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ:

1. ëÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ n ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÒÁ×ÎÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ m ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÊ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ m É n?

2. �ÏÞËÉ A É B ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÈ ÞÅÔ×ÅÒÔÑÈ

�ÅÒÅËÒÅÓÔËÁ Ä×ÕÈ ÄÏÒÏÇ. îÁÊÔÉ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÊ ÍÁÒÛÒÕÔ ÉÚ A

× B, ÅÓÌÉ ÄÏÒÏÇÉ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØ ÔÏÌØËÏ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏ.

3. ÷ ÕÇÏÌ � ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÚÅÒËÁÌÁÍÉ ×ÌÅÔÅÌ ÓÏÌÎÅÞÎÙÊ

ÌÕÞ É ÎÅ �Ï�ÁÌ × ×ÅÒÛÉÎÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ×ÙÌÅÔÉÔ ÏÂÒÁÔÎÏ.

ðÒÉ ËÁËÉÈ � ÏÎ ×ÙÌÅÔÉÔ × �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ?
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4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÔÒÅÈ ËÕÂÏ× ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙÈ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ä×ÕÈ ËÕÂÏ× ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

8. îÁÊÔÉ �ÅÌÙÅ m É n, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ jm+

+ n

p

5j < 0;001.

9. îÁÊÔÉ �ÅÌÙÅ m É n, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ jm+

+ n

p

7j < 0;001.

10. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ k-È ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ×ÓÅÈ ËÏÒÎÅÊ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ

ÅÄÉÎÉ�Ù.

11. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1+ 2 � 2 + 3 � 2

2

+ : : : + (n + 1)2

n

:

12. ðÒÉ ËÁËÉÈ z;w 2 C ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ z É w

ÂÏÌØÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ z

2

É w

2

?

13. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ 1 � 2 + 2 � 3 + 3 � 4 + : : :+ 99 � 100:

14. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1

1 � 3

+

1

2 � 4

+

1

3 � 5

+ : : :+

1

98 � 100

:

15. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1

1 � 2 � 3

+

1

2 � 3 � 4

+ : : : +

1

(n - 2) � (n - 1) � n

:

16. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ z 2 C , ÞÔÏ z, z

2

, z

3

É z

4

ÏÂÒÁÚÕÀÔ

Ë×ÁÄÒÁÔ.

17. ëÁËÏÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÓÕÍÍÁ

ja-bj+ jb-
j+ j
-dj+ jd-ej+ je-aj, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ a; b; 
; d; e

ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄?
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18. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ a

2

+(a-b)

2

+(b-
)

2

+

+ (1 - 
)

2

.

19. óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ x É y, ÞÔÏ siny- sinx =

= (y - x)=57?

20. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-

ÒÏÎÎÉÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÏÊ ÖÅ �ÌÏÝÁÄÉ

É ÍÅÎØÛÅÇÏ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÓÔÏ-

ÒÏÎÎÉÍ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÔÏÇÏ ÖÅ �ÅÒÉÍÅÔÒÁ

É ÂÏÌØÛÅÊ �ÌÏÝÁÄÉ.

22. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÏÅË �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ fa; b; 
g, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ 0 6 a 6 b 6 
 6 10?

23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ fa; b; 
g,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 0 6 a 6 b 6 
 6 10, ÒÁ×ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÔÒÏÅË

�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ fa; b; 
g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 0 < a < b < 
 < 14.

24. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ËÕÚÎÅÞÉË �ÒÙÇÁÅÔ ×�ÒÁ×Ï ÉÌÉ ×ÌÅ×Ï

ÎÁ 1 ÓÍ �Ï �ÒÑÍÏÊ. ïÎ ÓÄÅÌÁÌ 17 ÛÁÇÏ× É ÓÄ×ÉÎÕÌÓÑ ×�ÒÁ×Ï

ÎÁ 9 ÓÍ. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÏÎ ÍÏÇ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

25. îÁÊÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ab, ÅÓÌÉ

a É b | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É, ËÒÏÍÅ

ÔÏÇÏ, a+ 2b 6 1.

26. ÷ÓÅ ÛÅÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ | �ÅÌÙÅ

ÞÉÓÌÁ, É ÅÇÏ �ÌÏÝÁÄØ ÒÁ×ÎÁ S. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 2S |

�ÅÌÏÅ.

27. ðÏ ËÒÕÇÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ, É ËÁÖÄÏÅ ÅÓÔØ

ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ ÓÏÓÅÄÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉ-

ÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ.

28. åÓÔØ 10 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?

29. åÓÔØ 10 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ×Ù-

ÂÒÁÔØ 5 ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7?

30. íÏÇÕÔ ÌÉ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ä×Á ÞÉÓÌÁ,

ÓÔÏÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ, ÏÂÁ ÄÅÌÉÔØÓÑ ÎÁ 17?

31. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ a

2

+ b

2

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 7, ÔÏ

a

2

+ b

2

ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ 49 (a É b | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ).

32. íÏÖÅÔ ÌÉ × �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÍ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ Ó �ÅÌÙÍÉ
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ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ÇÉ�ÏÔÅÎÕÚÁ ÂÙÔØ Þ£ÔÎÏÊ, Á ÏÄÉÎ ÉÚ ËÁÔÅÔÏ× | ÎÅ-

Þ£ÔÎÙÍ?

33. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÕÇÏÌ × 7

Æ

, ÉÍÅÑ ÕÇÏÌ × 37

Æ

?

34. îÁ ËÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÄÅÌÉÔØ

�ÌÏÓËÏÓÔØ 17 ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ?

35. ëÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÄÁ£Ô ÞÉÓÌÏ 1

2

+ 2

2

+ 3

2

+ : : :+ 57

2

�ÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ 7?

36. âÙ×ÁÀÔ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ÎÉÈ

ÎÅÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ?

37. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏ× × ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÞÉÓÌÁ 3

100

Ó

ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 10%.

38. óËÏÌØËÏ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 1000 ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó ÞÉ-

ÓÌÏÍ 1001?

39. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ 1 + 3 + 5 + 7 + : : :+ 999.

40. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÒÅÄÉ 100 �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ä×Å

ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÇÒÕ��Ù Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ?

41. ÷ÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÒÅÄÉ 100 ÛÅÓÔÉÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ

Ä×Å ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÇÒÕ��Ù Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ?

42. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ðÁÓËÁÌÑ

ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏ× Ó Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ (ÓÞÉÔÁÑ ÏÔ ÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏËÉ)

ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ÞÌÅÎÏ× Ó ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

43. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ ÓÔÒÏË, × ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅÞ£ÔÎÙ.

44. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÕÂÌÅÊ, ÂÏÌÅÅ 400,

ÍÏÖÎÏ ÚÁ�ÌÁÔÉÔØ ËÕ�ÀÒÁÍÉ �Ï 17 ÒÕÂÌÅÊ É 19 ÒÕÂÌÅÊ (ÂÅÚ

ÓÄÁÞÉ).

45. ðÏ ËÒÕÇÕ ÓÔÏÑÔ 7 ÞÉÓÅÌ, ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ ÔÒ£È �ÏÄÒÑÄ

ÉÄÕÝÉÈ ÂÏÌØÛÅ 5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÂÏÌØÛÅ 11.

46. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a

2

+ b

2

+ 


2

= 9, a+ b+ 
 = 5. îÁÊÔÉ

ab+ b
 + a
.

47. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÏÍÅÞÅÎÏ 10 ÔÏÞÅË. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏ-

ÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÓÔÉ 5 ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÈÏÒÄ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ

× ÜÔÉÈ ÔÏÞËÁÈ?

48. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ 2� ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÁ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕ-

ÍÁÇÅ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊ 1. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÅÔÏË ÏÎÁ

ÍÏÖÅÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØ? (óÞÉÔÁÀÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ Ó ×ÎÕÔÒÅÎ-

ÎÏÓÔØÀ ËÌÅÔËÉ.)
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49. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ, ËÏ-

ÔÏÒÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ ÕÚÅÌ?

50. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ, ËÏ-

ÔÏÒÁÑ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÕÚÌÁ?

51. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÏ×ÅÓÔÉ �ÒÑÍÕÀ ÎÁ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÅ, ËÏ-

ÔÏÒÁÑ ÎÅ �ÏÄÈÏÄÉÔ ÎÉ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÕÚÌÕ ÂÌÉÖÅ ÞÅÍ ÎÁ 1=10 ÓÔÏ-

ÒÏÎÙ ËÌÅÔËÉ?

52. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ �ÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ 12 ÔÏÞÅË �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ?
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îÁÞÉÎÁÑ Ó ÜÔÏÇÏ ÇÏÄÁ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÅ ×ÙÎÏÓÉ-

ÌÉÓØ × ËÏÎÅ� ÌÉÓÔËÁ, Á �ÒÏÓÔÏ ÏÔÍÅÞÁÌÉÓØ Ú×£ÚÄÏÞËÁÍÉ. óÒÅ-

ÄÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÅÓÔØ É ×ÅÓØÍÁ ÔÒÕÄÎÙÅ, ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÛÉÌÉ ÌÉÛØ

ÎÅÍÎÏÇÉÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÛËÏÌØÎÉËÉ. üËÚÁÍÅÎ × ÜÔÏÍ ÇÏÄÕ ÂÙÌ ÔÅÏ-

ÒÅÔÉÞÅÓËÉÍ (× ÂÉÌÅÔÅ ÂÙÌÏ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ É ÚÁÄÁÞÉ); × ÔÅÏÒÅ-

ÔÉÞÅÓËÕÀ ÞÁÓÔØ ×ÈÏÄÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÍÙ ÌÅË�ÉÊ (ÓÍ. ÇÌÁ×Õ

�ðÏ�ÕÌÑÒÎÙÅ ÌÅË�ÉÉ �Ï ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�). íÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ × ËÏÎ�Å

ÇÌÁ×Ù �ÒÉÍÅÒÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÜËÚÁÍÅÎÁ.

÷ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ. óÞ£ÔÎÙÅ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

åÓÌÉ ÍÅÖÄÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ (ËÏÎÅÞÎÙÈ) ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B ÍÏÖ-

ÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (ËÁÖÄÏÍÕ

ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÏÄÎÏÇÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÒÕÇÏÇÏ),

ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.

1. îÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÏ 100 ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉ-

ÓÌÏ 57-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÒÁ×ÎÏ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ 43-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ

É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ 100, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÎÅÞ£ÔÎÏ, ÒÁ×-

ÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉ-

ÎÙ 100, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� Þ£ÔÎÏ. ëÁËÏÍÕ ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ

ÄÌÑ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ?

3. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n �ÏÄÓÞÉÔÁ-

ÅÍ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ n | ÔÏÞÎÙÊ

Ë×ÁÄÒÁÔ.

4.

?

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ËÌÅÔËÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 1�

�1 (ÕÇÌÙ ËÌÅÔÏË ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ). (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ �ÕÔÅÊ (�Ï ÓÔÏÒÏÎÁÍ ËÌÅÔÏË) ÄÌÉÎÙ 18 ÉÚ ÔÏÞËÉ (1; 0)

× ÔÏÞËÕ (10; 9), ÉÍÅÀÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÄÉÁ-

ÇÏÎÁÌØÀ y = x, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ×ÓÅÈ �ÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ 18 ÉÚ ÔÏÞ-

ËÉ (1; 0) × ÔÏÞËÕ (9; 10). (Â) îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ �ÕÔÅÊ ÄÌÉÎÙ 18

ÉÚ ÔÏÞËÉ (1; 0) × ÔÏÞËÕ (10; 9), �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ �ÅÌÉËÏÍ × ÏÂÌÁ-
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ÓÔÉ y < x. (×) îÁÊÔÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 10 ÎÕÌÅÊ É 10 ÅÄÉÎÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ

ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉ�. ëÁËÕÀ ÄÏÌÀ

ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÏÎÉ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ 10 ÎÕÌÅÊ

É 10 ÅÄÉÎÉ�?

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÚÒÅÚÁÔØ n-ÕÇÏÌØÎÉË ÎÁ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ, �ÒÏ×ÅÄÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, ÒÁ×ÎÏ

ÞÉÓÌÕ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÓËÏÂÏË × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ n - 1

ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÉÈ �ÏÒÑÄËÁ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÑÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ �ÑÔØÀ Ó�ÏÓÏÂÁ-

ÍÉ, É × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ ab
d ÅÓÔØ �ÑÔØ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ÏË ÓËÏÂÏË:

(ab)(
d), (a(b
))d, ((ab)
)d, a((b
)d), a(b(
d)). (õËÁÚÁ-

ÎÉÅ: ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÏÖÎÏ �ÉÓÁÔØ ÎÁ ÓÔÏÒÏÎÁÈ, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÑ | ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ.)

6.

?

îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ Ó�ÏÓÏÂÏ× × ÚÁÄÁÞÅ 5.

÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ

É ÍÅÖÄÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ. åÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ Ä×ÕÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÍÉ

(ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÒÁ×ÎÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ).

7. õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (Á) ÍÅÖ-

ÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ; (Â) ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÏ-

ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; (×) ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÙÈ

ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÓÏÓÔÁ×ÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Ç) ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ,

ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÅ.

8. õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ (Á) ÍÅÖ-

ÄÕ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÒÁÚÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [0; 1℄ É [2; 4℄ ÎÁ ÞÉ-

ÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ); (Â) ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (0; 1) É ÌÕÞÏÍ (1;+1)

ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ; (×) ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (0; 1) É ×ÓÅÊ ÞÉÓÌÏ-

×ÏÊ ÏÓØÀ R; (Ç) ÍÅÖÄÕ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ É ÇÒÁÎÉ�ÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÁ;

(Ä) ÍÅÖÄÕ ËÒÕÇÏÍ É Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ (×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ×ËÌÀÞÁÀÔÓÑ).

9. õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É

ÅÄÉÎÉ� É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ.

10. õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É
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ÅÄÉÎÉ� É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ,

ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ �ÉÆÒ 0; 1; 2; 3.

11.

?

�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ �ÉÆÒ 0; 1; 2; 3 ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-

×ÁÔØ �ÉÆÒÙ 0; 1; 2.

12.

?

õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x; y), ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÝÉÊ ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ �ÁÒ ÎÅÏÔÒÉ�Á-

ÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ

ÞÉÓÅÌ.

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÄÒÕÇÉÍÉ, ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ �ÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ).

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ-

ÍÏÝÎÙ.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ

ÓÞ£ÔÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÞ£Ô-

ÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÞ£ÔÎÏ.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ

ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÞ£ÔÎÏ.

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× ÓÞ£ÔÎÏ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏ.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÁÒ (m;n) ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÔÏÞÅË ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÏÂÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ) ÓÞ£ÔÎÏ; (Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÊ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ) ÓÞ£ÔÎÏ; (×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÉÏÄÉÞÅ-

ÓËÉÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ ÓÞ£ÔÎÏ; (Ç) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÓÞ£ÔÎÏ; (Ä) ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Ï ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÓÞ£ÔÎÏ.

20. þÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ n.

éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓ-

ËÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÓÞ£ÔÎÏ.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, Á B ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ

ÓÞ£ÔÎÏ, ÔÏ A [ B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ A.
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22. õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (0; 1) É �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ [0; 1).

23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (ÎÁ ÞÉÓÌÏ×ÏÊ ÏÓÉ), ÏÔÒÅÚÏË,

×ÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÏÓØ É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.

24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ-

ÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ËÒÕÇ (ËÒÕÇ ÂÅÚ ÇÒÁÎÉ�Ù) ÒÁ×-

ÎÏÍÏÝÅÎ ËÒÕÇÕ Ó ÇÒÁÎÉ�ÅÊ.

26. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ-

ÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË Ë×ÁÄÒÁÔÁ.

27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÒÁ×-

ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

28. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ [0; 1℄ [ [2; 3℄ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ [0; 1℄.

29. (ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �Ï äÅÄÅËÉÎÄÕ) äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ

ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ Ó×ÏÅÊ ÞÁÓÔÉ (ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÊ ÓÏ ×ÓÅÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×ÏÍ).

30.

?

÷ÙÂÒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ,

�ÒÉÞ£Í ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ

ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏ.

31.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ-

�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ×ÏÓØÍ£ÒÏË (ÏÎÉ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË, ÎÏ

ÏÄÎÁ ÍÏÖÅÔ �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÊ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏ.

32.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x �ÅÌÁÑ, ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ �ÒÑÍÏÊ.

33.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÎÅÓÞ£ÔÎÏ, ÎÁÊÄÑ Ó�ÏÓÏÂ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-

ÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ �

1

; �

2

; : : : ÕËÁ-

ÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔ ×ÓÅÈ �

i

.

34.

?

(Á) ðÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

ÍÅÖÄÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ (0; 1) É ÌÕÞÏÍ (1;+1), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ �Ï-

ÒÑÄÏË (Â�ÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ Â�ÏÌØÛÉÍ). (Â) íÏÖÎÏ

ÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× (0; 1) É [0; 1)? (×) ÄÌÑ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ× Z (�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ) É Q (ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ)? (Ç) ÄÌÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ× Q É (0; 1)\Q? (Ä) ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉ-
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ÓÅÌ É ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ËÏÎÅÞÎÙÈ ÄÅÓÑÔÉÞÎÙÈ ÄÒÏÂÅÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ

×ÉÄÁ m=10

n

�ÒÉ �ÅÌÙÈ m É n)?

35.

?

íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÑÍÏÊ É �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ,

ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ �ÁÒÁÍÉ ÔÏÞÅË ÏÔ-

ÌÉÞÁÌÉÓØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × 10 ÒÁÚ?

36.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ

f : N ! N, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ f(5n + 1) = 3f(n) + 1 ÄÌÑ ×ÓÅÈ n?

37.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : Q ! Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ f(x) = f

1

(x) + f

2

(x) + f

3

(x), ÇÄÅ

ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÒ£È ÆÕÎË�ÉÊ f

1

; f

2

; f

3

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-

ÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ Q ! Q.

38.

?

õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

Q É Q n f0g, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ �ÏÒÑÄÏË. ëÁË ×Ù ÄÕÍÁÅÔÅ, ÍÏÖÎÏ

ÌÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ R É R n f0g?

39.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ËÁÒÔÅ ÕÞÁÓÔÏË

ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ (ÓÞÉÔÁÅÍ úÅÍÌÀ ÛÁÒÏÍ) ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ

ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ËÁÒÔÅ ÂÙÌÉ × ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÍÅÎØ-

ÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÁ ÍÅÓÔÎÏ-

ÓÔÉ. (ä×Á ×ÁÒÉÁÎÔÁ: ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÎÁ ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÉÚÍÅÒÑÔØ-

ÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ ÉÌÉ �Ï �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÓÆÅÒÙ; × ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÏ

ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ.)

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ (21 ÓÅÎÔÑÂÒÑ 1998 ÇÏÄÁ)

1. óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÈ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÊ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. (ä×Á

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÓÔÁ-

×ÑÔ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÒÁÚÎÙÅ.)

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ

ÎÁ ÔÒÉ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÓÞ£ÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

3. òÁÚÂÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙÈ ÄÒÕÇ

ÄÒÕÇÕ ÞÁÓÔÅÊ.

4. óÞ£ÔÎÏ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, × ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ËÏÎÅÞÎÏ?

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ×ÓÅÈ ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.
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6. õÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÌÕÞÅÊ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÅÊ �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ (ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ).

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ËÒÕ-

ÇÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÞ£ÔÎÏ.

8. ìÀÂÏÅ ÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÂÕË× � ÓÞ£ÔÎÏ?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

0

; a

1

; a

2

; : : : ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÏÊ Ó×ÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ Å£ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ | ÔÁËÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ 
, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 
.

óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ (9
 ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ 
�, 8i ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÄÌÑ ×ÓÅÈ i�):

9
 8i (a

i

6 
):

1. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÓÎÉÚÕ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ Ó×ÅÒÈÕ (ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÏ×Á �ÎÅ�).

çÏ×ÏÒÑ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÍÅÀÔ × ×É-

ÄÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ É Ó×ÅÒÈÕ, É ÓÎÉÚÕ.

2. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÔØ

ÎÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ, ÎÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÁ? (îÁÉÂÏÌØÛÉÊ (ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÉÊ) ÞÌÅÎ | ÔÏÔ, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ (ÎÉÖÎÅÊ)

ÇÒÁÎØÀ.)

3. ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

n

= 10

n

=n! ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÏÊ?

4. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

n

= 1;01

n

.

5. : : : a

n

= n

2

=2

n

.

6. : : : a

n

=

n

p

n!.

7. : : : a

n

=

p

3 + a

n-1

, ÇÄÅ a

0

= 0.

8.

?

: : : a

n

=

�

1 +

1

n

�

n

2

.

9.

?

: : : a

n

=

�

1 +

1

n

2

�

n

.

10.

?

: : : a

n

=

�

1 +

1

n

�

n

.

11. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕ-

ÌÁÍÉ a

0

= 1, a

n+1

= a

n

+ 1=a

n

?



úÁÄÁÞÉ 1998{ 1999 ÇÏÄÁ 133

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ: ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

n

É b

n

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÏ É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 


n

= a

n

+ b

n

É d

n

= a

n

b

n

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ?

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM �ÌÏ×ÕÛËÏÊ� ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; : : : , ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ, ÌÅÖÁÔ ×M. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM �ËÏÒÍÕÛËÏÊ� ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÅÓ-

ÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ.

13.íÏÖÅÔ ÌÉ ÌÏ×ÕÛËÁ ÎÅ ÂÙÔØ ËÏÒÍÕÛËÏÊ? ÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÏÒ-

ÍÕÛËÁ ÎÅ ÂÙÔØ ÌÏ×ÕÛËÏÊ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ

ÏÔÒÅÚËÏ× [0; 1℄ É [1; 2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ×ÕÛËÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

ÏÔÒÅÚÏË [0; 2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ×ÕÛËÏÊ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ

ÏÄÉÎ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× [0; 1℄ É [1; 2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÍÕÛËÏÊ, ÅÓÌÉ ÉÚ-

×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË [0; 2℄ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÍÕÛËÏÊ?

14. ÷ÏÌÏÄÑ ÓÞÉÔÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ

ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ

Å£ ÌÏ×ÕÛËÏÊ. ðÒÁ× ÌÉ ÏÎ?

óÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ×ÕÛËÏÊ

ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; : : : , ÅÓÌÉ

9N (8n > N) (a

n

2M):

15. (Á) úÁ�ÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒ-

ÍÕÛËÉ. (Â) úÁËÏÎÞÉÔØ ÆÒÁÚÕ: �ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ-

×ÕÛËÏÊ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ,

ËÏÇÄÁ : : : � (ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÏ× �ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ� ÉÌÉ �ÎÅ ÄÌÑ

×ÓÅÈ�).

16. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀ-

ÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÍÕÛËÏÊ? ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ×ÕÛËÏÊ?

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1, ËÏÔÏÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ ËÏÒ-

ÍÕÛËÏÊ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ
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�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ 1, Ñ×ÌÑÀÝÉÊ-

ÓÑ Å£ ÌÏ×ÕÛËÏÊ.

åÓÌÉ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÌÅÎÙ,

ÓÏÈÒÁÎÉ× �ÏÒÑÄÏË ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ, �ÏÌÕÞÉÔÓÑ Å£ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ ÅÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ (ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÉÌÉ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÁÑ) ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

20.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ

n

2

+ 1 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉ-

ÎÙ n + 1, ÎÏ Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n

2

ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ

ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n+ 1.

21. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ,

ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÄÒÕÇÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

Å£ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ?

22.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ×

×ÉÄÅ ÒÁÚÎÏÓÔÉ Ä×ÕÈ ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, �ÒÉÞ£Í

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ?

23. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; : : : ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ jx

n+1

-

-x

n

j 6 1=2

n

�ÒÉ ×ÓÅÈ n. íÏÖÅÔ ÌÉ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ

ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ jx

n+1

- x

n

j 6 1=n.

24. úÁËÏÎÞÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÎÁ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ : : :

25.

?

ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á 100 � 100 ÚÁ�ÏÌÎÅÎÁ ÞÉÓÌÁÍÉ.

úÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË Õ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏËÉ

ÉÌÉ Õ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÏÄÎÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ

ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÔÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÙ

ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÒÏËÁÈ É ÓÕÍÍÙ ÞÉÓÅÌ ×Ï ×ÓÅÈ ÓÔÏÌÂ�ÁÈ ÂÙÌÉ

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ.

ðÒÅÄÅÌÙ

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÉÍÅÅÔ �ÒÅ-

ÄÅÌ 0 (ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ " ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌ (-"; ") Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ×ÕÛËÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: a

n

! 0 (ÉÌÉ

lim

n!1

a

n

= 0).
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1. úÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÉÞÅÓËÉ:

(8" > 0) 9N : : :

2. ðÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÆÒÁÚÕ: �ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

0

; a

1

; : : : ÎÅ

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, ÅÓÌÉ : : : �, ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÌÏ×Á �ÎÅ�.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

n

= 1=n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ

Ë ÎÕÌÀ, ÕËÁÚÁ×, ËÁË ÎÁÈÏÄÉÔØ N �Ï " (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 1).

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

n

= 1=n

2

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ

Ë 0.

5. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

n

= 1=2

n

.

6. : : : a

n

= 0;99

n

.

7. : : : a

n

= n=2

n

.

8. : : : a

n

= n

10

=2

n

.

9. : : : a

n

= 2

n

=n!.

10. : : : a

n

=

p

n + 1 -

p

n.

11. : : : a

n

= (sinn)=n.

12. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë 0 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÅ-

ÓÔÁÔØ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ Ë 0, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ Å£ ÞÌÅÎÙ?

13. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; : : : É b

0

; b

1

; : : : ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ

Ë 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ É ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÁ-

ÍÉ 


i

= a

i

� b

i

, ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

14. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

0

; a

1

; : : : ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0, Á �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b

0

; b

1

; : : : ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 


i

= a

i

b

i

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

15. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÖÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

16. úÁËÏÎÞÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

��ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ " > 0 : : : �. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: lim

n!1

x

n

=a ÉÌÉ x

n

!a.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÅÄÅÌ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÈÏÄÑ-

ÝÅÊÓÑ (Ë ÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ).

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ

ÏÄÉÎ �ÒÅÄÅÌ.

18. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

n

= (n- 1)=n.
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19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 1;-1; 1;-1; : : : ÎÅ

ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÁ.

20. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

n

p

2.

21.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

n

p

n.

22. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÅÍ x

n+1

=

p

3x

n

, ÅÓÌÉ x

0

> 0.

23. óÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ

ÞÌÅÎÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ �ÒÅÄÅÌ ÒÁ×ÅÎ 0.

24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÉÍÅÅÔ ÎÅ-

ÎÕÌÅ×ÏÊ �ÒÅÄÅÌ É ×ÓÅ Å£ ÞÌÅÎÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y

n

= 1=x

n

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

25. úÁËÏÎÞÉÔØ ÆÒÁÚÕ: �ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; : : : ÉÍÅ-

ÅÔ �ÒÅÄÅÌ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ

× ×ÉÄÅ x

i

= a+ y

i

, ÇÄÅ : : : �.

26. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÔØ

ÂÙÔØ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Å£ ÞÌÅÎÏ×?

27. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÔØ ÓÈÏ-

ÄÉÔØÓÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ, ÅÓÌÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ×ÓÅ Å£ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÅ-

Þ£ÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ?

28. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÔØ ÒÁÓ-

ÈÏÄÑÝÕÀÓÑ (Ô. Å. ÎÅ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ) �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?

29. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÓÅÇÄÁ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

30. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï Ä×ÕÈ ÍÉÌÉ�ÉÏÎÅÒÁÈ: ÅÓÌÉ a

n

6

6 b

n

6 


n

�ÒÉ ×ÓÅÈ n É �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; : : : É




0

; 


1

; : : : (ÍÉÌÉ�ÉÏÎÅÒÙ) ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �ÒÅÄÅÌ (ÏÔ-

ÄÅÌÅÎÉÅ) ÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b

0

; b

1

; : : : ÔÁËÖÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë

ÜÔÏÍÕ �ÒÅÄÅÌÕ.

31.

?

óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 10

n

=2

(

n

2

)

Ë ÎÕÌÀ?

32. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

= sinn?

33. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

= sin(1=n)?

34. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

= 
os(1=n)?

35. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

= (1=n) sinn?

36.

?

óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

= n sin(1=n)?
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37.

?

íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÔØ

ÎÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ, ÎÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÌÅÎÏ×?

38. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅ-

ÎÏ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Å£ ÞÌÅÎÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0.

39. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

n

= (1 + 1=n

2

)

n

.

40.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÓÏÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÅÍ x

n+1

=

p

3 + x

n

, ÅÓÌÉ x

0

> 0.

41.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x

n

=

p

n

2

+ n-n.

42.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ x

0

=

= 1 É x

n+1

= (x

n

+ 3=x

n

)=2, ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

43.

?

ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÞÌÅÎÁ x

0

É x

1

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÙ, Á ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕ-

ÝÉÈ: x

n+2

= x

n

+ x

n+1

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ y

n

= x

n+1

=x

n

ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.

áËÓÉÏÍÁ �ÏÌÎÏÔÙ É Å£ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ

þÉÓÌÏ 
 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÞÉÓÌÏ×ÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X,

ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ 
. óÉÍ×Ï-

ÌÉÞÅÓËÁÑ ÚÁ�ÉÓØ: (8x 2 A)(x 6 
). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ

ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ.

1. ëÁËÉÅ ÞÉÓÌÁ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÍÉ É ÎÉÖÎÉÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 1=2; 1=3; 1=4; : : : g?

óÌÅÄÕÀÝÅÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÙ �ÒÉÎÉÍÁÅÍ

ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á:

áËÓÉÏÍÁ �ÏÌÎÏÔÙ. ðÕÓÔØ L É R | Ä×Á ÞÉÓÌÏ×ÙÈ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á, �ÒÉÞ£Í ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÅÒ×ÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÀÂÏÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ ×ÔÏÒÏÇÏ (l 6 r ÄÌÑ ×ÓÅÈ l 2 L É r 2 R). �ÏÇÄÁ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ 
, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ L É R, ÔÏ ÅÓÔØ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ

×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ L É ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ R.

2. ðÕÓÔØ L É R | ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ l < r �ÒÉ ×ÓÅÈ l 2 L É r 2 R. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,

ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ 
, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ l < 
 < r ÄÌÑ ×ÓÅÈ l 2 L É r 2 R?

3.

?

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÁËÓÉÏÍÅ �ÏÌÎÏÔÙ, ÍÏÖÎÏ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷ÅÒ-

ÎÏ ÌÉ ÏÎÏ ÄÌÑ (Á) �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Â) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ;
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(×) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� (Õ�ÏÒÑ-

ÄÏÞÅÎÎÙÈ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÉ: ÏÄÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÅÎØ-

ÛÅ ÄÒÕÇÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÚÉ�ÉÉ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, Á ×

ÜÔÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ Õ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÕÌØ, Á Õ ×ÔÏÒÏÊ | ÅÄÉÎÉ�Á).

4. (óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ) ðÕÓÔØ L| ÏÇÒÁ-

ÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÅÇÏ

×ÅÒÈÎÉÈ ÇÒÁÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞ-

ÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ sup L (supremum).

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ �ÒÉÞÉÎÁÍ ÌÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÎÉÚÕ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ inf R (in�mum).

5.

?

þÁÓÔÏ ÁËÓÉÏÍÁ �ÏÌÎÏÔÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÌÀÂÏÅ ÏÇ-

ÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ

×ÙÛÅ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Å£ �ÒÅÄÅÌÏÍ.)

íÎÏÇÉÅ ÉÚ (ÍÏÌÞÁÌÉ×Ï) �ÒÉÎÑÔÙÈ ÎÁÍÉ ÂÅÚ ÏÂÏÓÎÏ×ÁÎÉÑ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ.

7.

?

(áËÓÉÏÍÁ áÒÈÉÍÅÄÁ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ Ó×ÅÒÈÕ: ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÏÌØÛÅÅ ÅÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N

ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ×ÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁ ÅÄÉ-

ÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅÅ; ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÏÞÎÏÊ ×ÅÒÈ-

ÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.)

8.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

p

2, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ � > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ �

2

= 2. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ 2, É ×ÏÚØÍ£Í ÅÇÏ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.)

9. (ìÅÍÍÁ Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ×

[a

0

; b

0

℄ � [a

1

; b

1

℄ � [a

2

; b

2

℄ � : : :

(ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÏÔÒÅÚÏË ÅÓÔØ ÞÁÓÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ) ÉÍÅÅÔ

ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ).
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10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ-

ÓÞ£ÔÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÅÅ ÎÉ Ó ÏÄ-

ÎÉÍ ÉÚ x

i

.

11.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ jx

i+1

-

- x

i

j 6 1=i

2

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ

ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÏÔÒÅÚËÉ-ÌÏ×ÕÛËÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÄÌÉÎÙ: ÄÌÑ

×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ", Ñ×ÌÑÀ-

ÝÉÊÓÑ Å£ ÌÏ×ÕÛËÏÊ.

12. âÏÌÅÅ ÔÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÏ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-

ÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ:

(8" > 0) 9N (8k; l > N) (jx

k

- x

l

j 6 "):

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ �ÒÉ-

×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ.

13. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓ-

ÌÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ

�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÎÁ É ÓÁÍÁ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (Ë ÔÏÍÕ ÖÅ

�ÒÅÄÅÌÕ). (ëÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

×ÓÑËÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.)

14. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ jx

i+1

-

- x

i

j 6 1=i

2

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ.

15. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÁËÓÉÏÍÕ �ÏÌÎÏÔÙ, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÆÕÎ-

ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ (É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÈÏÄÑÝÕ-

ÀÓÑ) �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

17.

?

äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ É ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ÓÑËÁÑ ÌÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØ-

ÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

18.

?

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ÌÅÍÍÙ Ï ×ÌÏÖÅÎ-

ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

19.

?

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I

1

; I

2

,

I

3

; : : : ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M, ÅÓÌÉ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ
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ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÈÏÄÉÔ × (ÈÏÔÑ ÂÙ) ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× I

n

.

(Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕËÁÚÁÔØ �ÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÄÒÕÇÉÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÅÌØÚÑ ×ÙÂÒÏÓÉÔØ (ÏÓÔÁ×É× �ÏËÒÙÔÉÅ �ÏËÒÙÔÉÅÍ)?

(Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔÒÅÚËÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×.

20. �ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ x

0

; x

1

; x

2

; : : : , ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a,

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÞÌÅÎÏ× ÜÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

(Á) úÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ë×ÁÎÔÏÒÏ×. (Â) äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Å£ �ÏÄ�ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a. (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

21.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, �ÒÅÄÅÌØÎÙÍÉ ÔÏÞ-

ËÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ 1; 1=2; 1=3; : : : (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ)?

22.

?

(Á) éÍÅÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔÒÅÚËÏ×, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ? (Â) �ÏÔ ÖÅ

×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× ÎÁ �ÒÑÍÏÊ. (×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ

ËÒÕÇÏ× ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. (Ç) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×

ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÔÏÒÏÎÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ; �ÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ×ÍÅÓÔÅ ÓÏ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ).

23.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÒÕÇÏ×,

�ÒÉÞ£Í ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ËÒÕÇÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ

ÔÏÞËÕ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, �ÒÉÎÁÄÌÅ-

ÖÁÝÁÑ ×ÓÅÍ ËÒÕÇÁÍ?

24.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á ËÒÕÇÏ×.

òÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï �ÒÅÄÅÌÁÈ

1. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a; �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ y

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

x

n

+ y

n

É x

n

- y

n

ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë a+ b É a- b ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

2. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ y

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

x

n

y

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ab. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÕÄÏÂÎÏ ÚÁ�ÉÓÁÔØ x

n

É y

n
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ËÁË a+ �

n

É b + �

n

.)

3. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a 6= 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�ÏÞÔÉ ×ÓÅ Å£ ÞÌÅÎÙ (×ÓÅ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 0

É ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y

n

= 1=x

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 1=a.

4. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a; �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ y

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë b, �ÒÉÞ£Í b 6= 0. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

=y

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë a=b.

5. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (2n

2

+n+3)=(3n

2

-

-n-2). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÞÔÉ ÂÅÚ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ,

�ÏÌØÚÕÑÓØ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÚÁÄÁÞÁÍÉ.)

6. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

x

n

+ y

n

É x

n

y

n

, ÅÓÌÉ (Á) ÏÄÎÁ ÉÚ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ x

n

É y

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÄÒÕÇÁÑ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ? (Â) ÏÂÅ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ?

7. (Á) äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x

0

; x

1

; : : : ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓ-

ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (ÚÁ�ÉÓØ: x

i

!1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y

i

= 1=x

i

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. (Â) äÁÔØ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë +1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

8. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ y

n

= x

n+1

- x

n

ÓÈÏ-

ÄÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. (Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ? (×) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ

�ÒÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n+1

=x

n

?

9. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ x

n

+ y

n

,

x

n

- y

n

, x

n

y

n

É x

n

=y

n

, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ x

n

É y

n

ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë +1?

10.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 0;99

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0, ÍÏÖÎÏ ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ

(Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁËÓÉÏÍÙ �ÏÌÎÏÔÙ) ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ, Á ÚÁÔÅÍ | ÞÔÏ ÏÎ ÒÁ×ÅÎ 0. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ

�ÏÄÒÏÂÎÏ.

11. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

n

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÓÏÓÅÄ-

ÎÉÈ ÞÌÅÎÏ× a

n+1

=a

n

ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ �. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

n

, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ (Á) � < 1; (Â) � = 1;

(×) � > 1?

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �ÅÌÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ 
 É

�ÒÉ ÌÀÂÏÍ a > 1 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n




=a

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0

(ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ÒÁÓÔ£Ô ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÀÂÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ).
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13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ a > 0 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

a

n

=n! ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0 (ÆÁËÔÏÒÉÁÌ ÒÁÓÔ£Ô ÂÙÓÔÒÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÏÊ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÉ).

14. ëÁËÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 2

n

p

n

É n! ÂÏÌØÛÅ �ÒÉ ÂÏÌØÛ�ÉÈ n?

15. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

n

p

n




(ÚÄÅÓØ 
 |

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ).

16. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

n

p

2

n

+ 3

n

.

17. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

p

n

2

+n-

p

n

2

-n.

18.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

3

p

n

3

+ n

2

- n.

19.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

3

p

n

3

+ n - n.

20. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É

p

x

n

!

p

a.

21. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ

3

p

x

n

.

22. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ x

0

; x

1

; : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉ-

ÓÌÕ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ sinx

0

; sinx

1

; : : : ÓÈÏ-

ÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ sina. ÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ

ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÔÁÎÇÅÎÓÁ?

23. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË: x

0

= 0, Á

x

n+1

=

p

6 + x

n

. îÁÊÔÉ Å£ �ÒÅÄÅÌ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ).

24.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ x

n+1

=

p

3+x

n

.

25. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁË: x

0

= 1, Á

x

n+1

= sinx

n

. îÁÊÔÉ Å£ �ÒÅÄÅÌ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÅÓÔØ).

26.

?

�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ x

0

= 1, Á x

n+1

= 
osx

n

.

27. ëÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁ ÅÄÉ-

ÎÉ�Õ ÂÏÌØÛÅ ÔÒÅÔÉ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÎÁÊÔÉ Å£ �ÒÅÄÅÌ.

28. æÕÎË�ÉÑ f Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉ-

ÑÍÉ ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ jf(y)- f(x)j 6 0;99jy- xj ÄÌÑ ×ÓÅÈ x É y. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ a �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a, f(a), f(f(a)),

f(f(f(a))), : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÞÔÏ Å£ �ÒÅÄÅÌ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f, ÔÏ ÅÓÔØ f(�) = �.

29.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

n

ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÁ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x

n+1

= f(x

n

), ÇÄÅ f | ÆÕÎË�ÉÑ, ÇÒÁÆÉË

ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÏÂÒÁÖ£Î ÎÁ ÒÉÓ. 24. ðÒÉ ËÁËÉÈ x

0

ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ É ÞÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ? (äÁÔØ

ÏÔ×ÅÔ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÒÉÓÕÎËÁ.)
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0

0

1

1

�

�

�

�

�

�

�

�

0

0

1

1

�

�

�

�

�

�

�

�

òÉÓ. 24

30. ðÅÒ×ÙÅ Ä×Á ÞÌÅÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÙ a É b, Á

ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÎÁÊÔÉ

Å£ �ÒÅÄÅÌ.

31.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, É ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ

ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ x

n+1

=x

n

ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ, É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ.

32.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÒÅËÕÒ-

ÒÅÎÔÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ x

n+1

= 1 + 1=x

n

; �ÒÉ ÜÔÏÍ x

0

= 2.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÎÁÊÔÉ Å£

�ÒÅÄÅÌ.

33.

?

ðÕÓÔØ n

0

; n

1

; n

2

; : : : | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ

n

0

; n

0

+

1

n

1

; n

0

+

1

n

1

+

1

n

2

; n

0

+

1

n

1

+

1

n

2

+

1

n

3

; : : :

ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ (ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ �Å�-

ÎÏÊ ÄÒÏÂÉ).

34. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ

Ë 1 É ×ÓÅ Å£ ÞÌÅÎÙ ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ 1. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ (x

5
n

- 1)=(x

n

- 1).

35. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

(

p

x

n

- 1)=(x

n

- 1).
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36.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ (sinx

n

- sin1)=(x

n

- 1).

37.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a

0

; a

1

,

a

2

; : : : ÔÁËÏ×Á, ÞÔÏ a

m+n

6 a

m

+ a

n

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ m;n > 0.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a

n

=n ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ.

38.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

1

; x

2

; : : : ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ a. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ y

i

=

= (x

1

+ : : :+x

i

)=i ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ a. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

39.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

�

1+

1

n

�

n

,

�

1+

1

n

�

2n

,

�

1 +

1

2n

�

n

É

�

1 +

2

n

�

n

ÓÈÏÄÑÔÓÑ. ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÉÈ �ÒÅÄÅÌÙ?

40.

?

(úÁÄÁÞÁ Ï ÂÅÓ�ÒÉÚÏÒÎÉËÁÈ É ËÁÛÅ) ðÏ ËÒÕÇÕ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ

n ÞÉÓÅÌ. úÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÅ

ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ Ä×ÕÈ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ, É ÔÁË ÄÅÌÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÞÉÓÌÁ, ÓÔÏÑÝÉÅ × ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ

ÔÏÞËÅ ËÒÕÇÁ × �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ×ÒÅÍÅÎÉ. íÏÖÎÏ ÌÉ

ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

41.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁ ÇÒÁÎÑÈ ËÕÂÁ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ. úÁ

ÏÄÉÎ ÛÁÇ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÎÁ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉ-

ÞÅÓËÏÅ ÅÇÏ ÞÅÔÙÒ£È ÓÏÓÅÄÅÊ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÎÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅÊ ÞÉÓÅÌ

ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ?

42.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1

10

+ 2

10

+ : : :+

+ n

10

)=n

11

.

òÑÄÙ

óÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÒÑÄÁ x

1

+ x

2

+ : : : + x

n

+ : : : Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÓÕÍÍ s

n

= x

1

+ : : : + x

n

.

åÓÌÉ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ, ÒÑÄ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ; ÅÓ-

ÌÉ ÎÅÔ | ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ.

1. ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ 1+x+x

2

+x

3

+ : : : ? ëÁËÏ×Á

ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ?

2.

?

ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ 1 + 2x + 3x

2

+ 4x

3

+ : : : ?

ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ?

3.

?

ðÒÉ ËÁËÉÈ x ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ 1+x+2!x

2

+3!x

3

+4!x

4

+: : : ?

ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ?



úÁÄÁÞÉ 1998{ 1999 ÇÏÄÁ 145

4. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

P

1
n=1

1=(n(n + 1)) = 1=(1 � 2) +

+ 1=(2 � 3) + : : :

5. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

P

1
n=1

1=(n

2

+ 8n + 15).

6. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

P

1
n=1

1=(n(n + 1)(n + 2)).

7. õËÁÚÁÔØ N, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÍÍÁ �ÅÒ×ÙÈ N ÞÌÅÎÏ× ÒÑÄÁ

P

1
n=1

1=n

2

ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÅÇÏ ÓÕÍÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1=1000.

8. òÑÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×, ÎÏ ÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ, ÂÏÌØ-

ÛÁÑ 10.

9. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1-1=2+1=3-1=4+1=5-1=6+: : :

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. (Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

�ÒÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÚÎÁËÏ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× Ó ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ �Ï ÍÏ-

ÄÕÌÀ ÞÌÅÎÁÍÉ.

10. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ 1=1

5

-1=2

5

+1=3

5

-: : : Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ 1%.

11. íÏÖÅÔ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÔÁÔØ ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ, ÅÓÌÉ

ÅÇÏ ÞÌÅÎÙ ÓÇÒÕ��ÉÒÏ×ÁÔØ (ÓÌÏÖÉÔØ) �Ï Ä×Á? íÏÖÅÔ ÌÉ ÒÁÓÈÏ-

ÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÔÁÔØ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ?

12. óÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÞÌÅÎÏ× ÏÎ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ

ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ É ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë

ÎÕÌÀ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

14. òÑÄ a

1

+a

2

+ : : : ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ×,

�ÒÉÞ£Í a

1

> a

2

> a

3

> : : : . äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÉÌÉ

ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÒÑÄÏÍ a

1

+2a

2

+4a

4

+8a

8

+ : : :

15. ðÒÉ ËÁËÉÈ s > 0 ÒÑÄ 1=1

s

+1=2

s

+1=3

s

+ : : : ÓÈÏÄÉÔ-

ÓÑ? (åÇÏ ÓÕÍÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÏ �(s) É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÚÅ-

ÔÁ-ÆÕÎË�ÉÅÊ òÉÍÁÎÁ.)

16. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ

P

(1=n logn)?

17. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ

P

(1=n log

2

n)?

18.

?

óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ ÒÑÄ

P

(1=n logn log logn)?

19. òÑÄ x

1

+ x

2

+ : : : ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ,

ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÉÚ ÍÏÄÕÌÅÊ jx

1

j+ jx

2

j+ jx

3

j+ : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

20. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ, ÎÏ ÎÅ

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ.
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21.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ É ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÅ ÞÌÅÎÏ×

ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÇÏ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÒÑÄÁ ÏÎ ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ-

ÝÉÍÓÑ É ÓÕÍÍÁ ÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

22.

?

÷ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÒÑÄÏ×

(a

1

+ a

2

+ : : : )(b

1

+ b

2

+ : : : )

ÒÁÓËÒÙÌÉ ÓËÏÂËÉ (ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉ× �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × ËÁ-

ËÏÍ-ÔÏ �ÏÒÑÄËÅ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑ-

ÝÉÊÓÑ ÒÑÄ É ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁ×ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÓÕÍÍ ÉÓ-

ÈÏÄÎÙÈ ÒÑÄÏ×.

23.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÏ ÎÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ,

ÔÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÅÇÏ ÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÒÑÄ Ó ÌÀÂÏÊ

ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ�ÅÒ£Ä ÓÕÍÍÏÊ.

24. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1+x+x

2

=2!+x

3

=3!+: : : ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ

ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ x.

25.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÕÍÍÕ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÞÅÒÅÚ

exp(x). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ exp(x+ y) = exp(x) exp(y) �ÒÉ ×ÓÅÈ x

É y.

26.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ exp(1) = lim

n!1

(1+ 1=n)

n

. (üÔÏ ÞÉ-

ÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏ× É ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ e.)

27.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ exp(x) = e

x

(Á) ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ

�ÅÌÙÈ x; (Â) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ x; (×) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙÈ x.

28.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ exp ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, Ô. Å. exp(x) <

< exp(y) �ÒÉ x < y (ÞÉÓÌÁ x É y ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-

ÎÙÍÉ).

29.

?

(Á) ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ÉÚ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

ëÁËÉÅ ÒÑÄÙ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚ×ÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ? äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ. (Â) ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ exp(z) ÄÌÑ ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÏÇÏ z É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ exp(z) �ÒÉ ÞÉÓÔÏ ÍÎÉÍÏÍ z ÌÅÖÉÔ

ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

30.

?

éÚ ÒÑÄÁ

P

1=n ×ÙÂÒÏÓÉÌÉ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ×

ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÅÓÔØ �ÉÆÒÁ 7. óÈÏÄÉÔÓÑ ÌÉ

�ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÑÄ?

31.

?

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄÙ

P

a

2
n

É

P

b

2
n

ÓÈÏÄÑÔÓÑ. óÌÅÄÕÅÔ

ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

n

b

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ?
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32.

?

(Á) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔ-

ÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

2
n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ? (Â) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

2
n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ? (×) éÚ-

×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

2
n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

4
n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ? (Ç) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ. óÌÅ-

ÄÕÅÔ ÌÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

a

3
n

ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

33.

?

òÑÄ

P

a

n

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× É ÒÁÓÈÏ-

ÄÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

b

n

, ÇÄÅ b

n

= a

n

=(a

1

+ : : :+a

n

),

ÔÁËÖÅ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

34.

?

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ

P

(sinnx)=n ÓÈÏÄÉÔÓÑ �ÒÉ ÌÀ-

ÂÏÍ x. (Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ z ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÒÑÄ

P

z

n

=n?

(ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÜÔÉ ×Ï�ÒÏÓÙ?)

îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ

æÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ × ÂÌÉÚËÉÈ Ë a ÔÏÞËÁÈ

ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÂÌÉÚËÉÅ Ë f(a) ÚÎÁÞÅÎÉÑ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ,

ÆÕÎË�ÉÑ f : M ! R, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å

M � R, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a 2M, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ Æ > 0 Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ×Ï ×ÓÑËÏÊ ÔÏÞËÅ x 2M, ÏÔ-

ÓÔÏÑÝÅÊ ÏÔ a ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Æ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ f(a)

ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ":

(8" > 0)(9Æ > 0)(8x 2M)[(jx- aj < Æ) jf(x) - f(a)j < "℄:

1. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ É ÕËÁÚÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ ÏÔÙÓËÉ×ÁÔØ Æ

�Ï ", ÅÓÌÉ: (Á) f(x) = 1 É a = 2; (Â) f(x) = x É a = 2;

(×) f(x) = x

2

É a = 2; (Ç) f(x) = 1=x É a = 2; (Ä) f(x) =

p

x

É a = 2; (Å) f(x) =

p

x É a = 0; (Ö) f(x) = sinx É a = 1.

2. úÁËÏÎÞÉÔØ ÆÒÁÚÕ, ÎÅ Õ�ÏÔÒÅÂÌÑÑ ÓÌÏ×Á �ÎÅ�: �ÆÕÎË�ÉÑ f

ÒÁÚÒÙ×ÎÁ (ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ) × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ : : : �

3.

?

ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÅÌÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ:M = Z. ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÓÏÇÌÁÓÎÏ

�ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÍÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ?

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ: ÆÕÎË�ÉÑ f : M ! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×

ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x

0

; x

1

; : : : ÔÏ-

ÞÅË M, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë a, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(x

0

); f(x

1

); : : :

ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë f(a).
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5. (Á) ÷ ËÁËÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ äÉÒÉÈÌÅ, ÒÁ×-

ÎÁÑ 1 × ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É 0 × ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ? (Â) �ÏÔ

ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ òÉÍÁÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ 0 × ÉÒÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁ×ÎÁ 1=q × ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ p=q (ÅÓÌÉ

ÄÒÏÂØ p=q ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÁ).

6. ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑ-

ÍÏÊ É (Á) ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ × �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ; (Â) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ × �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ × ÏÓÔÁÌØ-

ÎÙÈ.

7.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ, ÒÁÚ-

ÒÙ×ÎÕÀ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÕÀ ×Ï

×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ.

8.

?

íÏÖÅÔ ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÒÑÍÏÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ?

9.

?

íÏÖÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÔØ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ É ÒÁÚÒÙ×ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ?

10. ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ f É g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M É

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ × ÔÏÞËÅ a 2M. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ,

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ (ÅÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ ×

ÔÏÞËÅ a) ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ.

11. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X � R, �ÒÉÎÉÍÁ-

ÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y � R É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a 2 X.

æÕÎË�ÉÑ g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Y É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ

b = f(a). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ g Æ f, ÔÏ ÅÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ

x 7! g Æ f(x) = g(f(x)), ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a.

12. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ

p

sinx- (2 + tg x)=((2 - tg x)

2

)

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ Ó×ÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ?

13.æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ. ðÏÞÅÍÕ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ

ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÌÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ?

14. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ:

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ m 2 [a; b℄, ÞÔÏ f(x) 6 f(m) ÄÌÑ ×ÓÅÈ

x 2 [a; b℄.

15.

?

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 14 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÁË ÓÌÅÄ-

ÓÔ×ÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 13, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÆÕÎË�ÉÀ 1=(f-sup f). ðÒÏ×ÅÓÔÉ
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ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ.

16.

?

îÁÚÏ×£Í ÆÕÎË�ÉÀ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ

ÔÏÞËÉ a, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a, ÎÁ ËÏÔÏ-

ÒÏÍ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. (Á) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£Î-

ÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ É ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ.

(Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÌÏËÁÌØÎÏ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ ÏÔ-

ÒÅÚËÁ) ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ×Ó£Í ÏÔÒÅÚËÅ.

17. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ × ÅÇÏ

ËÏÎ�ÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁËÏ×. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ËÏ-

ÒÅÎØ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÒÅÎØ ÌÀÂÏÊ �ÅÌÏÊ �ÏÌÏ-

ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏ-

ÒÅÎØ.

20.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ax

2

+bx+
, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ a+b+
 > 0 É a-b+
 < 0, ÉÍÅÅÔ (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ)

ËÏÒÅÎØ.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚ-

ËÁ × ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.

23.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÅ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-

ÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ (× ÏÂÅ

ÓÔÏÒÏÎÙ).

24.

?

(Á) äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ,

Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÅÎ. (×) äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÇÄÅ ÅÇÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÁÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. (Ç) äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ

(ÏÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ).

25. ëÁË ÎÁÄÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÕÎË�ÉÀ sinx=x �ÒÉ x = 0,

ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ ÓÔÁÌÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ×ÓÀÄÕ?
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26.

?

æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0,

ÞÔÏ ÏÂÒÁÚÙ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË M, ÏÔÓÔÏÑÝÉÈ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Æ,

ÏÔÓÔÏÑÔ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ". (Á) úÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÉÍ×Ï-

ÌÉÞÅÓËÉ. (Â) ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Å M ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M.

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ. (×) âÕÄÅÔ ÌÉ

ÆÕÎË�ÉÑ x 7! x

2

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ? (Ç) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ

ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ x 7!

p

x (Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÅÏÔÒÉ�Á-

ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). (Ä) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! sin(x

2

).

(Å) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ

ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.

27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ É ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ

ÔÏÞËÁÈ, ÔÏ ÏÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ×ÓÀÄÕ.

28.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ,

�ÒÉ ÜÔÏÍ f(x + y) = f(x) + f(y). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ

ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

29. ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ x 7! a

x

(�ÒÉ ÌÀÂÏÍ a > 0)

ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ: a

0

= 1, a

1

= a, a

x+y

= a

x

�a

y

.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉ a > 1 ÏÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÒÉ a = 1

�ÏÓÔÏÑÎÎÁ, Á �ÒÉ a < 1 ÕÂÙ×ÁÅÔ. óÞÉÔÁÑ ÜÔÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÉÚ-

×ÅÓÔÎÙÍÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ

(Á) × ÔÏÞËÅ 0; (Â) ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ �ÒÑÍÏÊ.

30.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ. (Â) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÉÛØ ÜÔÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, ÄÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ 6

x

= 2

x

3

x

�ÒÉ ×ÓÅÈ x.

31.

?

äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎË-

�ÉÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÄÉÁÍÅÔÒÁÌØÎÏ �ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÅ ÔÏÞ-

ËÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÒÁ×ÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

32. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ

×ÅÒÔÉËÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ (ÒÁ×ÎÙÅ �Ï �ÌÏ-

ÝÁÄÉ) ÞÁÓÔÉ.

33.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎÏ Ä×Á ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ (×ÏÚ-

ÍÏÖÎÏ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÒÑÍÁÑ, ËÏ-
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ÔÏÒÁÑ ÄÅÌÉÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ Ä×Å ÒÁ×ÎÏ×ÅÌÉËÉÅ ÞÁÓÔÉ.

34.

?

äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ

ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

35.

?

æÕÎË�ÉÑ f : R ! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ f(f(x)) = x ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x) = x ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ.

36.

?

ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù-

�ÕËÌÏÊ ×ÎÉÚ, ÅÓÌÉ ÈÏÒÄÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÁÑ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÇÒÁ-

ÆÉËÁ, ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÇÒÁÆÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ

×ÎÉÚ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.

37.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ

ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ f((x+ y)=2) 6 (f(x) + f(y))=2, ÔÏ

ÏÎÁ ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ.

ðÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎË�ÉÊ

ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅM � R É �ÒÉ-

ÎÉÍÁÅÔ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ a | ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ (�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ M ÉÌÉ ÎÅÔ). çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f(x) ÉÍÅÅÔ

�ÒÅÄÅÌA �ÒÉ x, ÓÔÒÅÍÑÝÅÍÓÑ Ë a, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ËÏÔÏÒÏÊ (ËÒÏÍÅ,

ÂÙÔØ ÍÏÖÅÔ, ÓÁÍÏÊ ÔÏÞËÉ a) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ

ÏÔ A ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ ":

(8" > 0)(9Æ > 0)(8x 2M)[(x 6=a É jx-aj<Æ)) jf(x)-Aj<"℄:

úÁ�ÉÓØ: A = lim

x!a

f(x).

1. úÁËÏÎÞÉÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ: ÆÕÎË�ÉÑ f : M! R ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÁ × ÔÏÞËÅ a 2M ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÒÅÄÅÌ : : :

2.

?

îÁ�ÒÏÔÉ×, ÍÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÒÅÄÅÌ ÞÅÒÅÚ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ: ÆÕÎË�ÉÑ f : M ! R ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ A × ÔÏÞ-

ËÅ a, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ × ÔÏÞËÅ : : : (ÚÁËÏÎÞÉÔØ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ).

3. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÁM, ÅÓÌÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë a ÉÍÅÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á M, ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÒÅ-

152 úÁÄÁÞÉ 1998{ 1999 ÇÏÄÁ

ÄÅÌ lim

x!a

f(x) Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ): Ä×Á

ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÅÌÁÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ.

4. úÁËÏÎÞÉÔØ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ (É ÄÏËÁÚÁÔØ): ÆÕÎË�ÉÑ f : M!

! R ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ A × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÏÞÅË M, ÓÈÏÄÑÝÅÊÓÑ Ë a; : : :

5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï �ÒÅÄÅÌÅ

ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ.

6.

?

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ lim

x!a

f(x) = b É lim

y!b

g(y) = 
.

ðÏÞÅÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ

lim

x!a

g(f(x)) = 
? (óÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ f É g | ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÙÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ.)

7. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (sinx)=x �ÒÉ x! 0.

8. : : : (sinx)=x �ÒÉ x! 2.

9.

?

: : : (1 - 
osx)=x

2

�ÒÉ x! 0.

10.

?

: : : (sinx- tg x)=x

3

�ÒÉ x! 0.

11.

?

: : : (ar
sinx)=x �ÒÉ x! 0.

12. : : : (x

10

- a

10

)=(x- a) �ÒÉ x! a.

13. : : : ((2 + 3x)

10

- 2

10

)=x �ÒÉ x! 0.

14. : : : (

p

x -

p

a)=(x - a) �ÒÉ x! a.

15. : : : (

3

p

x-

3

p

a)=(x- a) �ÒÉ x! a.

16.

?

: : : (sinx- sina)=(x- a) �ÒÉ x! a.

17.

?

: : : sin 3x= sin5x �ÒÉ x! 0.

18. äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ��ÒÉ x, ÓÔÒÅ-

ÍÑÝÅÍÓÑ Ë a Ó�ÒÁ×Á�. (éÎÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ x ! a + 0;

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ x ! a - 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ x ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë a ÓÌÅ-

×Á.) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ (ÎÅ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ ÉÌÉ ÎÅÕÂÙ×Á-

ÀÝÁÑ) ÆÕÎË�ÉÑ ×ÓÅÇÄÁ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌÙ Ó�ÒÁ×Á É ÓÌÅ×Á. ÷ ËÁËÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉ �ÒÅÄÅÌÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ?

19.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ

×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×ÅÚÄÅ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÏÞÅË.

20. äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ f(x) �ÒÉ x ! +1. îÁÊÔÉ

�ÒÅÄÅÌ lim

x!+1

x

100

=2

x

.

21.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ lim

x!+1

(1+1=x)

x

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ

ÞÉÓÌÕ e (�ÒÅÄÅÌÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1 + 1=n)

n

).

22. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ

p

x

2

+ x- x �ÒÉ x! +1.

23. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ sinx=x �ÒÉ x! +1.
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24.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (log

2

x)=x �ÒÉ x! +1.

25.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 + x=3)

1=x

�ÒÉ x! 0.

26.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ x log

2

x �ÒÉ x! 0.

27.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ

x

p

2 �ÒÉ x! +1.

28.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ

x

p

x �ÒÉ x! +1.

29.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (
osx)

1=x

2

�ÒÉ x! 0.

30.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ lim

x!+1

f(x) = 0, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,

ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(x); f(x+1); f(x+2); : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ?

31.

?

�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x > 0 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ f(x); f(2x); f(3x); : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 0.

áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ

ðÕÓÔØ f É g | Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÅ × ÏËÒÅÓÔÎÏ-

ÓÔÉ ÔÏÞËÉ a. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f(x) = O(g(x)) �ÒÉ x ! a, ÅÓÌÉ

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ 
, ÞÔÏ jf(x)j 6 
jg(x)j �ÒÉ ×ÓÅÈ x, ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÈ Ë a. (þÉÔÁÅÔÓÑ: �ÜÆ ÏÔ ÉËÓ ÅÓÔØ Ï ÂÏÌØÛÏÅ ÏÔ ÖÅ

ÏÔ ÉËÓ�.) çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ f(x) = o(g(x)), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ a, × ËÏÔÏÒÏÊ jf(x)j 6 "jg(x)j. (þÉ-

ÔÁÅÔÓÑ: �ÜÆ ÏÔ ÉËÓ ÅÓÔØ Ï ÍÁÌÏÅ ÏÔ ÖÅ ÏÔ ÉËÓ�.)

1. úÁ�ÉÓÁÔØ ÜÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: f(x)=O(g(x)),

, 9
(9Æ > 0) : : : ; f(x) = o(g(x)), : : :

óÍÙÓÌ ÜÔÉÈ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ: f(x)=O(g(x)) ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ×ÂÌÉ-

ÚÉ a ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ g(x) (�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ g(x)

ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ); f(x) = o(g(x)) ÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÂÌÉÚÉ a ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅ-

ÎÉÀ Ó g(x).

éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ f(x) = f(a) + o(1) �ÒÉ x! a.

2. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÅÒÎÙ: (Á) sinx =

= O(x) �ÒÉ x ! 0; (Â) sinx = o(x) �ÒÉ x ! 0; (×) 
osx =

= O(x) �ÒÉ x ! 0; (Ç) 
osx = O(1) �ÒÉ x ! 0; (Ä) 
osx =

= 1+o(x) �ÒÉ x! 0; (Å) sinx = O(x) �ÒÉ x! 1; (Ö) sinx =

= o(x) �ÒÉ x ! 1; (Ú) sinx = o(x) �ÒÉ x ! +1; (É) x

2

=

= O(2

x

) �ÒÉ x! +1. (Ë) 1=x = O(sinx) �ÒÉ x! +1.
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3.

?

çÒÁÖÄÁÎÉÎ �ÏÛ£Ì × ÓÂÅÒËÁÓÓÕ �ÌÁÔÉÔØ ÚÁ Ë×ÁÒÔÉÒÕ, ÎÏ

×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÌ ÄÅÎØÇÉ ÎÁ ÓÞ£Ô Ó 5% ÇÏÄÏ×ÙÈ. íÏÖÎÏ

ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏÌÇ (×ËÌÀÞÁÑ �ÅÎÀ × 1% ÉÓÈÏÄÎÏÊ

ÓÕÍÍÙ ÚÁ ËÁÖÄÙÊ ÄÅÎØ �ÒÏÓÒÏÞËÉ) ÂÕÄÅÔ Ï-ÍÁÌÙÍ ÏÔ ÓÕÍÍÙ

ÎÁ ÓÞ£ÔÅ �ÒÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÉ ×ÒÅÍÅÎÉ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ?

4.

?

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ f(x) = o(h(x)) �ÒÉ x! a,

ÅÓÌÉ (Á) f(x) = o(g(x)) É g(x) = o(h(x)) �ÒÉ x ! a;

(Â) f(x) = O(g(x)) É g(x) = O(h(x)) �ÒÉ x ! a; (×) f(x) =

= o(g(x)) É g(x) = O(h(x)) �ÒÉ x ! a; (Ç) f(x) = O(g(x))

É g(x) = o(h(x)) �ÒÉ x! a?

5. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = O(x

4

) É g(x) = o(x

3

) �ÒÉ x! 0.

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ f(x) + g(x), f(x)g(x) É f(g(x))?

6.

?

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ f(x) = O(x

4

) É g(x) = O(1) �ÒÉ x! 0.

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ f(g(x)) É g(f(x))?

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ 1=(1 + x) = 1 - x +O(x

2

) �ÒÉ x! 0.

8. : : : 1=(1 + x) = 1 - x+ x

2

- x

3

+O(x

4

) �ÒÉ x! 0.

9. : : :

p

1 + x = 1+ x=2+O(x

2

).

10. îÁÊÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ

p

9 + x.

11. îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = 1=(1- 2x+ x

2

) �Ï

ÓÔÅ�ÅÎÑÍ x �ÒÉ x ! 0 ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÞÌÅÎÏ× ÞÅÔ×£ÒÔÏÇÏ �ÏÒÑÄ-

ËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× a; b; 
; d; e, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ

1

1 - 2x + x

2

= a+ bx+ 
x

2

+ dx

3

+ ex

4

+ o(x

4

)

�ÒÉ x! 0.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ x ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ:

ÅÓÌÉ

f(x) = a

0

+ a

1

x+ : : :+ a

k

x

k

+ o(x

k

) =

= b

0

+ b

1

x+ : : :+ b

k

x

k

+ o(x

k

)

�ÒÉ x! 0, ÔÏ a

i

= b

i

�ÒÉ ×ÓÅÈ i = 0; : : : ; k

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

p

x+ 1 -

p

x = 1=(2

p

x) + o(1=x) �ÒÉ

x! +1.

14. : : : sinx = x+ o(x) �ÒÉ x! 0.
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15. : : : sinx- tg x = O(x

3

) �ÒÉ x! 0.

16. : : : sinx = x+O(x

3

) �ÒÉ x! 0.

17. : : : 
osx = 1- x

2

=2+O(x

4

) �ÒÉ x! 0.

18. : : : 
tg x = 1=x+ o(1) �ÒÉ x! 0

19. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÄÕÇÉ ÄÌÉÎÏÊ x

ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÓÔÑÇÉ×ÁÀÝÅÊ Å£ ÈÏÒÄÙ ÅÓÔØ O(x

2

)

�ÒÉ x! 0.

20.

?

ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

p

1+ x = 1+x=2+ax

2

+

+O(x

3

) (�ÒÉ x! 0) ×ÅÒÎÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ a, ÎÁÊÔÉ

ÚÎÁÞÅÎÉÅ a.

21.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÜÔÏÍ a ÆÏÒÍÕÌÁ

ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ ×ÅÒÎÁ.

22.

?

õËÁÚÁÔØ a É b, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÏÒÍÕÌÁ

p

1 + x = 1 +

+ x=2 + ax

2

+ bx

3

+O(x

4

) ×ÅÒÎÁ (�ÒÉ x! 0).

23.

?

òÁÚÌÏÖÉÔØ sinx × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ �=3 �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ

(x - �=3) ×�ÌÏÔØ ÄÏ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ

sin(�=3+ x) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ x Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ o(x

4

)).

24.

?

õËÁÚÁÔØ a, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

3

p

1+ x = 1 + ax+O(x

2

).

÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞÁÈ �ÏÌÅÚÎÙ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (�ÒÉ x! 0)

sinx = x-x

3

=3!+x

5

=5!-: : : É 
osx = 1-x

2

=2!+x

4

=4!-: : :

(ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÒ×ÁÔØ × ÌÀÂÏÍ ÍÅÓÔÅ); ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ

ÄÁÌØÛÅ, ÉÈ ÌÅÇËÏ �ÏÌÕÞÉÔØ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ �ÅÊÌÏÒÁ ÉÌÉ ÉÚ ÒÑÄÁ

e

ix

= 
osx+ i sinx.

25.

?

îÁÊÔÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ×�ÌÏÔØ ÄÏ x

4

ÄÌÑ tg x= sinx= 
osx.

26.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÄÌÑ sin(sinx) ×�ÌÏÔØ ÄÏ x

4

.

27.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÄÌÑ ar
sinx ×�ÌÏÔØ ÄÏ x

4

. (íÏÖÎÏ

�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ | ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ

ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ ÉÚ ÏÂÝÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.)

28.

?

òÁÚÌÏÖÉÔØ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ x (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ o(x

2

)) (Á) ÒÁÓ-

ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ (0; 2) ÄÏ ÔÏÞËÉ (0; x); (Â) ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞ-

ËÉ (-1; 1) ÄÏ ÔÏÞËÉ (0; x); (×) ÄÌÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ (-1; 1) { (0; x) {

{ (2; 2); (Ç) ÄÌÉÎÕ ÌÏÍÁÎÏÊ (-1; 1) { (0; x) { (1; 2). ëÁË ÏÂßÑÓ-

ÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ × ÏÄÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ,

Á × ÄÒÕÇÉÈ | ÎÅÔ?
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29.

?

�ÒÅÕÇÏÌØÎÉË ÉÍÅÅÔ ÓÔÏÒÏÎÙ a; b; 
. ïÄÎÕ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ

ÕÄÌÉÎÉÌÉ ÎÁ x; �ÕÓÔØ S(x) | �ÌÏÝÁÄØ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ a; b; 
+ x. òÁÚÌÏÖÉÔØ S(x) �Ï ÓÔÅ�Å-

ÎÑÍ x Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ o(x). ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ x

ÒÁ×ÅÎ 0?

30.

?

ðÕÓÔØ X | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÉÇÕÒÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ X (ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔ-

ÓÔÏÑÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ " ÏÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X). òÁÚ-

ÌÏÖÉÔØ �ÌÏÝÁÄØ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ " ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞ-

ÎÙÈ ÆÉÇÕÒ, × ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ËÒÕÇÁ, ÏÔÒÅÚËÁ, ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, Ë×ÁÄÒÁÔÁ,

ËÒÕÇÁ Ó ËÒÕÇÌÏÊ ÄÙÒËÏÊ, ËÒÕÇÁ Ó Ä×ÕÍÑ ËÒÕÇÌÙÍÉ ÄÙÒËÁÍÉ,

ÕÞÁÓÔËÁ ÇÌÁÄËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ É ÄÒ. ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÏÞÎÙ �ÒÉ ÍÁÌÙÈ "?

31.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a É b ×ÅÒÎÁ ÆÏÒÍÕ-

ÌÁ 1 + 1=2

2

+ 1=3

2

+ : : : + 1=n

2

= a + b=n + O(1=n

2

) É

ÎÁÊÔÉ b. (îÁÊÔÉ a ÇÏÒÁÚÄÏ ÓÌÏÖÎÅÅ | ËÁË ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ, ÏÎÏ

ÒÁ×ÎÏ �

2

=6.)

32.

?

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x

0

; x

1

; x

2

; : : : Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÓÏÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÅÍ x

n+1

= sinx

n

; �ÒÉ ÜÔÏÍ x

0

= 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

x

n

= O(1=

p

n).

33.

?

õÒÁ×ÎÅÎÉÅ tg x = x ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅ-

ÎÉÊ; �ÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ × �ÏÒÑÄËÅ

×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ: x

0

= 0; x

1

; x

2

; : : : �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒ-

ÍÕÌÕ x

n

= n� + a + b=n + 
=n

2

+ d=n

3

+ o(1=n

3

). îÁÊÔÉ

a; b; 
; d.

34.

?

(Á) �ÒÉ ÁÎÁÌÉÚÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ×ÒÅÍÑ

ÅÇÏ ÒÁÂÏÔÙ T(n) ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ n (Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ÄÌÑ �Å-

ÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ n) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ T(n) =

= T([n=2℄)+ T([n=3℄)+O(n) (Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁ-

ÀÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T(n) = O(n). (Â) þÔÏ ÍÏÖÎÏ

ÓËÁÚÁÔØ Ï T(n), ÅÓÌÉ T(n) = 2T([n=2℄) +O(n)?

35.

?

÷ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ (1; 1) ËÒÉ×ÁÑ x

5

+x+y

5

+y = 4

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x); �ÒÉ ÜÔÏÍ

f(1+h) = 1+ah+bh

2

+o(h) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a É b. óÞÉÔÁÑ

ÜÔÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍ, ÎÁÊÔÉ a É b.

36.

?

ðÒÉ ËÁËÏÍ n �ÒÅÄÅÌ (sin tg(x) - tg sin(x))=x

n

�ÒÉ

x! 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 0?
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37.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ

sin tg x- tg sinx

ar
sin ar
tg x- ar
tg ar
sinx

�ÒÉ x! 0.

ðÒÅÄÅÌÙ Ó ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ a > 0 ÆÕÎË�ÉÑ x 7! a

x

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅ-

ÒÙ×ÎÁ �ÒÉ ×ÓÅÈ x; �ÒÉ ÜÔÏÍ a

x+y

= a

x

a

y

É a

0

= 1. ðÒÉ

a > 1 ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ, �ÒÉ a < 1 | ÕÂÙ×ÁÅÔ (�ÒÉ

a = 1 ÏÎÁ �ÏÓÔÏÑÎÎÁ).

þÉÓÌÏ e Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (1+

+ 1=n)

n

; ÚÎÁÞÅÎÉÅ e

x

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ exp x. ïÂÒÁÔÎÁÑ Ë

x 7! a

x

ÆÕÎË�ÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ log

a

x (ÌÏÇÁÒÉÆÍ �Ï ÏÓÎÏ×Á-

ÎÉÀ a); ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ) �ÒÉ a > 0 É a 6= 1.

ìÏÇÁÒÉÆÍ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ e ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ É ÏÂÏÚÎÁ-

ÞÁÅÔÓÑ ln.

1.

?

ðÏËÁÚÁÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x 7! a

x

ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ

ÔÁË: ÓÎÁÞÁÌÁ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ Å£ ÄÌÑ �ÅÌÙÈ x, ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ (a

m=n

=

n

p

a

m

), Á ÚÁÔÅÍ (�Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÉÌÉ

�Ï ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ x. ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÏ

�ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

ÕËÁÚÁÎÎÙÅ × ÎÁÞÁÌÅ ÌÉÓÔËÁ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ (1+ 1=x)

x

�ÒÉ x! +1 ÒÁ×ÅÎ e.

3. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 + x)

1=x

�ÒÉ x! 0.

4. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 + 2x)

1=x

�ÒÉ x! 0.

5. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 - x)

1=x

�ÒÉ x! 0.

6. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 + x

2

)

1=x

�ÒÉ x! 0.

7. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 + x)

1=x

2

�ÒÉ x! 0.

8.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1 + sinx)

1=x

�ÒÉ x! 0.

9.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (
osx)

1=x

2

�ÒÉ x! 0.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim

x!0

ln(1 + x)

x

= 1

(ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ln(1 + x) = x+ o(x) �ÒÉ x! 0).
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11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lim

y!0

e

y

- 1

y

= 1

(ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, e

y

= 1 + y + o(y) �ÒÉ y! 0).

12.

?

ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ e

x

= 1+x+ax

2

+o(x

2

) �ÒÉ x! 0,

ÎÁÊÔÉ a. (õËÁÚÁÎÉÅ: e

2x

= e

x

e

x

.)

13.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ x! 0

exp x = 1 + x+ x

2

=2 + : : :+ x

n

=n! +O(x

n+1

)

(exp x Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 1 + x + x

2

=2 + : : : +

+ x

n

=n! + : : : ).

14.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ln(1 + x) = ax + bx

2

+

+ o(x

2

), ÎÁÊÔÉ a É b.

15. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (2

x

- 1)=x �ÒÉ x! 0.

16. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ log

2

(1 + x)=x �ÒÉ x! 0.

17. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (exp(a+ h) - exp(a))=h �ÒÉ h! 0 (É

�ÏÓÔÏÑÎÎÏÍ a).

18. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (ln(a + h) - ln(a))=h �ÒÉ h ! 0 (É

�ÏÓÔÏÑÎÎÏÍ a).

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ a

n

! a, b

n

! b É a > 0, ÔÏ

a

b

n

n

! a

b

. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÌÏÇÁÒÉÆÍ É ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ.)

20. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ a

x

=x

n

�ÒÉ x! +1 (ÇÄÅ a > 1, n > 0).

21. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ x lnx �ÒÉ x! 0.

22.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ 
 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

1 +

1
2

+ : : :+

1

n

= lnn + 
+ o(1):

23.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1 +

1
2

+ : : :+

1

n

= lnn+ 
+

a

n

+O(1=n

2

)

ÄÌÑ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ a É ÎÁÊÔÉ ÜÔÏ a.

24.

?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n!1 ÓÕÍÍÙ

1

n+ 1

+

1

n+ 2

+ : : : +

1

2n

:
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25.

?

îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ

1 -

1
2

+

1
3

-

1
4

+ : : :

26.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(n!) = n lnn+ o(n lnn).

27.

?

äÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ: ln(n!)=n lnn+O(n).

28.

?

äÏËÁÚÁÔØ ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ: ln(n!) = n lnn-

- n +O(lnn).

29.

?

äÏËÁÚÁÔØ ÅÝ£ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ: ln(n!) = n lnn-

- n + (1=2) lnn + 
 + o(1). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

n! = (n=e)

n

p

Cn(1 + o(1)):

íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ C = 2� (ÆÏÒÍÕÌÁ óÔÉÒÌÉÎÇÁ), Á ÉÄÑ

ÄÁÌØÛÅ, ÒÁÚÌÏÖÉÔØ o(1) �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍ 1=n.

30.

?

þÉÓÌÁ a

1

; a

2

; : : : �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ É ÍÅÎØÛÅ 1. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ: (1) ÒÑÄ a

1

+

+a

2

+: : : ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ; (2) �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (1+a

1

)�(1+a

2

)�: : :�

� (1 + a

n

) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ n!1; (3) �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (1 - a

1

)(1 - a

2

) : : : (1 - a

n

) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ

�ÒÉ n!1.

31.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÇÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ

ÒÑÄ

P

(1=i) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

32.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ 1=2+ 1=3+ 1=5+

+ 1=7 + : : : (ÏÂÒÁÔÎÙÅ Ë �ÒÏÓÔÙÍ ÞÉÓÌÁÍ) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌ ÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÑ (f(x) - f(a))=(x- a) �ÒÉ x ! a. åÓÌÉ ÏÎ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×ÕÅÔ, ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ × ÔÏÞËÅ a.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ a ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ f

0

(a).

1. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ (× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÔÏÞËÅ a) ÆÕÎË�ÉÊ:

(Á) x 7! 2x; (Â) x 7! x

2

; (×) x 7! 1=x; (Ç) x 7!

p

x; (Ä) x 7! x

n

ÄÌÑ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ n; (Å) x 7! x

n

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ �ÅÌÙÈ n;

(Ö) x 7! sinx; (Ú) x 7! 
osx; (É) x 7! e

x

; (Ë) x 7! lnx.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ A × ÔÏÞ-

ËÅ a ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f(a+h) = f(a)+Ah+o(h)

�ÒÉ h! 0.
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3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ × ÔÏÞËÅ a

ÆÕÎË�ÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ × a, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ f

0

(a) ÍÏÖÎÏ �ÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ, ÅÓ-

ÌÉ ÔÏÞËÁ a �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f É

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅ£ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ. ïÄÎÁËÏ ÏÂÙÞÎÏ �ÒÅÄ�Ï-

ÌÁÇÁÀÔ, ÞÔÏ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a

(ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ a).

4. äÏËÁÚÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÕÍÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ

É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ: (Á) (f + g)

0

(a) = f

0

(a) + g

0

(a);

(Â) (fg)

0

(a) = f

0

(a)g(a) + f(a)g

0

(a). (õÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ

ÚÁÄÁÞÕ 2.)

5. (ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�-

ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × a;

�ÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ b = f(a) É

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × b. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÑ h(x) = g(f(x)) Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ a É

h

0

(a) = g

0

(f(a))f

0

(a). (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ 2.)

6. (Á) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ a, �ÒÉÞ£Í f(a) 6= 0. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! 1=f(x). (íÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.) (Â) îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔÎÏÇÏ x 7!

7! g(x)=f(x) × ÔÏÞËÅ a, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f É g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ×

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ a É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ × a, �ÒÉÞ£Í f(a) 6= 0.

7. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ: (Á) x 7! (x+ 1)

4

= x

4

+

+ 4x

3

+ 6x

2

+ 4x + 1; (Â) x 7! sin 2x = 2 sinx 
osx (Ä×ÕÍÑ

Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ); (×) x 7! tg x; (Ç) x 7! sin(sinx)); (Ä) x 7! a

x

(ÄÌÑ

ÌÀÂÏÇÏ a > 0); (Å) x 7! log

a

x (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ a > 0, ËÒÏÍÅ 1);

(Ö) x 7! exp(2 ln x); (Ú) x 7! x

�

(� | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ;

ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ x > 0); (É) x 7! x

x

(x > 0).

8. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ É ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ

ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ a ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ É f

0

(a) 6= 0, ÔÏ ÏÂÒÁÔÎÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ g ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ f(a), É ÎÁÊÔÉ g

0

(f(a)).

9.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï g

0

(f(a)), ÅÓÌÉ

f

0

(a) = 0?

10. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) x 7! ar
sinx; (Â) x 7!

7! ar

osx; (×) x 7! ar
tg x.
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11.

?

îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! ar
sin(
os x).

12. ÷ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÁÑ Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f

0

: x 7!

7! f

0

(x). îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ �ÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÑ h(x) = f(x)g(x), ÔÏ ÅÓÔØ ×ÙÒÁÚÉÔØ h

00

(a) ÞÅÒÅÚ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ f É g É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ × ÔÏÞËÅ a.

13.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁ�ÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ

h

(5)

(a) (�ÑÔÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ).

14.

?

îÁÊÔÉ ×ÔÏÒÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ h(x) = f(g(x))

(ÓÞÉÔÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ f É g É ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄ-

ÎÙÈ).

15.

?

îÁÊÔÉ ×ÔÏÒÕÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÓÞÉ-

ÔÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÁÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, Á ÔÁËÖÅ Å£ �ÅÒ×ÏÊ

É ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ.

16.

?

õËÁÚÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÆÕÎË�ÉÀ f, ÎÅ ÒÁ×ÎÕÀ ÎÕÌÀ ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ (Á) f

0

(x) = (x + 3)

2

; (Â) f

0

(x) =

= (5x + 3)

2

; (×) f

0

(x) = f(x); (Ç) f

0

(x) = -f(x); (Ä) f

00

(x) =

= -f(x).

17. þÔÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ n ÒÁÚ �ÒÏÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ

(�ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÔØ� ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ�) ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n?

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-

×Á ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ:

P(a+ h) = P(a) + P

0

(a)h+

P

00

(a)

2!

h

2

+ : : :+

P

(n)

(a)

n!

h

n

:

(õËÁÚÁÎÉÅ: P(a + h) �ÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ a ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÏÔ h.)

19. ïÂßÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ ËÁË �ÍÇÎÏ×ÅÎ-

ÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ�, ËÁË �ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÍÁÌÏÇÏ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ Ë �ÒÉÒÁÝÅÎÉÀ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ� É

ËÁË �ÔÁÎÇÅÎÓÁ ÕÇÌÁ ÎÁËÌÏÎÁ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ� (ËÏÔÏÒÁÑ × Ó×ÏÀ ÏÞÅ-

ÒÅÄØ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ��ÒÅÄÅÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÅËÕÝÅÊ�).

20. îÁÊÔÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉ�ÓÕ x

2

+ 2y

2

= 3

× ÔÏÞËÅ (1; 1).

21.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ä×Å �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ

Ë ÜÔÏÍÕ ÜÌÌÉ�ÓÕ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÅ X. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÓ-
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ÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ X ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ËÁ-

ÓÁÔÅÌØÎÙÈ (É ÒÁ×ÎÏ 3=

p

2).

22.

?

(Á) ïÔÒÅÚËÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÅ

ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ, ÒÁ×ÎÙ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÈ Ë �ÁÒÁÂÏÌÅ, �ÒÏ×ÅÄ£ÎÎÙÈ

ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ. (Â) ë×ÁÄÒÁÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÅÎ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÅËÕÝÉÈ. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÁÒÁÂÏÌÙ.

23.

?

ä×Å �ÁÒÁÂÏÌÙ y = a

1

x

2

+ b

1

x + 


1

É y = a

2

x

2

+

+ b

2

x + 


2

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ × ÔÏÞËÁÈ A É B É ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ

ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, ËÁÓÁÀÝÕÀÓÑ �ÁÒÁÂÏÌ × ÔÏÞËÁÈ C É D. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ �ÒÑÍÁÑ AB ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË CD �Ï�ÏÌÁÍ.

24.

?

äÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ S(r) =

= �r

2

; �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ S

0

(r) = 2�r ÄÁ£Ô ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÄÌÉ-

ÎÙ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÏÂß£ÍÁ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ

V(r) = (4=3)�r

3

; �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ V

0

(r) = 4�r

2

ÄÁ£Ô ÆÏÒÍÕÌÕ

ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ ÓÆÅÒÙ. ïÂßÑÓÎÉÔØ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÅ Ñ×ÌÅÎÉÅ.

�ÅÏÒÅÍÙ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ

1. ðÅÛÅÈÏÄ Û£Ì 8 ÍÉÎÕÔ Ó �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÓËÏÒÏÓÔØÀ É �ÒÏÛ£Ì

ÂÏÌÅÅ 800 Í. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÒÏÍÅÖÕÔÏË

ÄÌÉÎÏÊ × ÍÉÎÕÔÕ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÛÅÈÏÄ �ÒÏÛ£Ì ÂÏÌÅÅ 100 Í?

2.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ

�ÒÏÍÅÖÕÔÏË × ÔÒÉ ÍÉÎÕÔÙ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÊ �ÅÛÅÈÏÄ �ÒÏÛ£Ì ÂÏ-

ÌÅÅ 300 Í?

3. (�ÅÏÒÅÍÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÉ) æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ I, É Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÎÅ

�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (�Ï ÍÏÄÕÌÀ) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ 
. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x É y ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï

jf(y) - f(x)j 6 
jy - xj

(�ÅÓÌÉ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 
, ÔÏ É ÓÒÅÄÎÑÑ

ÓËÏÒÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 
�).

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-

×ÁÌÅ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ (f

0

(x) = g

0

(x) ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ), ÔÏ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÕ: f(x) = g(x)+C ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ C É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x.
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5. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞ£Í jf(y) -

- f(x)j 6 (y - x)

2

�ÒÉ ×ÓÅÈ x; y. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÜÔÕ

ÆÕÎË�ÉÀ?

6.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ

�ÒÑÍÏÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ f

0

(x) = f(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

f(x) = 
e

x

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ 
 É �ÒÉ ×ÓÅÈ x.

�ÏÞËÁ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË-

�ÉÉ f, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ x, × ËÏ-

ÔÏÒÏÊ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ×ÓÅ Å£ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÑÔ f(a). åÓÌÉ ×ÓÅ ÏÎÉ (ËÒÏÍÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ × ÔÏÞËÅ a) ÓÔÒÏÇÏ

ÍÅÎØÛÅ f(a), ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ Ï ÓÔÒÏÇÏÍ ÌÏËÁÌØÎÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÅ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

8.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÌÑ ÔÏÞÅË ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÎÅ

ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÏÇÏÇÏ) ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÅÌØÚÑ: Õ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ

ÆÕÎË�ÉÉ ×ÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÔÏÞËÏÊ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ×Ï ×ÓÅÈ Å£

ÔÏÞËÁÈ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÓÞ£ÔÎÏ.

9. (ðÒÉÎ�É� æÅÒÍÁ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÔÏÞËÅ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ, ÔÏ Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ

× ÜÔÏÊ ÔÏÞËÅ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

10. (�ÅÏÒÅÍÁ òÏÌÌÑ) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), �ÒÉÞ£Í f(a) = f(b). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ

ÔÏÞËÁ 
 2 (a; b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f

0

(
) = 0.

11. (�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅ-

ÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (a; b), �ÒÉÞ£Í f(a) = f(b). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ

ÔÏÞËÁ 
 2 (a; b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f

0

(
) = (f(b) - f(a))=(b- a).

(óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÁÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ

ÓÒÅÄÎÅÊ, Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÓÅËÕÝÅÊ.)

12.

?

÷ÅÒÅÎ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÄÌÑ Ä×ÉÖÅÎÉÑ �Ï

�ÌÏÓËÏÓÔÉ? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÉÒÁÝÅ-

ÎÉÉ.

13. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÒÉÒÁÝÅÎÉÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ

ìÁÇÒÁÎÖÁ.
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14. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-

×ÁÌÅ I. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ (Ô. Å. f(x) 6

6 f(y) �ÒÉ x 6 y) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f

0

(x) > 0 ÄÌÑ

×ÓÅÈ x 2 I.

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

�ÒÏ (ÓÔÒÏÇÏ) ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÆÕÎË�ÉÉ Ó ×ÓÀÄÕ �Ï-

ÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ?

16. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f É g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÙ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, �ÒÉÞ£Í

f

0

(x) 6 g

0

(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x 2 [0; 1℄ É f(0) = g(0). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

f(1) 6 g(1).

17.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ

�ÒÑÍÏÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ jf

0

(x)j 6 jxj É f(0) = 1. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ f(10)?

18.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ

�ÒÑÍÏÊ, �ÒÉ ÜÔÏÍ jf

0

(x)j 6 jf(x)j É f(0) = 1. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ f(10)?

19. (Á) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÎÕÌÅ, �ÒÉÞ£Í f(0) = 0 É f

0

(0) = 0. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ f(x) = o(x) �ÒÉ x! 0. (Â) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ, Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-

ÍÁ × ÎÕÌÅ, �ÒÉÞ£Í f(0) = 0, f

0

(0) = 0 É f

00

(x) = 0. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ f(x) = o(x

2

) �ÒÉ x! 0. (×) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

20. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sinx =

= x- x

3

=6 + o(x

4

) �ÒÉ x! 0.

21. (æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ × ÆÏÒÍÅ ðÅ-

ÁÎÏ) åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ n - 1

ÒÁÚ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a É ÉÍÅÅÔ n-À �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ × a, ÔÏ

f(a+ h) = f(a) + f

0

(a)h+ (f

00

(a)=2!)h

2

+ : : :+

+ (f

(n)

(a)=n!)h

n

+ o(h

n

)

�ÒÉ h! 0.

22. (äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ) æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅ-

ÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I, Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÒÁ×ÎÁ 0 × ÔÏÞ-

ËÅ a 2 I, �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÓÌÅ×Á ÏÔ a É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ Ó�ÒÁ×Á
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ÏÔ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ I ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ × ÔÏÞËÅ a.

23. îÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! x lnx ÎÁ

ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (0; 1).

24.

?

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a; b > 0, a

b

= b

a

É a 6= b. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É b ÍÅÎØÛÅ e, Á ÄÒÕÇÏÅ | ÂÏÌØÛÅ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ a 2 (1; e) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ

b > e, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ a

b

= b

a

.

25. æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a,

Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × a, �ÒÉÞ£Í f

0

(a) = 0 É f

00

(a) > 0.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ

ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

26.

?

(�ÅÏÒÅÍÁ ëÏÛÉ) ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b) É

f(a) 6= f(b). �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ 
 2 (a; b), ÞÔÏ

g(b) - g(a)

f(b) - f(a)

=

g

0

(
)

f

0

(
)

(ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÒÅÄÎÉÈ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ ÒÁ×ÎÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÇÎÏ×ÅÎÎÙÈ)

ÉÌÉ f

0

(
) = g

0

(
) = 0.

27.

?

(ðÒÁ×ÉÌÏ ìÏ�ÉÔÁÌÑ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÓÔÉ ×É-

ÄÁ 0=0) æÕÎË�ÉÉ f É g Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙ ×

ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ a, �ÒÉÞ£Í f(a) = g(a) = 0.

ðÕÓÔØ g

0

(x) 6= 0 �ÒÉ x 6= a É ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ f

0

(x)=g

0

(x)

�ÒÉ x! a, ÒÁ×ÎÙÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÞÉÓÌÕ 
. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ

f(x)=g(x) �ÒÉ x! a ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ É ÒÁ×ÅÎ 
.

28. æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ

ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ I, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ 0, �ÒÉÞ£Í f(0) = f

0

(0) = 0, Á

jf

00

(x)j 6M �ÒÉ ×ÓÅÈ x 2 I. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jf(x)j 6 (M=2)x

2

.

29. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

30. (æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ) æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É n+1 ÒÁÚ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a, �ÒÉÞ£Í Å£ (n+1)-Ñ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ (×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ ÜÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-

ÄÉÔ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÞÉÓÌÁM. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ �ÒÉÂÌÉ-
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Ö£ÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ

f(a+h) � f(a)+f

0

(a)h+(f

00

(a)=2!)h

2

+: : :+(f

(n)

(a)=n!)h

n

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (M=(n+ 1)!)h

n+1

(ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ a+ h ÌÅÖÉÔ

× Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ).

31. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sinx = x - x

3

=3! +

+ x

5

=5! - : : : É 
osx = 1 - x

2

=2! + x

4

=4! - : : : �ÒÉ ×ÓÅÈ x.

32. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ �ÅÊÌÏÒÁ, ÄÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ e

x

= 1 + x+ x

2

=2! + x

3

=3! + : : : �ÒÉ ×ÓÅÈ x.

33.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(1+x) = x-x

2

=2+x

3

=3-x

4

=4+ : : :,

ÅÓÌÉ jxj < 1. (ðÒÉ x = 1 ÜÔÏ ÔÏÖÅ ×ÅÒÎÏ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ; �ÒÉ

ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.)

34.

?

(âÉÎÏÍ îØÀÔÏÎÁ Ó �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ) äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ

(1 + x)

�

= 1 + �x+

�(�- 1)

2!

x

2

+

�(�- 1)(� - 2)

3!

x

3

+ : : :

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÌÏÇÏ) �, ÅÓÌÉ jxj < 1.

35.

?

æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ n ÒÁÚ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ

É Å£ n-Ñ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ×ÓÀÄÕ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ

Ï ÆÕÎË�ÉÉ f?

36.

?

æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ; ÕÒÁ×-

ÎÅÎÉÅ f(x) = 0 ÉÍÅÅÔ k ÒÅÛÅÎÉÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

f

0

(x) = 0 ÉÍÅÅÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ k - 1 ÒÅÛÅÎÉÅ.

37.

?

(�íÁÌÏÞÌÅÎÙ�) íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÉÍÅ-

ÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 100 ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× (ÎÏ ÍÏÖÅÔ ×ËÌÀ-

ÞÁÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅÅÔ

ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1000 ËÏÒÎÅÊ.

38.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ n-Ñ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! e

-1=x

(ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÄÌÑ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x) ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌ 0 �ÒÉ

x! 0.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. äÁÎÙ Ä×Á ÒÑÄÁ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ

P

a

n

É

P

b

n

. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ (Á) ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÏÎÉ ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ É ÒÑÄ

P

min(a

n

; b

n

) ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ; (Â) ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÏÎÉ ÓÈÏÄÑÔÓÑ, ÔÏ É

ÒÑÄ

P

max(a

n

; b

n

) ÓÈÏÄÉÔÓÑ?
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2. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÒÑÄÏ× Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍÉ ÞÌÅ-

ÎÁÍÉ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÑÍÁÑ, ÄÅÌÑÝÁÑ ÅÇÏ ÎÁ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÒÁ×ÎÙÈ

�ÌÏÝÁÄÉ É �ÅÒÉÍÅÔÒÁ.

4. ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÕÄÅÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M = f1=n j n 2 Ng?

5. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ Î£Í? á ÎÁ �ÒÑÍÏÊ?

îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌÙ ÆÕÎË�ÉÊ:

6. 
os 5x= 
os7x �ÒÉ x! �=2;

7. (x+ 7)

3=2

- (x+ 5)

3=2

�ÒÉ x! +1.

8. x(
tg x) �ÒÉ x! 0.

9. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

(a

x+y

= a

x

a

y

, a

0

= 1, a

1

= a, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ, ÍÏÎÏÔÏÎ-

ÎÏÓÔØ), ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (a

x

)

y

= a

xy

�ÒÉ ×ÓÅÈ a > 0 É �ÒÉ

×ÓÅÈ x; y 2 R.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

åÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ, ÅÇÏ

ÏÂÙÞÎÏ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ × �ÏÒÑÄËÅ ÕÂÙ×ÁÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ: a

n

x

n

+

+a

n-1

x

n-1

+ : : :+a

2

x

2

+a

1

x+a

0

. þÉÓÌÁ a

n

; : : : ; a

0

ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ; �ÒÉ ÜÔÏÍ (ÅÓÌÉ a

n

6= 0)

ÞÉÓÌÏ n ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, a

n

| ÓÔÁÒÛÉÍ ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ, a

0

| Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ.

1. (Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 5, Á ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x)

ÉÍÅÅÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ

ÏÂÏÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÒÁ×ÎÙ 7.

2. (Á) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P(x) É Q(x) ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ-

�ÉÅÎÔÙ 5 É 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÓÔÁÒÛÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x) +Q(x) É P(x)Q(x)? (Â) íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P(x)

É Q(x) ÉÍÅÀÔ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ 5 É 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ

Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x) +Q(x) É P(x)Q(x)?

3. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x) É Q(x) ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï Ä×Á

(ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ) ÞÌÅÎÁ. óËÏÌØËÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×

ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ? õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ×ÁÒÉÁÎÔÙ.
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íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ P(x), Q(x)

É Ô. �. åÓÌÉ �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØ ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÞÉÓÌÏ a, ÔÏ �Ï-

ÌÕÞÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ P(a), Q(a) É Ô. �. åÓÌÉ

P(a) = 0, ÔÏ a ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P.

4.

?

(Á) þÉÓÌÏ P(0)| Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P. úÁ�É-

ÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÁ P. (Â) óÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÒÁ×ÎÁ 5, Á

ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q(x) ÒÁ×ÎÁ 7. þÔÏ ÍÏÖÎÏ

ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÓÕÍÍÕ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x) +Q(x)

É P(x)Q(x)?

5. ðÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÎÁ x-1. íÏ-

ÇÕÔ ÌÉ Õ �ÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÂÙÔØ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ?

6.

?

õ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ Þ£ÔÎÙÈ

ÓÔÅ�ÅÎÑÈ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ÒÉ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÑÈ.

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Q(x) ÔÁËÖÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. íÏÖÎÏ

ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×

P(x) + Q(x) É P(x)Q(x)? á ÅÓÌÉ �ÒÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ Q ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ?

7.

?

(Á) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ

1 É 2. (Â) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ

1, 2 É 3.

8. þÉÓÌÁ a É b ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) = x

3

+ ax

2

+

+ bx + 1 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ 2. îÁÊÔÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

x

3

+ bx

2

+ ax+ 1.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ax

2

+bx+

+ 
 = 0 �ÒÉ a 6= 0 É 
 6= 0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

x

12

=

2


-b�

p

b

2

- 4a


ðÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÉ ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a É 
 ÒÁ×ÎÏ

ÎÕÌÀ?

10.

?

(Á) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(n+ 1) -

-P(n) = n �ÒÉ ×ÓÅÈ n. ëÁË Ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ

1+ 2+ 3+ : : :+n? (Â) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

P(x + 1) - P(x) = x

2

. (×) ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÓÕÍÍÕ 1

2

+ 2

2

+ 3

2

+

+ : : : + n

2

.
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11. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P(Q(x)) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕ-

ÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ × P(x) ×ÍÅÓÔÏ x �ÏÄÓÔÁ×ÉÔØQ(x). (îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ

P(x) = x

2

, ÁQ(x) = x+1, ÔÏ P(Q(x)) = (x+1)

2

= x

2

+2x+1,

Á Q(P(x)) = x

2

+ 1. ëÁËÏ×Ù ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(Q(x)) É

Q(P(x)), ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x) É Q(x) ÒÁ×ÎÙm É n

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ?

12.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P(x) ÉQ(x) ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ,

�ÒÉÞ£Í ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅÞ£ÔÎÙÊ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Õ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ P(x)Q(x) ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ

ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÎÅÞ£ÔÎÙÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ.

13.

?

îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ x

2

, x É 1 (Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ)

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ

(: : : ((x- 2)

2

- 2)

2

- : : :- 2)

2

(10 ÓËÏÂÏË).

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ (1- x+ x

2

- x

3

+ : : :+

+ x

10

)(1 + x + x

2

+ x

3

+ : : : + x

10

) �ÏÓÌÅ ÒÁÓËÒÙÔÉÑ ÓËÏÂÏË

É �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÑ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏ× ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�Å-

ÎÅÊ x.

15. ÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ | �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ × ÄÉÁ-

�ÁÚÏÎÅ ÏÔ -9 ÄÏ 9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ËÏÒÎÑ,

ÂÏÌØÛÅÇÏ 10.

16.

?

íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ Þ£ÔÎÁ.

17.

?

äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P(0); P(1); P(2); : : : ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ

ÔÏÞËÁÈ. P(x). óÏÓÔÁ×ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ�É-

ÓÁ× �ÏÄ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ (�ÏÌÕÞÉÔÓÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ P(1)-P(0); P(2)-P(1); : : :). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏÓÔÁ×ÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔÅÊ É Ô. �.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ.

18.

?

(Á) äÏËÁÚÁÔØ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï P(x)-2P(x+1)+P(x+2) = 0.

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×Ï P(x)-3P(x+1)+3P(x+2)-P(x+3) = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏ-

ÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 2. (×) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ
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É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Â�ÏÌØÛÉÈ

ÓÔÅ�ÅÎÅÊ.

òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ

1. õ�ÒÏÓÔÉÔØ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ

(x- b)(x - 
)

(a- b)(a - 
)

+

(x- a)(x- 
)

(b - a)(b - 
)

+

(x- a)(x- b)

(
 - a)(
 - b)

:

2. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ a É b, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ (ÄÌÑ ×ÓÅÈ x)

1

x

2

- 1

=

a

x- 1

+

b

x+ 1

:

3. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ a, b É 
, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

1

x(x+ 1)(x + 2)

=

a

x

+

b

x+ 1

+




x+ 2

:

4.

?

îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ a; b; 
; d, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

1

x

2

- 3x+ 2

=

a

x+ b

+




x+ d

:

5.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ a; b; 
; d, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

1

x

2

+ 1

=

a

x+ b

+




x+ d

ÄÌÑ ×ÓÅÈ x?

6.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÞÉÓÌÁ a; b; 
; d; e; f, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

1

x

3

+ 1

=

a

x+ b

+




x+ d

+

e

x+ f

ÄÌÑ ×ÓÅÈ x?

7. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1

1 � 2

+

1

2 � 3

+ : : :+

1

99 � 100

:
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8. îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ

1

1 � 2 � 3

+

1

2 � 3 � 4

+ : : :+

1

98 � 99 � 100

:

9. éÚ ÞÉÓÌÁ x �ÏÌÕÞÁÀÔ ÎÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ f(x) �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ

f(x) = x=(x- 1). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×ÕËÒÁÔÎÏÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ

�ÒÁ×ÉÌÁ ×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ: f(f(x)) = x.

10. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ t ÔÏÞËÁ Ó ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÍÉ (2t=(t

2

+ 1); (t

2

- 1)=(t

2

+ 1)) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ

ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÎÕÌÅ.

11.

?

ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÉÓËÁÔØ �ÉÆÁÇÏÒÏ×Ù ÔÒÅ-

ÕÇÏÌØÎÉËÉ (�ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó �ÅÌÙÍÉ ÓÔÏÒÏÎÁ-

ÍÉ) É ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ?

12.

?

ëÁËÉÅ ÔÒÉÇÏÎÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ 10? ëÁËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ �ÁÒÁ-

ÍÅÔÒÁ t?

13. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = 1=x. (ïÎ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ.)

14. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = 1=x

2

.

15. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = 1=(x(x- 1)).

16. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = x=(x- 1).

17. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = 1=(x

2

+ 1).

18. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = 1=(x

2

- 1).

19. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÇÒÁÆÉË ÆÕÎË�ÉÉ y = (x

2

+ 1)=x.

20. çÒÁÆÉËÉ y = 1=x É y

2

- x

2

= 1 �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ

ÄÒÕÇÁ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �Ï×ÏÒÏÔÁ É ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ. îÁÊÔÉ ÕÇÏÌ �Ï×Ï-

ÒÏÔÁ É ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ.

æÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ f(x) = (ax + b)=(
x + d) (ÚÄÅÓØ a, b, 
,

É d | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉËÉ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÄÏÂÎÙ. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÏÄÏÂÉÑ ÒÁ-

×ÅÎ 1?

22. îÁÊÔÉ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ Ë ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ y = 1=x, �ÒÏÈÏÄÑ-

ÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ h2; 1=2i (ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ | �ÒÑÍÁÑ, ÉÍÅÀÝÁÑ Ó

ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÊ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ).

23.

?

éÍÅÅÔ ÌÉ ÇÒÁÆÉË y = x+ 1=x ÏÓÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ?

172 úÁÄÁÞÉ 1998{ 1999 ÇÏÄÁ

24.

?

ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

f(f(x)) = x.

25.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÌÉ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ f(f(f(x))) = x, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) = x?

26. ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË p; q; r; s ÎÁ ÞÉÓÌÏ-

×ÏÊ ÏÓÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË

r- p

r - q

:

s- p

s- q

:

(Á) ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ ËÁ-

ËÉÅ-ÔÏ Ä×Å ÔÏÞËÉ? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË-

�ÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ f(x) = (ax+b)=(
x+

+d), ÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÏÞÅË p; q; r; s ÒÁ×ÎÏ Ä×ÏÊÎÏÍÕ ÏÔ-

ÎÏÛÅÎÉÀ ÔÏÞÅË f(p); f(q); f(r); f(s) (×) îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×ÙÂÅÒÅÍ

Ä×Å �ÒÑÍÙÅ, ÎÁ ËÁÖÄÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ ÎÁÞÁÌÏ ÏÔ-

ÓÞ£ÔÁ É ÅÄÉÎÉ�Á ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÏÞËÕO, ÎÅ ÌÅÖÁÝÕÀ ÎÁ

ÜÔÉÈ �ÒÑÍÙÈ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ X ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ �ÒÑÍÏÊ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ Å£ �ÒÏÅË�ÉÀ Y ÎÁ ×ÔÏÒÕÀ �ÒÑÍÕÀ (ÔÏÞËÉ O;X; Y ÌÅÖÁÔ

ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÔÏÞËÉ Y Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ X. (Ç) éÚ

Ä×ÕÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏ-

ÛÅÎÉÅ ÞÅÔÙÒ£È ÔÏÞÅË ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ

�ÒÏÅË�ÉÉ. ëÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ?

äÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÄÒÏÂÉ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÔÏ

ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x)=Q(x). ëÁË É ÏÂÙÞÎÙÅ ÄÒÏ-

ÂÉ, ÏÎÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ��ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ� É �ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ�. ðÒÁ×ÉÌØ-

ÎÙÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØ ÞÉÓÌÉÔÅÌÑ ÍÅÎØÛÅ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ, ÎÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÙÍÉ | ÏÓÔÁÌØÎÙÅ.

îÅ�ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÄÒÏÂØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ × ÓÕÍÍÕ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ É �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ. îÁ�ÒÉÍÅÒ,

x

2

x- 1

=

x

2

- 1

x- 1

+

1

x- 1

= x+ 1 +

1

x- 1

:

1. ÷Ù�ÏÌÎÉÔØ ÔÁËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

2

=(x-2).
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2. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

3

=(x- 1).

3. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

4

=(x- 1).

4. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

4

=(x+ 1).

5. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

4

=(x+ 2).

6. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

3

=(x

2

- 1).

7. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

3

=(x

2

+ x).

8. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

3

=(2x + 3).

9. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

10

=(x+ 2).

10. : : : ÄÌÑ ÄÒÏÂÉ x

10

=(x

2

+ 2).

11. úÁ�ÉÓÁÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ 1 { 10 × ×ÉÄÅ �ÄÅÌÅÎÉÑ ÕÇÏÌ-

ËÏÍ�, ÓÌÅÄÕÑ ÔÁËÏÍÕ ÏÂÒÁÚ�Õ:

x

2

x- 2

x

2

- 2x x+ 2

2x

2x - 4
4

åÓÌÉ ÄÒÏÂØ P(x)=D(x) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ É �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÄÒÏÂÉ,

P(x)

D(x)

= Q(x) +

R(x)

D(x)

;

ÔÏQ(x) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÞÁÓÔÎÙÍ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ P(x) ÎÁD(x), Á R(x)|

ÏÓÔÁÔËÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á: ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ,

P(x) = D(x)Q(x) + R(x); ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, ÓÔÅ�ÅÎØ R(x) ÍÅÎØÛÅ

ÓÔÅ�ÅÎÉ D(x) ÉÌÉ R(x) = 0.

12. óÔÅ�ÅÎØ ÄÅÌÉÍÏÇÏ ÒÁ×ÎÁ 100, ÓÔÅ�ÅÎØ ÄÅÌÉÔÅÌÑ ÒÁ×-

ÎÁ 43. ëÁËÉÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ?

13. ëÁË ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÞÁÓÔÎÏÅ É ÏÓÔÁÔÏË, ÅÓÌÉ ÄÅÌÉÍÏÅ É ÄÅ-

ÌÉÔÅÌØ ÕÍÎÏÖÉÔØ ÎÁ (x - 1)?

14.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ×ÓÅÇÄÁ

×Ù�ÏÌÎÉÍÏ, É �ÒÉÔÏÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

15. ëÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË �ÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÅÌÉÔØ x

1000

- 1 ÎÁ

x

17

- 1?

16. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË x + 7 �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ

x

2

- 1. ëÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÄÁÓÔ ÏÎ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x+ 1?
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17. ðÒÉ ËÁËÉÈ n É k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

n

- 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ x

k

- 1 ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ?

18. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ (x

2

+ x+ 1)

100

ÎÁ x

2

+ 1.

19. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ x

57

ÎÁ x

4

+x

3

+x

2

+x+ 1.

20. ðÒÉÄÕÍÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x

2

+1

ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË x+1, Á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x

2

+2 ÄÁ£Ô ÏÓÔÁÔÏË x-1.

21. (Á) ÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÅÌÉÍÏÇÏ É ÄÅÌÉÔÅÌÑ | �Å-

ÌÙÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÞÁÓÔÎÏ-

ÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ | �ÅÌÙÅ? (Â) ÷ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÅÌÉÍÏÇÏ É

ÄÅÌÉÔÅÌÑ | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÞÁÓÔÎÏÇÏ É ÏÓÔÁÔËÁ | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ?

22. ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÎÁ x

2

- 1 ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎ

ÏÓÔÁÔÏË x+1, Á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁQ(x)| ÏÓÔÁÔÏË x-1.

ëÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÂÕÄÅÔ �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x)+Q(x) É

P(x)Q(x) �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x

2

- 1?

23.

?

ðÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÎÁ x

2

+ 1 �ÏÌÕÞÉÌÓÑ

ÏÓÔÁÔÏË a+bx (ÚÄÅÓØ a É b| ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÉÓÌÁ); �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ

Q(x) �ÏÌÕÞÉÌÓÑ ÏÓÔÁÔÏË 
 + dx. ëÁËÏÊ ÏÓÔÁÔÏË ÂÕÄÅÔ �ÒÉ

ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ x

2

+ 1 ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P(x)+Q(x) É P(x)Q(x)? þÔÏ

ÎÁ�ÏÍÉÎÁÀÔ ×ÁÍ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ?

24.

?

äÅÌÉÔÓÑ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

100

+ 3x

70

- 5 ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

x

5

+ x

3

- 2 ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ?

ëÏÒÎÉ É ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÔÏË �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÎÁ

Ä×ÕÞÌÅÎ x- a (ÇÄÅ a | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÒÁ×ÅÎ P(a).

2.

?

ëÁË ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ÚÁÄÁÎ-

ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ × ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ x, ÓÄÅÌÁ× ÎÅ ÂÏÌÅÅ n

Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ?

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ�ÅÌÏ ÎÁ Ä×Õ-

ÞÌÅÎ x - a (ÚÄÅÓØ a | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ) × ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ a | ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ

P(a) = 0.

4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ a É b Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ P(x), �ÒÉÞ£Í a 6= b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

(x- a)(x- b).
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5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÂÏ-

ÌÅÅ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

6. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÄÁ£Ô �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ

(x - 1) ÏÓÔÁÔÏË 3, Á �ÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ (x + 1) | ÏÓÔÁÔÏË 5.

îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ P(x) ÎÁ (x

2

- 1).

7. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ a É b, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

100

+

+ x

99

+ ax+ b ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ x

2

- 1.

8. (Á) çÒÁÆÉË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÓÉ ÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ-

Þ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÉ ÎÉÈ ÒÁ×ÎÙ 0). (Â) óÆÏÒ-

ÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Þ£ÔÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ.

9. ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ

ÉÍÅÔØ ÇÒÁÆÉËÉ y = P(x) É y = Q(x), ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× P É Q ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ p É q?

10.

?

ëÁËÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ

ÉÍÅÔØ ÇÒÁÆÉËÉ y = P(x) É x = Q(y), ÅÓÌÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ× P É Q ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ p É q?

11. îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ 3, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÉÍÅ-

ÅÔ ËÏÒÎÉ 1 É 2, Á ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ É Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ

ÒÁ×ÎÙ 1.

12.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ (ÎÅ ÒÁ×ÎÏÇÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÏ ÎÕÌÀ) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ P(x; y), ÄÌÑ ËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ P(t; sint) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ t.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÙÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ

ÁÂÓ�ÉÓÓÁÍÉ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆÉË Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£È-

ÞÌÅÎÁ (ÆÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ y = ax

2

+ bx+ 
; ×ÏÚÍÏÖÎÏ, a = 0).

14.

?

íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅ-

ÅÔ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ 1 + i. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

2

- 2x + 2.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x

5

+ 5x + 2 É x

5

+ 3x - 3

ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ËÏÒÎÅÊ.

16.

?

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ x

4

+4x

3

-x

2

-2x-5 É x

4

+5x

3

+3x

2

-

- 4x - 10 ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ËÏÒ-

ÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k, ÅÓÌÉ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ (x - a)

k

.

íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÔÁËÏÅ k ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ ËÏÒÎÑ.
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17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÞÉÓÌÏ � Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2, Á ÞÉÓÌÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ

(� 6= �), ÔÏ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ (x-�)

2

(x-�). (òÅ-

ÛÅÎÉÅ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞ Õ�ÒÏÝÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,

ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÜÔÏÇÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ.)

18.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÞÉÓÌÏ �

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k, Á ÞÉÓÌÏ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ËÏÒÎÅÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ l (� 6= �), ÔÏ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ

(x- �)

k

(x- �)

l

.

19.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÒÎÅÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÙÊ

ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ËÁËÏ×Á ÅÇÏ ËÒÁÔÎÏÓÔØ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ

ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ.

20. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) = x

2

+ px + q ÉÍÅÅÔ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ

ËÏÒÎÑ � É �. (Á) ÷ÙÒÁÚÉÔØ p É q ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ (ÆÏÒÍÕÌÙ

÷ÉÅÔÁ ÄÌÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ). (Â) óÏÓÔÁ×ÉÔØ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÅ

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ �

2

É �

2

.

21. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) = x

3

+ px

2

+ qx + r ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÑ �, � É 
. (Á) ÷ÙÒÁÚÉÔØ p, q É r ÞÅÒÅÚ ÜÔÉ ËÏÒÎÉ

(ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ). (Â) ÷ÙÒÁÚÉÔØ �

2

+�

2

+ 


2

ÞÅÒÅÚ p, q É r.

(×) óÏÓÔÁ×ÉÔØ ËÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ, ËÏÒÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÙÌÉ

ÂÙ ÞÉÓÌÁ �

2

, �

2

É 


2

.

22. ðÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÆÉË y = x

3

× ÔÒ£È ÔÏÞËÁÈ. ä×Å

ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÁÂÓ�ÉÓÓÙ a É b. îÁÊÔÉ ÁÂÓ�ÉÓÓÕ ÔÒÅÔØÅÊ ÔÏÞËÉ.

(ëÁË ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÷ÉÅÔÁ?)

23.

?

ëÕÂÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

3

+px

2

+qx+r = 0 Ó �ÅÌÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÔÒÉ ËÏÒÎÑ �, � É 
. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ �

n

+ �

n

+ 


n

| �ÅÌÏÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ n = 1; 2; 3; : : :

24.

?

ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ×ÙÓ-

ÛÉÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ?

25.

?

ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ÆÏÒÍÕÌÙ ÷ÉÅÔÁ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó

ËÒÁÔÎÙÍÉ ËÏÒÎÑÍÉ?

26.

?

îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ É �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ËÏÒ-

ÎÅÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ z

n

= 1 Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÷ÉÅÔÁ.

27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ÔÏÞËÉ ÄÏ

×ÅÒÛÉÎ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ �Ï×ÅÒ-

ÎÕÔØ n-ÕÇÏÌØÎÉË ×ÏËÒÕÇ �ÅÎÔÒÁ.
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28.

?

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ


os 0 �
os(�=n) �
os(2�=n) � : : : �
os((n-1)�=n) �
os((n�)=n):

29. ïÓÔÁÔËÉ ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P(x) ÎÁ (x-a), (x-b)

É (x-
) ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ a

2

, b

2

É 


2

. îÁÊÔÉ ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ

ÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÁ (x- a)(x- b)(x- 
).

30. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 3

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a+ b(x- 1) + 
(x- 1)

2

+

+ d(x - 1)

3

.

31. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 3

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ a+b(x-1)+
(x-1)(x-2)+

+ d(x - 1)(x - 2)(x - 3).

32. (Á) õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(1) =

= P(2) = P(3) = 0 É P(4) = 1. ëÁËÏ×Á ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ

ÓÔÅ�ÅÎØ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ a; b; 
; d ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 3, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÇÏ P(0) = a, P(1) = b, P(2) = 
 É P(3) = d.

33. ðÕÓÔØ x

1

; : : : ; x

n

| ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ y

1

; : : : ; y

n

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ P(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(x

1

) = y

1

,

P(x

2

) = y

2

, : : : , P(x

n

) = y

n

.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ

1. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ �Å-

ÌÙÊ ËÏÒÅÎØ a. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a.

2.

?

íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ Ä×Á

�ÅÌÙÈ ËÏÒÎÑ a É b. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ ab.

3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(7) = 5, Á P(11) = 7?

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ,

ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ 1, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙÈ, ÎÏ ÎÅ �ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

5. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ �ÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ

ÌÉÂÏ �ÅÌÙÊ, ÌÉÂÏ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ. (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ

ËÏÒÎÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÅÌÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.
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6. òÅÛÉÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

3

+ 6x

2

+ 11x + 6 = 0. (õËÁÚÁÎÉÅ:

ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÊ ËÏÒÅÎØ.)

7. îÅÓÏËÒÁÔÉÍÁÑ ÄÒÏÂØ � = p=q Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ P(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, Á q | ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÓÔÁÒ-

ÛÅÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ.

8.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) × ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ P(x) = (qx - p)R(x), ÇÄÅ

R(x) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.

9. (Á) õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏ-

ÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ

p

2+

p

3. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

p

2+

p

3

ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.

10.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

p

2 +

3

p

2 ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏ.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ 2+

p

3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ P(x) Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ 2-

p

3 ÔÁË-

ÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ, É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÄÅÌÉÔÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ

ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

2

- 4x + 1.

12.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ

3

p

2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

3

- 2.

13. (Á) éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ x. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ

ÉÍÅÅÔ �ÅÌÙÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ? (Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ a, b É 
 Ë×ÁÄÒÁÔ-

ÎÙÊ ÔÒ£ÈÞÌÅÎ ax

2

+ bx + 
 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉ

×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ x?

14.

?

(Á) äÁÎÏ �ÅÌÏÅ k > 0. õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) ÎÁÉ-

ÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(1)=P(2)= : : :=P(k-1)=0,

Á P(k) = 1. (Â) ëÁË Ó×ÑÚÁÎ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ

ÅÇÏ P

k

(x)) Ó ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ? (×) äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

k

(x) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ

ÔÏÞËÁÈ. (Ç) ðÕÓÔØ Q(x) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÔÏÒÙÊ

�ÒÉÎÉÍÁÅÔ �ÅÌÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ 


0

+


1

P

1

(x)+ : : :+


k

P

k

(x)

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÅÌÙÈ 


1

; : : : ; 


k

.

íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ É ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ

1. õËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ-
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ÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ 3 + 4i.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-

ÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÔÏ É ÓÏ-

�ÒÑÖ£ÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ z ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÒÎÅÍ, �ÒÉÞ£Í ÔÏÊ ÖÅ

ËÒÁÔÎÏÓÔÉ.

3. (Á) îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ËÏÒÎÑÍÉ 2 + i

É 3 - i (ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ). (Â) îÁÊ-

ÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ

Ä×Á ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ËÏÒÎÑ (É, ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÉÅ ËÏÒÎÉ).

4. ÷ÅÒÎÁ ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ËÏÒÎÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ,

ÅÓÌÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ?

ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÏÊ, ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ �ÅÒ-

×ÏÊ ÉÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ.

6. õËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× x

4

+1 É x

6

-x.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ËÏÒÅÎØ.

8. îÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ Ó ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÊ ËÏÒÎÉ 1- i, 3 + i É 2.

9.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ËÏÒÅÎØ a+bi (a É b| �ÅÌÙÅ), ÔÏ ÅÇÏ Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ

ÞÌÅÎ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ a

2

+ b

2

.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÁ (Ó ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) × �ÅÎÔÒÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅ-

ÓËÏÍÕ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ.

11.

?

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÅ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ.

12.

?

íÎÏÇÏÞÌÅÎ P(x) Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌÅÎ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ x. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÎÅ-

ÓËÏÌØËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.

180 úÁÄÁÞÉ 1998{ 1999 ÇÏÄÁ

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. (ìÅÍÍÁ çÁÕÓÓÁ) ÷ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �Å-

ÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ

ÞÉÓÌÏ p. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÓÈÏÄÎÙÈ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÔÏÖÅ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ p.

2. íÎÏÇÏÞÌÅÎ x

3

+ 2x

2

+ 3x + 5 ÉÍÅÅÔ ËÏÒÎÉ x

1

; x

2

; x

3

.

îÁÊÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÓÏ ÓÔÁÒÛÉÍ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ 1 É ËÏÒÎÑÍÉ x

1

+ x

2

; x

2

+ x

3

; x

1

+ x

3

.

3. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

P

n

(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 
osnx = P

n

(
osx) �ÒÉ ×ÓÅÈ x. (Â) îÁÊÔÉ

ÅÇÏ ÓÔÁÒÛÉÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ É Ó×ÏÂÏÄÎÙÊ ÞÌÅÎ.

4. òÁÚÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ (Á) x

3

+x

2

+x+1;

(Â) x

4

+ x

3

+ x

2

+ x+ 1.

5. íÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å

× ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÔÏÞËÁÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÅ ÉÍÅÅÔ

�ÅÌÙÈ ËÏÒÎÅÊ.

6. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ 6x

5

- x

4

-

- 6x

3

+ 5x

2

- 13x - 12.

7. ëÁËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ P(x)(x

2

- 1) +

+Q(x)(x

2

+ x)?

8. (Á) ìÀÂÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P Ñ×ÌÑÅÔ-

ÓÑ ËÏÒÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁQ. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ P ÄÅÌÉÔ Q?

(Â) ìÀÂÏÊ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÒ-

ÎÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q. óÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ P ÄÅÌÉÔ Q?

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; : : : ; ng ÎÁ ÓÅÂÑ. ðÅ-

ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ × ×ÉÄÅ ÔÁÂÌÉ�; ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÅÒÅÓÔÁ-

ÎÏ×ËÁ 1 7! 3, 2 7! 4, 3 7! 1, 4 7! 2 ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË

� =

�

1 2 3 4

3 4 1 2

�

; ÷ ×ÅÒÈÎÅÊ ÓÔÒÏËÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÙÞÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÁ-

ÇÁÀÔ × �ÏÒÑÄËÅ ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ; �ÏÄ ÎÉÍÉ �ÉÛÕÔÓÑ ÉÈ ÏÂÒÁÚÙ, ÔÁË

ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n ÚÁ�ÉÛÅÔÓÑ

ËÁË � =

�

1 2 : : : n

�(1) �(2) : : : �(n)

�

.
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ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: (��)(i) = �(�(i)). ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � É � ËÏÍÍÕ-

ÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ �� = ��. åÄÉÎÉÞÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÁ-

ÅÔÓÑ id) | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ

ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ. ïÂÒÁÔÎÁÑ Ë �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � �Å-

ÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ��

-1

= �

-1

� = id.

1. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

�

1 2 3 4 5

4 5 2 1 3

�

Æ

�

1 2 3 4 5

3 5 4 1 2

�

2. õËÁÚÁÔØ Ä×Å ÎÅËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.

3. (Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; 5?

óËÏÌØËÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÞÉÓÌÏ 1 ÎÁ ÍÅÓÔÅ? (Â) óËÏÌØËÏ ÉÚ

ÎÉÈ �ÅÒÅ×ÏÄÑÔ 1 × 5? (×) äÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ �(1) < �(2)?

(Ç) äÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÚ ÎÉÈ �(1) < �(2) < �(3)?

4.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÌÑ ÓËÏÌØËÉÈ ÉÈ ÎÉÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ-

×ÅÎÓÔ×Ï (Á) �

2

= id? (Â) � = �

-1

? (×) �

2

= �

-1

?

5.

?

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �Ï×ÏÒÏ-

ÔÏ× ÇÒÁÎÅÊ ËÕÂÉËÁ òÕÂÉËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ, �Ï×ÔÏÒÑÑ ÅÅ ÄÏÓÔÁ-

ÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ ×ÅÒÎ£ÍÓÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ

�ÏÌÏÖÅÎÉÀ.

6.

?

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ËÏÄÉÒÕÅÔ ÔÅËÓÔ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÚÁÍÅÎÑÑ

(×ÚÁÉÍÎÏ-ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) ËÁÖÄÕÀ ÂÕË×Õ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÄÒÕÇÕÀ.

÷ÁÓÑ ÇÏ×ÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÅËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ,

�ÏÓËÏÌØËÕ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÄÉÒÏ-

×ÁÎÉÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ. ðÒÁ× ÌÉ ÏÎ?

7.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �Ï-

ÒÑÄÏË: �ÒÉÍÅÎÑÑ Å£ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÍÙ ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ �ÏÌÕÞÉÍ ÔÏ-

ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ.

8. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÏÒÑÄËÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

ÉÚ 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÏÒÑÄÏË| ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁ£Ô ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ

�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ).

ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ a

1

7! a

2

7! a

3

7! : : : 7!

7!a

k-1

7!a

k

7!a

1

(Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÎÁ ÍÅÓÔÅ),

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÉËÌÏÍ ÄÌÉÎÙ k É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ (a

1

; a

2

; : : : ; a

k

). ãÉ-

ËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2 ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ.
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9. ðÕÓÔØ � = (123), � = (34). þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ���

-1

?

10. ä×Á �ÉËÌÁ (a

1

; a

2

; : : : ; a

k

) É (b

1

; b

2

; : : : ; b

m

) ËÏÍ-

ÍÕÔÉÒÕÀÔ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ (ÓÒÅÄÉ a

1

; : : : ; a

k

É

b

1

; : : : ; b

m

ÎÅÔ ÏÂÝÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×). õËÁÚÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ �ÒÉÍÅÒ

ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÝÉÈ �ÉËÌÏ×.

11.

?

ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÓÌÕÞÁÉ, × ËÏÔÏÒÙÈ �ÉËÌÙ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ.

12. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ ×

×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÉËÌÏ×, �ÒÉ-

ÞÅÍ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ �ÉËÌÏ×) ÏÂÒÁ-

ÚÏÍ. (Â) îÁÊÔÉ ÜÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1.

(×) ëÁË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ, ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ 7?

13. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ

ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ (12345)(678)?

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ n ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ× ÄÅÌÉÔ n!. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÎ ÂÙÔØ ÒÁ×ÅÎ (n!)?

15.

?

óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; 8, ËÏ-

ÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ-

ÓÑ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 5 É ÄÌÉÎÙ 3?

16.

?

îÁ ËÎÉÖÎÏÊ �ÏÌËÅ × ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÅ ÓÔÏÉÔ ÓÏÂÒÁÎÉÅ ÓÏÞÉ-

ÎÅÎÉÊ ÉÚ n ÔÏÍÏ×. úÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÏÂÍÅÎÑÔØ ÌÀÂÙÅ

Ä×Á ÔÏÍÁ ÍÅÓÔÁÍÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁ n-1 ÛÁÇÏ× ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ

×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �ÏÒÑÄÏË. íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ (É ÓËÏÌØËÏ ÛÁ-

ÇÏ× ÍÏÖÅÔ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØÓÑ), ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ

ÔÏÌØËÏ ÓÏÓÅÄÎÉÅ (ÓÔÏÑÝÉÅ ÒÑÄÏÍ ÎÁ �ÏÌËÅ) ÔÏÍÁ? ÔÏÌØËÏ ÔÏÍÁ

Ó ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ (ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÁ 1) ÎÏÍÅÒÁÍÉ?

17.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁ× Ó ËÁËÏÊ-ÔÏ ÒÁÓ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ ËÎÉÇ, ÍÏÖÎÏ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ �ÏÌÏÖÅÎÉÀ

ÌÉÛØ �ÏÓÌÅ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÂÍÅÎÏ×.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×É-

ÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ.

19. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ

ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÔÏÌØËÏ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ (1; 2), (2; 3), : : : ,

(n - 1; n).

20. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ-

�ÏÚÉ�ÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ. (Â) äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ Ä×Á ÔÉ�Á: ÏÄÎÉ �ÒÅÄ-

ÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Þ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ, ÎÏ
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ÎÅ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ (ÏÎÉ

ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ Þ£ÔÎÙÍÉ), ÄÒÕÇÉÅ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÏÎÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ

ÎÅÞ£ÔÎÙÍÉ).

21. îÁÚÏ×£Í ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÏÍ × �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � �ÁÒÕ (i; j), ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÊ i < j, ÎÏ �(i) > �(j). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅ-

ÓÔÁÎÏ×ËÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÏ×.

22.

?

þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ

(x

2

- x

1

)(x

3

- x

2

) : : : (x

n

- x

1

) : : : (x

n

- x

n-1

)

(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (x

j

-x

i

) �Ï ×ÓÅÍ j > i), ÅÓÌÉ × Î£Í �ÏÍÅÎÑÔØ ÍÅ-

ÓÔÁÍÉ x

1

É x

2

? ÓÄÅÌÁÔØ �ÉËÌÉÞÅÓËÕÀ ÚÁÍÅÎÕ x

1

!x

2

! : : :!

! x

n

! x

1

? ÓÄÅÌÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÙÈ?

23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ Þ£ÔÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ

× ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ �ÉËÌÏ× ÄÌÉÎÙ 3.

24.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ ÒÁÚÂÉÔØ

�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁ Þ£ÔÎÙÅ É ÎÅÞ£ÔÎÙÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

Ä×ÕÈ Þ£ÔÎÙÈ ÉÌÉ Ä×ÕÈ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ ÂÙÌÏ Þ£ÔÎÏ, Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

Þ£ÔÎÏÊ É ÎÅÞ£ÔÎÏÊ (× ÌÀÂÏÍ �ÏÒÑÄËÅ) ÂÙÌÏ ÎÅÞ£ÔÎÏ.

25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÓËÏÌØ-

ËÏ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ.

26.

?

ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÚÁÄÁÎÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ n

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Þ£ÔÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÞ£ÔÎÏÊ, ÓÄÅÌÁ×O(n) ÄÅÊÓÔ×ÉÊ? (ðÏÄ-

ÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ ÂÅÓ�ÏÒÑÄËÏ× ÔÒÅÂÕÅÔ �ÏÒÑÄËÁ n

2

ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.)

27.

?

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÉÇÒÅ �15� ÎÅÌØÚÑ ×ÅÒÎÕÔØ ÎÁ ÍÅÓÔÏ

�ÅÒÅÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÅ 14 É 15 (ÎÅ ×ÙÎÉÍÁÑ ÆÉÛÅË ÉÚ ËÏÒÏÂÏÞËÉ, Á

ÔÏÌØËÏ Ä×ÉÇÁÑ ÉÈ). (Â) óËÏÌØËÏ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ (ÎÅ

Ó×ÏÄÑÝÉÈÓÑ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ Ä×ÉÖÅÎÉÅÍ ÆÉÛÅË) �ÏÚÉ�ÉÊ ÅÓÔØ ×

ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ?

28.

?

îÁ n ËÁÔÕÛËÁÈ ÎÁÍÏÔÁÎÏ n ÍÁÇÎÉÔÎÙÈ ÌÅÎÔ ËÒÁÓÎÙÍ

ËÏÎ�ÏÍ (ÒÁËÏÒÄÏÍ) ÎÁÒÕÖÕ, Á ÂÅÌÙÍ | ×ÎÕÔÒØ. åÓÔØ ÄÏ�ÏÌ-

ÎÉÔÅÌØÎÁÑ ËÁÔÕÛËÁ É ÍÁÇÎÉÔÏÆÏÎ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÅÒÅÍÏÔÁÔØ

ÌÅÎÔÕ Ó ÏÄÎÏÊ ËÁÔÕÛËÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ÎÕÔÒÉ ÏËÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÅ�). íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÌÅÎÔÙ

ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÂÅÌÙÍ ËÏÎ�ÏÍ ÎÁÒÕÖÕ É �ÕÓÔÏÊ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÔÁ ÖÅ ÄÏ-

�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ËÁÔÕÛËÁ? íÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ �ÒÉ ÜÔÏÍ

ËÁÖÄÁÑ ÌÅÎÔÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÎÁ Ó×ÏÅÊ ËÁÔÕÛËÅ?
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29.

?

ðÕÓÔØ �

1

É �

2

| Ä×Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÝÉÅ

× ÚÁÄÁÞÅ 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ. îÁÊÄ£ÔÓÑ ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅ-

ÓÔÁÎÏ×ËÁ �, ÞÔÏ ��

1

�

-1

= �

2

?

30. ðÕÓÔØ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � É ���

-1

ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �É-

ËÌÏ× ÏÄÎÉÈ É ÔÅÈ ÖÅ ÄÌÉÎ.

31.

?

äÁÎÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �=(123)(67)(89) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2,

3; : : : ; 8; 9g. óËÏÌØËÏ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË � Ó ÎÅÊ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ?

32.

?

ðÕÓÔØ � É � | �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 1. îÁÊÄ£ÔÓÑ

ÌÉ ÔÁËÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ �, ÞÔÏ �� = ��?

33.

?

äÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ mn ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÚÁ-

�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÔÁÂÌÉ�Õ m�n. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ-

×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÔÒ£È �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒ×ÁÑ

É ÔÒÅÔØÑ �ÒÏÉÓÈÏÄÑÔ �Ï ÓÔÏÌÂ�ÁÍ (ÎÏ×ÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ

ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÔÏÍ ÖÅ ÓÔÏÌÂ�Å, ÞÔÏ É ÓÔÁÒÏÅ), Á ×ÔÏ-

ÒÁÑ | �Ï ÓÔÒÏËÁÍ.

34.

?

÷ ÓÌÏ×ÁÈ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÂÕË× R É S, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ

×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÔØ É ÄÏ�ÉÓÙ×ÁÔØ (× ÌÀÂÏÍ ÍÅÓÔÅ) ÇÒÕ��Ù RRR É SS,

Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÑÔØ RRS ÎÁ SR É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. óËÏÌØËÏ ÎÅÜË×É×Á-

ÌÅÎÔÎÙÈ (ÎÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÍÙÈ ÄÒÕÇ × ÄÒÕÇÁ ÔÁËÉÍÉ ÚÁÍÅÎÁÍÉ) ÓÌÏ×

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ?

35.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Á ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ

ÉÚ ÂÕË× a É b, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÔØ É ÄÏÂÁ×ÌÑÔØ aa É bb,

Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÎÑÔØ aba ÎÁ bab.

çÒÕ��Ù

ðÕÓÔØ G | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ � (ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÅ f; g

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ f � g; �ÏÒÑÄÏË

×ÁÖÅÎ!). íÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ, ÅÓÌÉ

1) (f � g) � h = f � (g � h) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ f; g; h 2 G;

2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ e 2 G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

e � g = g � e = g �ÒÉ ÌÀÂÏÍ g 2 G;

3) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g 2 G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔ g

-1

2 G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ g

-1

� g = g � g

-1

= e.
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ï�ÅÒÁ�ÉÀ � ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ�, É ×ÍÅÓÔÏ g � h

�ÉÛÕÔ �ÒÏÓÔÏ gh.

çÒÕ��Ù, × ËÏÔÏÒÙÈ g � h = h � g ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ g; h 2 G, ÎÁ-

ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍÉ ÉÌÉ ÁÂÅÌÅ×ÙÍÉ. (éÎÏÇÄÁ �ÒÉ ÜÔÏÍ

ÇÒÕ��Ï×ÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ�.)

1. ÷ÙÑÓÎÉÔØ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

(Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ) É ËÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕ�� ËÏÍÍÕÔÁ-

ÔÉ×ÎÙ: (Á) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ; (Â) �Å-

ÌÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ; (×) : : : Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅ-

ÎÉÑ; (Ç) ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ; (Ä) ÏÓ-

ÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5 Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ; (Å) : : : Ó Ï�ÅÒÁ-

�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ; (Ö) ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÏÓÔÁÔËÉ �Ï ÍÏÄÕÌÀ 5 Ó Ï�Å-

ÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ; (Ú) ÔÏ ÖÅ ÄÌÑ ÍÏÄÕÌÑ 10; (É) ×ÅËÔÏÒÙ

ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ; (Ë) : : : ÔÏÌØËÏ ×ÅËÔÏ-

ÒÙ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; (Ì) : : : Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ; (Í) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ;

(Î) : : : ÔÏÌØËÏ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ; (Ï) �Ï ÍÏÄÕÌÀ

ÒÁ×ÎÙÅ 1; (�) �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÅ 2; (Ò) Ä×ÉÖÅÎÉÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ

(Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ); (Ó) : : : ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ;

(Ô) : : : ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ; (Õ) �Ï×ÏÒÏÔÙ; (Æ) �ÅÒÅ-

ÎÏÓÙ; (È) �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅ-

ÎÉÑ; (�) : : : ÔÏÌØËÏ Þ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ; (Þ) �ÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 3;

(Û) ÓËÏÒÏÓÔÉ × ÔÅÏÒÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÞÉÓÌÁ × ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ

ÏÔ -1 ÄÏ 1, ÓËÌÁÄÙ×ÁÅÍÙÅ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ u�v = (u+v)=(1+uv);

ÚÁ ÅÄÉÎÉ�Õ ÓËÏÒÏÓÔÉ ×ÙÂÒÁÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ Ó×ÅÔÁ); (Ý) ÆÉÇÕÒÙ

(ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ

ÒÁÚÎÏÓÔÉ (A � B = A4 B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÏÞÅË, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ

ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ A É B).

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ n ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ

ÏÔ ÒÁÓÓÔÁÎÏ×ËÉ ÓËÏÂÏË. (áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÉÎ-

ÄÕË�ÉÉ �Ï n.)

3. äÏËÁÚÁÔØ (Á) �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ x�y = x� z, ÔÏ

y = z; (Â) ÞÔÏ × ÇÒÕ��Å ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ä×ÕÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ×; (×) ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ.

åÓÌÉ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ, ÔÏ

ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ a

-1

.

4. ëÁË ÎÁÊÔÉ (ab)

-1

, ÚÎÁÑ a

-1

É b

-1

?
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5. ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ a

n

(ÇÄÅ a | ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù, n | �ÅÌÏÅ

ÞÉÓÌÏ) É �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a

m+n

= a

m

a

n

.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a

n

ÒÁ×ÎÏ e

(ÅÄÉÎÉÞÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ).

îÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ n Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �Ï-

ÒÑÄËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÉÏÄÏÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ : : : ; a

-2

; a

-1

; a

0

= e; a

1

= a; a

2

; a

3

; : : : É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-

ÓÑ ord(a).

7.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ord(fg) = ord(gf).

8.

?

÷ ÇÒÕ��Å ×ÙÂÒÁÎÙ ÔÒÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a, b, 
. óËÏÌØ-

ËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÅÄÉ ÞÉÓÅÌ ord(ab
), ord(a
b),

ord(ba
), ord(b
a), ord(
ab), ord(
ba)?

9. ðÕÓÔØ ord(g) = 57. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ord(g

6

)? óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ-

×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

10.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÇÒÕ��Ù

(ËÒÏÍÅ ÅÄÉÎÉ�Ù) ÒÁ×ÅÎ 2, ÔÏ ÇÒÕ��Á ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁ.

11. îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ (Á) × ÇÒÕ��Å

ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ); (Â) × ÇÒÕ��Å

Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

12. ðÕÓÔØ a | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ�-

�Ù G. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ �ÌÅ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ� ÎÁ a (�Å-

ÒÅ×ÏÄÑÝÁÑ x × ax) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù

É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ �ÉËÌÏ× ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ. âÕÄÅÔ ÌÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ

��ÒÁ×ÏÇÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ� ÎÁ a ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ �ÉËÌÏ× ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ?

13. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË (ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) ÇÒÕ��Ù.

14. äÏËÁÚÁÔØ ÍÁÌÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ æÅÒÍÁ: ÅÓÌÉ �ÅÌÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ a ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÏ Ó �ÅÌÙÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n, ÔÏ

a

'(n)

� 1(mod n). (úÄÅÓØ �(n) | ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1

ÄÏ n, ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙÈ Ó n.)

15.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á, ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ

ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË?

åÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÌÉ

ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ) ÓÔÅ�ÅÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a, ÜÌÅÍÅÎÔ a ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ ÇÒÕ��Ù, Á ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.
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16. âÙ×ÁÀÔ ÌÉ ÎÅ�ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù ÉÚ 1, 2, 3, 4, 5 É 6

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

17. âÕÄÅÔ ÌÉ ÇÒÕ��Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ 11

(Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ?

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ, ÅÓÌÉ

ÏÎÏ ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÊ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ,

ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉ�Õ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ

ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ë ÌÀÂÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ.

18. ëÁËÉÅ ÉÍÅÀÔÓÑ �ÏÄÇÒÕ��Ù × ÇÒÕ��Å ÏÓÔÁÔËÏ× �Ï ÍÏ-

ÄÕÌÀ 10 (Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ)?

19. : : : × ÇÒÕ��Å �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

20. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ �ÏÄÇÒÕ�� | �ÏÄÇÒÕ��Á?

á ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ?

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù Z �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ

(�Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ nZ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÒÁÔÎÙÈ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n.

22.

?

ðÕÓÔØ X � R | �ÏÄÇÒÕ��Á ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù ×ÅÝÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ X ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ ËÒÁÔÎÙÈ

ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x, ÌÉÂÏ X ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÁ × R (�ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó

ÌÀÂÙÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏÍ). ëÁËÏÊ ÉÚ Ä×ÕÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÞÉÓÅÌ ×ÉÄÁ m + n

p

2 (ÇÄÅ m;n 2 Z)?

23. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× gh, ÇÄÅ g | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ

ÜÌÅÍÅÎÔ G, Á h �ÒÏÂÅÇÁÅÔ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ H, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÅ×ÙÍ

ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ G �Ï H É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ gH. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(Á) ×ÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×; (Â) ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÁ ÌÉÂÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÔÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.

24. (�ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ) ðÕÓÔØ G | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á,

H | ÅÅ �ÏÄÇÒÕ��Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË H ÄÅÌÉÔ �ÏÒÑÄÏË

G. (õËÁÚÁÎÉÅ: G ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ.) ëÁË ×Ù×Å-

ÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ �ÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �ÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÇÏ

Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÁ?

25.

?

ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù Ä×ÉÖÅÎÉÊ

�ÌÏÓËÏÓÔÉ.

26.

?

óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ ÇÒÕ��Ù �ÏÒÑÄËÁ n

ÉÍÅÀÔ �ÏÒÑÄÏË k?
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27.

?

ðÕÓÔØ n | �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ '(d) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ d ÞÉÓÌÁ n ÒÁ×ÎÁ n.

(îÁ�ÒÉÍÅÒ, �ÒÉ n = 6 ÉÍÅÅÍ '(1) + '(2) + '(3) + '(6) =

= 1 + 1 + 2 + 2 = 6.)

28.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÇÒÕ��Á �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÏÊ.

29.

?

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï H ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÉÚ H ÌÅÖÉÔ × H). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ H | �ÏÄÇÒÕ��Á.

30.

?

÷ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕ��Å Ë×ÁÄÒÁÔ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÒÁ×ÅÎ

ÅÄÉÎÉ�Å. ëÁËÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù?

÷ÅËÔÏÒÙ

1. äÁÎÙ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ a =

�!

OA É b =

�!

OB. ÷ÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ

ÎÉÈ ×ÅËÔÏÒ

�!

OC, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ C ÄÅÌÉÔ ÏÔÒÅÚÏË AB × ÏÔÎÏÛÅ-

ÎÉÉ 5 : 7.

2. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉO;A; B. çÄÅ ÎÁÈÏ-

ÄÑÔÓÑ ËÏÎ�Ù ×ÅËÔÏÒÏ×

�!

OX = �

�!

OA+�

�!

OB, (Á) ÅÓÌÉ �+� = 1?

(Â) : : : É �; � > 0?

3.îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁÄÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉO;A; B;C. âÁÒÉ�ÅÎ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÍÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÔÏÞËÉ X ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ABC ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÞÉÓÌÁ (�; �; �), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

�!

OX =

= �

�!

OA+�

�!

OB+�

�!

OC É �+�+� = 1. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

ÔÏÞËÉ A, B É C ÎÅ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ X Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ

É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ O. (Â) õËÁÚÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ × ÔÅÒÍÉ-

ÎÁÈ �ÌÏÝÁÄÅÊ. (×) �ÏÞËÁ D ÉÍÅÅÔ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÙ (1; 2;-2) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC. ëÁËÏ×Ù ÂÁ-

ÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÔÏÞËÉ C ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÔÒÅÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ ABD?

4.

?

õËÁÚÁÔØ ÆÉÚÉÞÅÓËÕÀ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÀ ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒÉÞÅÓ-

ËÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÂÁÒÉ�ÅÎÔÒ | �ÅÎÔÒ ÔÑÖÅÓÔÉ).

5. ÷ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ O;A; B;C.

çÄÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ËÏÎ�Ù ×ÅËÔÏÒÏ×

�!

OX = �

�!

OA + �

�!

OB + �

�!

OC,

ÅÓÌÉ � + � + � = 1?
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6. çÄÅ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÔÏÞËÁ X, ÅÓÌÉ

�!

OX =

�!

OA +

�!

OB,

ÔÏÞËÁ A ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, Á ÔÏÞËÁ B | ×ÎÕÔÒÉ

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÓÍ. ÒÉÓ. 25)?

r �

�

�

�

��

�

�

O

òÉÓ. 25

7.

?

äÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ a; b; 
 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ k; l;m, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-

ÎÏ 0, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ ka+ lb +m
 ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÍÅÎØÛÅ 0;001.

8.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ 100 ×ÅËÔÏÒÏ×, �Ï ÄÌÉÎÅ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-

ÈÏÄÑÝÉÅ 1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏ

ÚÎÁËÏÍ �+�, Á ÄÒÕÇÉÅ ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �-�, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ �Ï ÄÌÉÎÅ

ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÌÁ 1=1000. (óÕÍÍÁ ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÉÎ ×ÅËÔÏÒ; ×ÅËÔÏÒ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ É ÓÏ ÚÎÁËÏÍ �+�, É ÓÏ

ÚÎÁËÏÍ �-�, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ×Ï×ÓÅ ÎÅ ×ÈÏÄÉÔØ × ÓÕÍÍÕ.)

9.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ ÞÅÔÙÒÅ ÔÏÞËÉ A;B;C;D. äÌÑ ËÁËÉÈ

ÔÏÞÅË O ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �; �; �;{, ÞÔÏ

�

�!

OA+ �

�!

OB + �

�!

OC + {

�!

OD = 0?

10. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �ÅÒ-

�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÅÊ ×ÅËÔÏÒ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØ-

ÎÉËÁ É �Ï ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÅ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ

ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 0.

11.

?

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ �ÅÒ-

�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÊ ÅÊ ×ÅËÔÏÒ, ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÎÙÊ ×Ï×ÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-

ËÁ É �Ï ÄÌÉÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ �ÌÏÝÁÄÉ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÒÁ×ÎÁ 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÁÄÁÞÁ ÉÍÅÅÔ ÆÉÚÉ-

ÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ.)

äÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÍÙ ÇÏ×ÏÒÉÌÉ Ï ×ÅËÔÏÒÁÈ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. äÁÄÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÏÂÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ. ÷ Î£Í ×ÙÄÅÌÅÎ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ 0 É Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÙ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+) É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-

ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. üÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÏÌÖÎÙ ÏÂÌÁÄÁÔØ ÔÁËÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ

(x; y; z 2 V, �; � | ÞÉÓÌÁ):

(i) (x+ y) + z = x+ (y + z);
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(ii) x+ y = y + x;

(iii) x+ 0 = x;

(iv) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÅËÔÏÒ y, ÞÔÏ

x+ y = 0 (�ÒÏÔÉ×Ï�ÏÌÏÖÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ);

(v) 1 � x = 1;

(vi) (�+ �)x = �x+ �x;

(vii) �(x+ y) = �x+ �y;

(viii) �(�x) = (��)x.

12. (óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) � � 0 = 0

(ÚÄÅÓØ 0 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ); (Â) ÅÓÌÉ � 6= 0 É x 6= 0,

ÔÏ �x 6= 0; (×) ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÌÀÂÙÈ 5 ÉÚ ÄÁÎÎÙÈ 7 ×ÅËÔÏÒÏ×

ÒÁ×ÎÁ 0, ÔÏ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÒÁ×ÎÙ 0.

13.íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (Ó ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ). þÔÏ

ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ (Á) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�Å-

ÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 10? (Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÒÏ×ÎÏ 10? (×) ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ËÏÒÅÎØ 1? (Ç) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ, ÉÍÅÀÝÉ-

ÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?

14. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ-

×Ï. þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ (Á) ÓÈÏÄÑÝÉ-

ÍÉÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ? (Â) ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ Ë 1 �ÏÓÌÅÄÏ-

×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ? (×) ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ Ë 0 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ?

(Ç) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ? (Ä) ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉ-

ÍÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ? (Å) �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, Õ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÒÑÄ ÉÚ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÈÏÄÉÔÓÑ?

ìÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÏ× v

1

; : : : ; v

n

Ó ËÏÜÆÆÉ�É-

ÅÎÔÁÍÉ �

1

; : : : ; �

n

2 R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ v = �

1

v

1

+ : : : +

+ �

n

v

n

. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ v ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ

v

1

; : : : ; v

n

, ÅÓÌÉ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉ-

ÎÁ�ÉÉ. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ× v

1

; : : : ; v

n

.

15. úÁËÏÎÞÉÔØ ÆÒÁÚÕ: ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ x; y; z)

8
>
<
>
:

a

1

x+ b

1

y+ 


1

z = d

1

;

a

2

x+ b

2

y+ 


2

z = d

2

;

a

3

x+ b

3

y+ 


3

z = d

3
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ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒ : : : ÌÉÎÅÊÎÏ

×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ : : :

16. ëÁË ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ×

ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å?

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× v;w ÓÏ×�Á-

ÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ× v-w; v +w.

18. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÏÌÅÚÎÙÅ (ÈÏÔÑ É �ÒÏÓÔÙÅ) Ó×ÏÊ-

ÓÔ×Á ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÉ: (Á) ÅÓÌÉ × ÓÉÓÔÅÍÅ x

1

; : : : ; x

n

ÚÁÍÅ-

ÎÉÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ×ÅËÔÏÒ x

i

ÎÁ ×ÅËÔÏÒ x

i

+�x

j

(ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ j

É �), ÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ; (Â) ÅÓÌÉ

ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ×ÅËÔÏÒÏ× x

1

; : : : ; x

n

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅËÔÏÒ y, ÔÏ

ÏÎÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÏÊ ×ÅËÔÏÒÏ× x

1

; : : : ; x

n

; y.

19. îÁÊÔÉ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕ ×ÅËÔÏÒÏ× 1, (x-1), (x-1)

2

,

(x- 1)

3

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×.

20. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ 1, (x-1), (x-1)(x-

- 2), (x- 1)(x - 2)(x - 3).

21. æÕÎË�ÉÉ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï. (Á) ìÅÖÉÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ sinx × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÆÕÎË-

�ÉÊ 1; 
osx; 
os 2x; 
os 3x; : : : ? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ÆÕÎË-

�ÉÀ sin

2

x.

22.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ �ÒÏ ÆÕÎË�ÉÀ sin

k

x

�ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ k.

îÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓ-

ÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁÑ ÉÈ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ (ÎÅ ×ÓÅ

ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÎÕÌÅ×ÙÅ) ÒÁ×ÎÁ 0. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ.

23. (Á) ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ

ÚÁ×ÉÓÉÍÙ? (Â) ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ?

24. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍ ×

ÔÏÍ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ

×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ. (Â) íÏÖÎÏ ÌÉ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏ×Á �ÏÄÉÎ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×� ÎÁ ��ÅÒ×ÙÊ

×ÅËÔÏÒ�?

25. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ x; y ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É

ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏÒÙ x+2y É 2x+y ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
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26. úÁËÏÎÞÉÔØ ÆÒÁÚÕ: ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ (ÏÔÎÏ-

ÓÉÔÅÌØÎÏ x; y; z)

8
>
<
>
:

a

1

x+ b

1

y+ 


1

z = 0

a

2

x+ b

2

y+ 


2

z = 0

a

3

x+ b

3

y+ 


3

z = 0

ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ×ÅËÔÏ-

ÒÙ : : :

27. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÚÁÄÁÞÉ 19 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ ÚÁÄÁÞÉ 20 ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙ.

ëÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R

n

ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n-ÏË

ÞÉÓÅÌ Ó �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.

28. ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù

0
�

1 2 3

4 5 6

7 2 a

1
A

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ?

29. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÒÉ ËÁËÉÈ a ÓÔÏÌÂ�Ù ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù

ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ?

30.

?

éÍÅÅÔÓÑ ÔÒÉ ÌÉÔÒÏ×ÙÈ ÂÁÎËÉ, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ÎÁ ÔÒÉ

ÞÅÔ×ÅÒÔÉ ÔÒÅÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ËÒÁÓËÁÍÉ (ËÁÖÄÁÑ | Ó×ÏÅÊ). òÁÚÒÅ-

ÛÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÌÉ×ÁÔØ ËÒÁÓËÕ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÂÁÎËÉ × ÄÒÕÇÕÀ, ÎÅ �ÅÒÅ-

ÌÉ×ÁÑ ÞÅÒÅÚ ËÒÁÊ É ÔÝÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÍÅÛÉ×ÁÑ ÓÍÅÓØ. �ÁË ÍÏÖÎÏ

�Ï×ÔÏÒÑÔØ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ. îÁÛÁ �ÅÌØ | �ÏÌÕÞÉÔØ ÓÍÅÓØ, × ËÏÔÏ-

ÒÕÀ ×ÓÅ ÔÒÉ ËÒÁÓËÉ ×ÈÏÄÑÔ �ÏÒÏ×ÎÕ. (Á) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØ

ÔÁËÕÀ ÓÍÅÓØ ×Ï ×ÓÅÈ ÂÁÎËÁÈ �ÏÓÌÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ?

(Â) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÕÀ ÓÍÅÓØ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÂÁÎÏË �ÏÓÌÅ

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ?

31.

?

äÁÎÏ n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ 


1

; : : : ; 


n

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÆÕÎË�ÉÉ exp(


1

x); : : : ; exp(


n

x) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

32.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ 
osx; 
os 2x; : : : ; 
osnx ÌÉ-

ÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.
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33. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù

0
�

1 1 1

a b 


a

2

b

2




2

1
A

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÔÒÉ ÞÉÓÌÁ a; b; 
 ÒÁÚÎÙÅ.

34.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÜÔÏÊ ÍÁ-

ÔÒÉ�Ù.

35.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ëÁË ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁ

ÍÁÔÒÉ�Ù ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ?

36.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÏËÉ ÍÁÔÒÉ�Ù

0
�

a

x

b

x




x

a

y

b

y




y

a

z

b

z




z

1
A

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a; b; 


É ÓÒÅÄÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ x; y; z ÎÅÔ ÏÄÉ-

ÎÁËÏ×ÙÈ.

37.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË × ÍÁÔÒÉ�Å ÒÁ×ÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏ

ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×. (óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ × ÍÁÔÒÉ�Å n�n

ÓÔÒÏËÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, ÔÏ É ÓÔÏÌÂ�Ù ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ

÷ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

n

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V, ÅÓÌÉ

ÏÎÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É �ÏÒÏÖÄÁÀÔ V (ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ

×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á).

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁË ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÂÁÚÉÓÎÙÈ.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓ ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ

ËÁË (Á) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ×ÅËÔÏ-

ÒÏ× (ÓÔÁÎÏ×ÑÝÕÀÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÊ �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÌÀ-

ÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ); (Â) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÕÀ ×Ó£

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÅÓÌÉ ÕÄÁÌÉÔØ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞ-

ËÁ �ÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ ÓÏ ×ÓÅÍ V).

3. õËÁÚÁÔØ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Á) R

n

, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ n (Ó �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÍ
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ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ ÞÉÓÌÏ); (Â) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�Å-

ÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n; (×) ÎÁÂÏÒÏ× ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ

ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ; (Ç) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ n, ÉÍÅÀÝÉÈ

ËÏÒÅÎØ 1.

ìÀÂÙÅ Ä×Á ÂÁÚÉÓÁ ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ

�ÏÒÏ×ÎÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ × ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ: ÅÓÌÉ

×ÅËÔÏÒÁ y

1

; : : : ; y

k

×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x

1

; : : : ; x

n

É k > n, ÔÏ

ÜÔÉ k ×ÅËÔÏÒÏ× ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

4. äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ: ÏÄ-

ÎÏÒÏÄÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅ-

ÛÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ.

äÒÕÇÏÊ ×ÁÒÉÁÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á: ÅÓÌÉ × ×ÙÒÁÖÅÎÉÑÈ ×ÅËÔÏ-

ÒÏ× y

1

; : : : ; y

k

ÞÅÒÅÚ x

1

; : : : ; x

n

ÎÅ ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ x

1

, ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ-

�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï n. åÓÌÉ ÖÅ x

1

×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ, ÓËÁ-

ÖÅÍ, × ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ ÄÌÑ y

1

, ÔÏ ×ÅËÔÏÒÁ y

2

-


2

y

1

; : : : ; y

k

-


k

y

1

�ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÉÈ 


2

; : : : ; 


k

×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x

2

; : : : ; x

n

, É

ÓÎÏ×Á ÍÏÖÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ ÉÎÄÕË�ÉÉ.

5.

?

ðÒÏ×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ.

åÝ£ ÏÄÉÎ ×ÁÒÉÁÎÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ �ÌÅÍÍÙ ûÔÅÊÎÉ-

�Á Ï ÚÁÍÅÎÅ�: ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒÙ y

1

; : : : ; y

i

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ É

×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ x

1

; : : : ; x

k

, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ i

×ÅËÔÏÒÏ× ÓÒÅÄÉ x

1

; : : : ; x

k

ÎÁ y

1

; : : : ; y

i

, ÎÅ ÉÚÍÅÎÉ× ÌÉÎÅÊÎÏÊ

ÏÂÏÌÏÞËÉ.

6.

?

äÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÉÎÄÕË�ÉÑ �Ï i) É ×Ù×ÅÓÔÉ

ÉÚ ÎÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÍ ÞÉÓÌÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÌÀÂÙÈ

Ä×ÕÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.

7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÉÍÅÅÔ ÂÁÚÉÓ ÉÚ n ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ n + 1 ×ÅËÔÏÒÏ× × Î£Í ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á V ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: (1) V ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞ-

ÎÙÊ ÂÁÚÉÓ, É ×ÓÅ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×;

(2) × V ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.

÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ× × ÂÁÚÉÓÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚ-

ÍÅÒÎÏÓÔØÀ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ dimV). ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ
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ÓÌÕÞÁÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×

ÉÌÉ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ×Ó£ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

10. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÆÉÂÏÎÁÞÞÉÅ×ÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ�, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ Ä×ÕÈ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÉÈ. ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ? õËÁÚÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÁÚÉÓ

× ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (�ÒÉ×ÅÄÑ Ñ×ÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ

ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ)

11.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, × ËÏÔÏÒÙÈ (Á) x

n+2

= 2x

n+1

- x

n

;

(Â) x

n+2

= 2x

n+1

- 2x

n

; (×) x

n+3

= 2x

n+2

- x

n+1

+ 2x

n

.

12. �íÁÇÉÞÅÓËÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ� ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÔÁ-

ÂÌÉ�Õ, ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÕÀ ÞÉÓÌÁÍÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÙ �Ï ×ÓÅÍ ÓÔÏÌÂ-

�ÁÍ, ×ÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ É Ä×ÕÍ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÍ ÒÁ×ÎÙ. íÁÇÉÞÅÓËÉÅ

Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï.

îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÕËÁÚÁÔØ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ

Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 2� 2 É 3� 3.

13.

?

îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÍÁÇÉÞÅÓËÉÈ Ë×ÁÄÒÁ-

ÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÁ n� n.

14.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ

�ÒÑÍÏÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ �ÅÒÉÏÄ 1, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏ.

ðÕÓÔØ V | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W �

� V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V, ÅÓÌÉ ×ÍÅ-

ÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ x; y ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÈ ÓÕÍ-

ÍÕ x+y, É ×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅËÔÏÒÙ �x

ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ �. (÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ W ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ

ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÔÅÍÉ ÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ

É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÞÉÓÌÏ.)

15. ëÁËÉÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÙ×ÁÀÔ × (ÏÂÙÞÎÏÍ) ÔÒ£ÈÍÅÒ-

ÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å?

16. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × R

3

, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ

×ÅËÔÏÒÙ h1; 2; 3i É h4; 5; 6i, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ×ÅËÔÏÒ h7; 8; 9i?

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ a

1

; : : : ; a

n

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ a

1

x

1

+ a

2

x

2

+

+ : : :+a

n

x

n

= 0 ÏÂÒÁÚÕÅÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

.
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ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?

18. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ

×ÙÛÅ n �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ P, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ P(1) = 0 É P

0

(1) = 0. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ

�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?

19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ

×ÙÛÅ 10 �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P, ÄÅÌÑ-

ÝÉÈÓÑ ÂÅÚ ÏÓÔÁÔËÁ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ x

5

+x+1. ëÁËÏ×Á ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

ÜÔÏÇÏ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?

20. (Á) ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒ-

ÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ? (Â) ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÅ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÓÅÈ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ?

21. ðÕÓÔØ W

1

É W

2

| �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á W. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ (Á) ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅ-

ÎÉÅ W

1

\W

2

; (Â) ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ W

1

[W

2

; (×) ÉÈ ÓÕÍÍÁ

W

1

+W

2

, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁw

1

+w

2

(ÇÄÅw

1

2W

1

É w

2

2W

2

), ÂÕÄÕÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ?

22. ðÕÓÔØ W | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å W

ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ ÂÁÚÉÓÁ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔ-

ÓÀÄÁ, ÞÔÏ dimW 6 dimV É ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓ-

ÌÉ V =W.

23. ëÁËÏ×Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ

�Å�ÏÞËÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× V

1

� V

2

� : : : � V

k

(×ÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙ) × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å? õËÁÚÁÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉ-

ÂÏ �Å�ÏÞËÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ × R

4

.

24. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍ-

ÍÏÊ Ó×ÏÉÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× W

1

É W

2

, ÅÓÌÉ ÉÈ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ

W

1

\W

2

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, Á ÓÕÍÍÁW

1

+W

2

ÒÁ×ÎÁ ×ÓÅÍÕ V. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÑËÉÊ ×ÅË-

ÔÏÒ ÉÚ V ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

w

1

+w

2

(ÇÄÅ w

1

2W

1

, w

2

2W

2

). (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ

ÓÌÕÞÁÅ dimV = dimW

1

+ dimW

2

.

25.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ �ÏÎÑÔÉÅ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÙ

ÔÒ£È �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.
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26. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÅÓÔØ �ÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ �ÏÄ-

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Þ£ÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÅÞ£ÔÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ. (æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Þ£ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(-x) = f(x)

�ÒÉ ×ÓÅÈ x, É ÎÅÞ£ÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(-x) = -f(x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x.)

27. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× W

1

É W

2

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

dim(W

1

+W

2

) = dimW

1

+ dimW

2

- dim(W

1

\W

2

):

28.

?

ëÁË ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÄÌÑ ÔÒ£È �ÏÄ-

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×?

29.

?

ðÕÓÔØ A;B;C | ÔÒÉ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏÇÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

dimA+ dim(A+ B + C) 6 dim(A + B) + dim(A + C):

ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÜËÚÁÍÅÎÁ

1. íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ. �ÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÌØÓÏÎÁ.

2. �ÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÉ�ÅÒ-

ÂÏÌÏÉÄÁ).

3. æÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑ-

ÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

4. �ÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ{ âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ.

5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÅË.

6. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ: ÅÓÌÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÂÏÌØ-

ÛÅ, ÞÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÏ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ.

7. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ (�äÁÍÁ Ó ÓÏÂÁÞËÏÊ�).

8. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ × R

2

É R

3

: ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ É ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í.

9. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

10. éÎÄÕË�ÉÑ É ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á.

11. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.

12. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏ-

ÇÏ �ÏÌÑ.

13. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÉ. ðÒÅÄÅÌ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á.
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14. áËÓÉÏÍÁ �ÏÌÎÏÔÙ. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ,

ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

15. òÑÄÙ É ÉÈ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ. áÂÓÏÌÀÔÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÒÑÄÙ.

16. îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ É ÉÈ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

17. ðÒÅÄÅÌ ÆÕÎË�ÉÉ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. ðÅÒ×ÙÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ-

ÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ.

18. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ.

19. þÉÓÌÏ e. üËÓ�ÏÎÅÎÔÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ, ×ÔÏÒÏÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ-

ÎÙÊ �ÒÅÄÅÌ.

20. ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ É Å£ Ó×ÏÊÓÔ×Á.

21. �ÅÏÒÅÍÙ æÅÒÍÁ, òÏÌÌÑ, ìÁÇÒÁÎÖÁ. æÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ.

22. íÎÏÇÏÞÌÅÎÙ Ó ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ÁÌÇÅÂÒÙ É Å£ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ.

23. ëÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ.

24. ðÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ, ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÁ �ÉËÌÙ. þ£ÔÎÙÅ É ÎÅÞ£Ô-

ÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ.

25. çÒÕ��Ù, �ÏÄÇÒÕ��Ù. �ÅÏÒÅÍÁ ìÁÇÒÁÎÖÁ.

26. ÷ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. ìÉÎÅÊÎÁÑ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ É ÎÅ-

ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ. ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

27. âÁÚÉÓÙ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.
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úÁÄÁÞÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÇÏÄÁ ÏÈ×ÁÔÙ×ÁÀÔ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÉÎ-

ÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÙÅ ÔÅÍÙ (ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÕ��,

ËÏÌÅ� É �ÏÌÅÊ, ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É ËÏÍ�ÁËÔÎÏÓÔØ,

ÎÁÞÁÌÁ ÔÅÏÒÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÏÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ), ËÏÔÏÒÙÅ

�ÒÉÎÑÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔØ Ë �×ÙÓÛÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ�. ðÏÓÌÅÄÎÉÊ ÌÉÓÔÏË

(�òÁÚÎÏÅ�) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÔÅÍÙ.

ðÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ: ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ

1. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x lnx- x.

2. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ ln((1 + x)=(1 - x)).

3. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ ln(x +

p

1 + x

2

).

4. îÁÊÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ

1
3

ln

1 + x

p

1 - x+ x

2

+

1

p

3

ar
tg

x

p

3

2 - x

(ÏÔ×ÅÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ x).

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Þ£ÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÅÞ£ÔÎÁ É

ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ �ÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

ÔÁËÖÅ �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

7. æÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ É �ÅÒÉÏ-

ÄÉÞÎÁ (ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ T, ÞÔÏ f(x+ T) =

= f(x) ÄÌÑ ×ÓÅÈ x). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f

0

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ×

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË.

8.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ×ÓÅÊ

�ÒÑÍÏÊ, �ÒÉÞ£Í f(x) ! 0 �ÒÉ x ! 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n+ 1 ÎÕÌÅÊ, ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f

ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÎÕÌÅÊ.

9. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅ

ËÒÁÔÎÏÓÔØ ËÏÒÎÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Ó ÏÂÒÁÝÅÎÉÅÍ × ÎÕÌØ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÙÈ.

10. (Á) îÁÊÔÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ x + 1=x

�ÒÉ x > 0. (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ x+10=x. (×) �ÏÔ

ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ x

10

+ 1=x.
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11. ëÁË ÒÅÛÉÔØ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÎÅ-

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ?

12. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

3

- x = a (× ÚÁ×É-

ÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ a).

13. ëÁËÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ x

3

- 4x �ÒÉ -1 < x < 2?

14. îÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ

x

e

x

�ÒÉ x > 0.

15.

?

ëÁËÏ×Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÑ �ÒÑÍÏÊ Ó ÇÒÁÆÉËÏÍ y = x

5

?

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ e

x

> 1 + x �ÒÉ ×ÓÅÈ x.

17.

?

òÅÛÉÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï e

x

> 1 + x+ x

2

=2.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(1 + h) 6 h �ÒÉ ×ÓÅÈ h > -1.

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ln(1 + h) > h - h

2

=2 �ÒÉ ×ÓÅÈ h > 0.

20. äÏËÁÚÁÔØ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ ÔÁËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (�ÒÉ x > 0):


osx 6 1; sinx 6 x; 
osx > 1 - x

2

=2; sinx > x - x

3

=6;


osx 6 1 - x

2

=2 + x

4

=24. ëÁË �ÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜÔÕ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ?

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ x lnx > x- 1 �ÒÉ x > 1.

22.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (1 + 1=x)

x+1

ÕÂÙ×ÁÅÔ Ó ÒÏ-

ÓÔÏÍ x (�ÒÉ x > 0).

23.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÁ (1 + 1=x)

x

×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏ-

ÓÔÏÍ x (�ÒÉ x > 0).

24.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ sinx > (2=�)x �ÒÉ 0 < x < �=2.

25.

?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ËÒÉ×ÙÈ (ÇÉ�ÅÒÂÏÌ) xy = 


(ËÁÖÄÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ 
 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ Ó×ÏÑ ËÒÉ×ÁÑ).

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �Ï×ÏÒÏÔÅ ÎÁ 45

Æ

ÜÔÉ ËÒÉ×ÙÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ ×

ËÒÉ×ÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á x

2

-y

2

= 
. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÒÉ×ÙÅ Ä×ÕÈ

ÜÔÉÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ

�ÏÄ �ÒÑÍÙÍ ÕÇÌÏÍ (ËÁÓÁÔÅÌØÎÙÅ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙ).

26. îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï âÅÒÎÕÌÌÉ (1 + x)

n

> 1+ nx �ÒÉ ÎÅÏÔÒÉ-

�ÁÔÅÌØÎÏÍ x É �ÅÌÏÍ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÍ n ÏÞÅ×ÉÄÎÏ (ÒÁÓËÒÙ-

×ÁÅÍ ÓËÏÂËÉ). ÷ÙÑÓÎÉÔØ, ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÅÝ£ �ÁÒ (x; n) ÏÎÏ ×ÅÒÎÏ

(�ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ x > -1, ÞÔÏÂÙ ×ÏÚ×ÅÄÅÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎØ ÉÍÅÌÏ

ÓÍÙÓÌ).

27.

?

ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p É q ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ 1=p + 1=q =

= 1 (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÔÁË ÂÕÄÅÔ �ÒÉ p = q = 2). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

xy 6 x

p

=p+ y

q

=q ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y > 0.



úÁÄÁÞÉ 1999{ 2000 ÇÏÄÁ 201

28.

?

÷ÙÒÁÖÅÎÉÅ f

0

(x)=f(x) ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ-

ÞÅÓËÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ� ÆÕÎË�ÉÉ f × ÔÏÞËÅ x. þÅÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ

ÔÁËÏÅ ÎÁÚ×ÁÎÉÅ?

29. íÎÏÇÏÞÌÅÎ P É ×ÓÅ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ ×

ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÅ a 2 R. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ

ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P ÍÅÎØÛÅ a.

30.

?

÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ

ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (ÆÕÎË�ÉÉ, ÉÍÅÀÝÅÊ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ×ÓÅÈ �ÏÒÑÄËÏ×), Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÊ ÎÁ ×ÓÅÊ ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ?

31.

?

ðÁÒÁÂÏÌÙ y = x

2

+ 
 É x = y

2

+ d �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ 
 É d ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ (x; y).

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÅ xy = 1=4.

32.

?

ðÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ Ä×ÉÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ; Å£ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ × ÍÏ-

ÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÒÁ×ÎÙ (x(t); y(t)). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ

(x

0

(t); y

0

(t)) × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ

ÒÁÄÉÕÓ-×ÅËÔÏÒÕ (x(t); y(t)). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

33.

?

�ÅÌÏ ÍÁÓÓÙ m Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï �ÒÑÍÏÊ × ÓÉÌÏ×ÏÍ �ÏÌÅ

Ó �ÏÔÅÎ�ÉÁÌÏÍ U (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, U | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅ-

ÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ É -U

0

(x) ÅÓÔØ ÓÉÌÁ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÁÑ × ÔÏÞËÅ x).

�ÏÇÄÁ �Ï ×ÔÏÒÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ îØÀÔÏÎÁ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x(t) ÔÅ-

ÌÁ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ: x

00

(t) =

= -U

0

(t)=m. äÏËÁÚÁÔØ ÚÁËÏÎ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ ÜÎÅÒÇÉÉ: ×ÅÌÉÞÉÎÁ

U(x(t)) +m(x

0

(t))

2

=2 �ÏÓÔÏÑÎÎÁ.

34.

?

îÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÌÅÖÉÔ ÔÅÌÏ ×ÅÓÁ P, ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÔÒÅÎÉÑ ÒÁ×ÅÎ k. ðÏÄ ËÁËÉÍ ÕÇÌÏÍ Ë ÇÏÒÉÚÏÎÔÕ ÎÁÄÏ

ÅÇÏ ÔÑÎÕÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÅÇÏ ÂÙÌÏ ÌÅÇÞÅ ×ÓÅÇÏ? ëÁËÁÑ ÓÉÌÁ

�ÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ?

35.

?

�ÏÞËÁ (x(t); y(t)) Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ. þÔÏ ÍÏÖÎÏ

ÓËÁÚÁÔØ Ï Å£ Ä×ÉÖÅÎÉÉ, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ (x

0

(t); y

0

(t)) �ÒÉ

×ÓÅÈ t �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ ×ÅËÔÏÒÕ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ (x

00

(t); y

00

(t))?

36.

?

æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ É Ä×ÁÖÄÙ

ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ×ÎÕÔÒÉ ÎÅÇÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍ f(0) = f(1) = 0

É f(x) = 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ x 2 (0; 1). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

jf

00

(y)j > 4 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ y 2 (0; 1).
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37.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ É ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ (1;+1), �ÒÉÞ£Í jf

0

(x)j 6 1=x

2

. (Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ f(x) �ÒÉ x!1? (Â) �ÏÔ ÖÅ

×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ jf

0

(x)j 6 1=x.

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ

1. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (Á) Ó 5 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É 6 ÇÒÁ-

ÎÑÍÉ; (Â) Ó 5 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É 5 ÇÒÁÎÑÍÉ.

2. âÙ×ÁÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ 1998 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ

ÇÒÁÎÅÊ?

3. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) : : : 1997 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ?

4. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÉËÉ, ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ

Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ, É × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ

ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ. (éÈ �ÑÔØ: ÔÅÔÒÁÜÄÒ, ËÕÂ, ÏËÔÁÜÄÒ,

ÉËÏÓÁÜÄÒ É ÄÏÄÅËÁÜÄÒ; ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÜÄÒ� × ÉÈ ÎÁÚ×ÁÎÉÑÈ?)

5. îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ×ÉÄ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉ-

ËÏ× ÉÚ ÔÏÞËÉ, ÂÌÉÚËÏÊ Ë �ÅÎÔÒÕ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ É ÎÁÈÏÄÑÝÅÊ-

ÓÑ ×ÎÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. (ïÄÎÕ ÇÒÁÎØ ×ÓËÒÙÌÉ É ÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÒÅÚ

ÎÅ£ ×ÎÕÔÒØ; ÞÔÏ ÍÙ Õ×ÉÄÉÍ?)

6. ïÔ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÏÔÒÅÚÁÌÉ ÍÁÌÅÎØËÕÀ �ÉÒÁ-

ÍÉÄËÕ. ëÁË ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, Ò£ÂÅÒ É ÇÒÁÎÅÊ? þÔÏ

�ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ×ÅÌÉÞÉÎÏÊ ÷ + ç- ò?

7. ÷ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ | ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ. ëÁË Ó×Ñ-

ÚÁÎÙ ÞÉÓÌÏ ÇÒÁÎÅÊ É ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ?

8. ÷ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ ÔÒÉ ÒÅÂÒÁ.

ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ É ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ?

9. ëÁË ÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ ÷+ ç- ò, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÍÎÏ-

ÇÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ?

10. æÕÔÂÏÌØÎÙÊ ÍÑÞ ÓËÌÅÅÎ ÉÚ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× É �ÑÔÉ-

ÕÇÏÌØÎÉËÏ×, × ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÑÔÓÑ �Ï ÔÒÉ ËÕÓËÁ. óËÏÌØ-

ËÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÏ? ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÚÁ×É-

ÓÉÔ ÏÔ Ó�ÏÓÏÂÁ ÓËÌÅÊËÉ?

* * *

11. ÷ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ | �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÉ Ó

ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ, ÎÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË ÎÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÊ. íÏÖÅÔ

ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ?
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12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ×Ù�ÕËÌÏÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÅ ÅÓÔØ Ä×Å

ÇÒÁÎÉ Ó ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÒÏÎ.

13. íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË (�ÕÓÔÏÊ ×ÎÕÔÒÉ) ÒÁÚÒÅÚÁÌÉ ÎÁ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÇÒÁ-

ÎÉ É �ÏÓÌÁÌÉ �Ï �ÏÞÔÅ, Á �ÏÔÏÍ ÓËÌÅÉÌÉ. íÏÇ ÌÉ �ÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÉË ÄÒÕÇÏÊ ÆÏÒÍÙ?

14. îÁÊÔÉ ×ÓÅ �ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÉ �ÒÁ×ÉÌØÎÙÅ� ×Ù�ÕËÌÙÅ ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÉËÉ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÓÅ ÇÒÁÎÉ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÔÏÒÏÎ É

× ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ).

15. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏ-

ÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÅÓÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ Ë ÎÅÍÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÏÌØËÏ

ÖÅ ÇÒÁÎÅÊ, ÓËÏÌØËÏ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ×ÅÒÛÉÎ, ÓËÏÌØ-

ËÏ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÎÅÊ, É ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ Ò£ÂÅÒ, ÓËÏÌØËÏ Õ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.

îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÄÌÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÁÍ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-

ÎÉËÏ×. ëÁË ×ÌÉÑÅÔ �ÅÒÅÈÏÄ Ë Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ÎÁ ×Å-

ÌÉÞÉÎÕ ÷+ ç- ò?

16. ÷ÎÕÔÒÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁ Ó n ÓÔÏÒÏÎÁÍÉ ×ÚÑÔÏ k ÔÏÞÅË É �ÒÏ-

×ÅÄÅÎÙ ÏÔÒÅÚËÉ, ÒÁÚÂÉ×ÁÀÝÉÅ ÅÇÏ ÎÁ t ÍÅÎØÛÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× Ó

×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ; ÞÉÓÌÏ ÉÈ ÓÔÏÒÏÎ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ

n

1

; n

2

; : : : ; n

t

. ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÓÕÍÍÕ ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ× ÜÔÉÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×

Ä×ÕÍÑ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ (ÇÒÕ��ÉÒÕÑ ÉÈ �Ï ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍ É �Ï ×ÅÒÛÉ-

ÎÁÍ). ðÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ Ò£ÂÅÒ ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀ-

ÄÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÷+ ç - ò = 1 ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÉ.

17. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÷+ ç- ò = 1 ÄÌÑ ÓÅÔÉ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ×,

ÒÁÚÒÅÚÁ× ÉÈ ÎÁ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ É ÕÄÁÌÑÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÉ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ.

18. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÏ ÷+ ç - ò ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÇÏ ÂÕÂÌÉËÁ?

19. íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ × Ä×Á �×ÅÔÁ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ

×ÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Á ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÎÅÔ? ëÏÇÄÁ ×ÏÏÂÝÅ

ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ? (ëÒÉÔÅÒÉÊ �ÒÉÄÕÍÁÔØ �ÒÏÓÔÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÕÄ-

ÎÅÅ.)
20.íÙ ÈÏÔÉÍ ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ Ó ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙ-

ÍÉ ÇÒÁÎÑÍÉ × ÔÒÉ �×ÅÔÁ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÏÓÅÄÎÉÅ ×ÅÒÛÉÎÙ (ËÏÎ�Ù ÌÀÂÏÇÏ

ÒÅÂÒÁ) ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. äÌÑ ËÁËÉÈ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ×ÁÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-

ÎÉËÏ× ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, Á ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÎÅÔ? ëÏÇÄÁ ×ÏÏÂÝÅ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?

(ëÒÉÔÅÒÉÊ �ÒÉÄÕÍÁÔØ �ÒÏÓÔÏ, ÓÔÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÕÄÎÅÅ.)

21. çÏÒÉÓÔÙÊ ÏÓÔÒÏ× × ÍÏÒÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ×ÅÒÛÉÎ (×Ï ×ÓÅ

ÓÔÏÒÏÎÙ Ó�ÕÓË), ËÏÔÌÏ×ÉÎ (×Ï ×ÓÅ ÓÔÏÒÏÎÙ �ÏÄß£Í) É �ÅÒÅ×ÁÌÏ× (×

ÏÄÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ Ó�ÕÓË, × ÄÒÕÇÏÍ �ÏÄß£Í). ëÁË ×ÙÇÌÑÄÑÔ ×ÅÒÛÉ-

ÎÙ, ËÏÔÌÏ×ÉÎÙ É �ÅÒÅ×ÁÌÙ ÎÁ ËÁÒÔÅ, ÇÄÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ �ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ�

(ÌÉÎÉÉ ÒÁ×ÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ)? äÌÑ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ, ËÏÔÌÏ×ÉÎ É �ÅÒÅ×ÁÌÏ×
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ÅÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÅ üÊÌÅÒÁ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÆÏÒÍÕÌÁ?

ëÁË ×Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅ£ ÆÏÒÍÕÌÕ üÊÌÅÒÁ?

÷Ù�ÕËÌÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ

æÕÎË�ÉÑ f, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ (ÏÔÒÅÚËÅ, ÉÎÔÅÒ-

×ÁÌÅ, ÌÕÞÅ, ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ) É �ÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÏÊ ×ÎÉÚ, ÅÓÌÉ Å£ ÇÒÁÆÉË ÎÁ ÌÀÂÏÍ

ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, ×ÈÏÄÑÝÅÍ × ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÌÅÖÉÔ ÎÅ ×Ù-

ÛÅ ÈÏÒÄÙ (a; f(a)) { (b; f(b)). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï-

ÎÑÔÉÅ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ××ÅÒÈ.

1. ëÁËÉÅ ÉÚ ÉÚÏÂÒÁÖ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÇÒÁÆÉËÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ.

ÒÉÓ. 26) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×Ù�ÕËÌÙÍÉ ×ÎÉÚ (××ÅÒÈ)?

òÉÓ. 26

2. òÁÚÂÉÔØ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ

ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÕÞÁÓÔËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÞÁÓÔËÅ ÆÕÎË�ÉÑ

ÂÙÌÁ ×Ù�ÕËÌÁ ××ÅÒÈ ÉÌÉ ×ÎÉÚ.

3. æÕÎË�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ a É b ÉÚ Å£ ÏÂÌÁÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

f((a+b)=2) 6 (f(a)+ f(b))=2. (õËÁÚÁÎÉÅ: ËÁËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅ-

ÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á?)

4. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

f

�

1
3

a+

2
3

b

�

6

1
3

f(a) +

2
3

f(b):

5. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-

ÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ f(�x+ �y) �ÒÉ �;� > 0 É �+ � = 1.
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6. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ

ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×Ù�ÕË-

ÌÏÓÔÉ.

7.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ×Ù�ÕËÌÁÑ (×ÎÉÚ ÉÌÉ ××ÅÒÈ) ÆÕÎË-

�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ

ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÏÔ-

ÒÅÚËÁ?

8. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (ÓÒÅÄÎÅÊ) ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË-

�ÉÉ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (f(b)-f(a))=(b-a). (çÅÏÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ: ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÈÏÒÄÙ.) ðÕÓÔØ ÆÕÎË-

�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ É Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ × ÔÏÞËÁÈ a; b; 
, �ÒÉÞ£Í a 6

6 b 6 
. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄

ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓËÏÒÏÓÔÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ f ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [b; 
℄. (õËÁÚÁÎÉÅ:

ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; 
℄ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ.)

9. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ

ÓÞÉÔÁÔØ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x 7! x

2

×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ. (õËÁÚÁ-

ÎÉÅ: ÕÄÏÂÎÏ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ.)

11.

?

(Á) æÕÎË�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ É ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x 7! (f(x))

2

×Ù�ÕËÌÁ

×ÎÉÚ? (Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ×Ù�ÕËÌÁ

××ÅÒÈ, ÅÓÌÉ f ×Ù�ÕËÌÁ ××ÅÒÈ?

12.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ Ä×ÕÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ×ÎÉÚ [××ÅÒÈ℄

×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ [××ÅÒÈ℄.

13. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; a

2

; a

3

ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ

(ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ

ÓÏÓÅÄÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ a

2

6

2
3

a

3

+

1
3

a

0

.

14. ÷ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a

0

; a

1

; a

2

; : : : ; a

n

ËÁÖÄÙÊ ÞÌÅÎ

(ËÒÏÍÅ ËÒÁÊÎÉÈ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ Ä×ÕÈ

ÓÏÓÅÄÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÁÊÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ

×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ ÉÌÉ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.

15.

?

æÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ �ÒÏÍÅÖÕÔËÅ, É

�ÒÉ ÜÔÏÍ f((x+ y)=2) 6

1
2

(f(x) + f(y)) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É y. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) f(

1
3

x+

2
3

y) 6

1
3

f(x)+

2
3

f(y); (Â) f(�x+�y) 6

6 �f(x) + �f(y) �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �;� > 0, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÙÈ � + � = 1. (×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÎÅ-
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�ÒÅÒÙ×ÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ. (äÌÑ ÒÁÚÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÏ

ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ×ÅÒÎÏ; ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÜËÚÏÔÉÞÅÓËÉÊ �ÒÉÍÅÒ ÓÔÒÏÉÔÓÑ

Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ �ÂÁÚÉÓÁ çÁÍÅÌÑ�.)

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×Ù�ÕËÌÁÑ ×ÎÉÚ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ-

�ÉÒÕÅÍÁ, ÔÏ Å£ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ.

(õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ a < b, ÔÏ f

0

(a) É f

0

(b) ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÓÒÅÄÎÅÊ

ÓËÏÒÏÓÔØÀ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ [a; b℄.)

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ f ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É f

0

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÔÏ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ. (õËÁÚÁ-

ÎÉÅ: �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ ìÁÇÒÁÎÖÁ ÓÒÅÄÎÑÑ ÓËÏÒÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÅÓÔØ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ × �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞËÅ.)

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË-

�ÉÊ ×Ù�ÕËÌÏÓÔØ ×ÎÉÚ [××ÅÒÈ℄ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÉ [ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ℄ ×ÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ. (íÎÅÍÏÎÉÞÅ-

ÓËÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ: ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÉË ÍÏÖÎÏ ÚÁÌÉÔØ ×ÏÄÕ, ×ÔÏÒÁÑ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁË �ÌÀÓ, ÅÓÌÉ ÎÅÌØÚÑ | ÍÉÎÕÓ.)

19. îÁ ËÁËÉÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ×Ù�ÕËÌÙ ×ÎÉÚ É ××ÅÒÈ ÆÕÎË�ÉÉ

(Á) e

x

; (Â) x

n

; (×) lnx; (Ç) sinx; (Ä) tg x? îÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÉÈ

ÇÒÁÆÉËÉ.

20. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆÉË ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ×Ù�ÕËÌÏÊ

×ÎÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ÌÀÂÏÊ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÎÅÍÕ. (õËÁ-

ÚÁÎÉÅ: ËÁÓÁÔÅÌØÎÁÑ × ÔÏÞËÅ (a; f(a)) Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎË�ÉÉ f

ÉÍÅÅÔ ÕÇÌÏ×ÏÊ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ f

0

(a).)

21. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (ÇÒÁ-

ÆÉË ÌÅÖÉÔ ×ÙÛÅ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ (ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ)

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ×Ù�ÕËÌÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

22. äÏËÁÚÁÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

e

x

> 1 + x É lnx 6 x- 1.

23. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a ÇÒÁÆÉË

Ä×ÁÖÄÙ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÌÅÖÉÔ �Ï ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ

ÏÔ ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ. (�ÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÞËÁÍÉ �ÅÒÅÇÉÂÁ.)

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f

00

(a) = 0.

24. æÕÎË�ÉÑ f ×Ù�ÕËÌÁ ×ÎÉÚ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f

�

1
3

x+

1
3

y+

+

1
3

z

�

6

1
3

f(x) +

1
3

f(y) +

1
3

f(z) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÏÞÅË x; y; z.

25.

?

ïÂÏÂÝÉÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ

n ÔÏÞÅË É ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ×.
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ìÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V × ×ÅËÔÏÒÎÏÅ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ

1) '(x+y) = '(x)+'(y) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× x; y 2 V;

2) '(�x) = �'(x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x 2 V É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ �.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁÔÏ-

ÒÁÍÉ.

1. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÎÕ-

ÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ × ÎÕÌÅ×ÏÊ. (Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ-

ÎÉÅ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ?

(×) íÏÖÅÔ ÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÅÒÅ×ÅÓÔÉ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ-

×ÉÓÉÍÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÅ?

2. (Á) ñÄÒÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

×ÓÅÈ ×ÅËÔÏÒÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ × ÎÕÌØ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÑÄÒÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' : V ! W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á V. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ker'. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�Å-

ÒÁÔÏÒ ' ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÑÄÒÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎ

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÌÏÖÅÎÉÅÍ (�ÅÒÅ×ÏÄÉÔ ÒÁÚÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÒÁÚÎÙÅ).

(×) ïÂÒÁÚÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' : V ! W ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á W.

3. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ä×ÕÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×

'; : V ! W Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ. (Â) ðÕÓÔØ

' : U ! V É  : V ! W | ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ  ' : U ! W, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

 '(x) =  ('(x)), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ. þÔÏ ÍÏÖ-

ÎÏ ÓËÁÚÁÔØ �ÒÏ ÑÄÒÏ É ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ? (åÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

ÔÁËÖÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×  É '.)

4. (Á) ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : V!W, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ×ÚÁÉÍ-

ÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÍ ÍÅÖÄÕ V É W, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÂÁÚÉÓ

�ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÂÁÚÉÓ. (óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁ-

ËÏ×ÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ.) (×) ä×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ

ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ, ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ. äÏ-
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ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆ-

ÎÙ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÂÁÚÉÓÙ É ÓÏÈÒÁÎÑÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.)

5. (Á) ðÕÓÔØ ' : V!W | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁ-

ÔÏÒ, w

1

; : : : ; w

k

| ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Im', Á v

1

; : : : ; v

l

|

ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ker'. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒÙ v

1

; : : : ; v

l

×ÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ �ÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ×ÅËÔÏÒÏ× w

1

; : : : ; w

k

ÏÂÒÁÚÕÀÔ

ÂÁÚÉÓ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V. (Â) ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ dimKer' +

+ dim Im' = dimV.

6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒ D ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n. ëÁËÏ×Ù ÅÇÏ ÑÄÒÏ

É ÏÂÒÁÚ? �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎÉ D

k

(k-ËÒÁÔÎÏÇÏ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÒÏ×ÁÎÉÑ).

üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R

n

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ n ÞÉ-

ÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ËÁË ÓÔÒÏËÉ (x

1

; : : : ; x

n

) ÉÌÉ ËÁË

ÓÔÏÌÂ�Ù

0
B
�

x

1

.
.
.

x

n

1
C
A

. ðÒÉ n = 1 ÜÌÅÍÅÎÔÙ R

n

| ÜÔÏ ÞÉÓÌÁ, �ÒÉ

n = 2 | ÔÏÞËÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÒÉ n = 3 | ÔÏÞËÉ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É Ô. �.

7. (Á) îÁÊÔÉ ÏÂÝÉÊ ×ÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÚ R × R

2

É ÉÚ R

2

× R. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÔÁËÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÚÁÄÁÀÔÓÑ �ÁÒÏÊ ÞÉ-

ÓÅÌ.) (Â) ìÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : R

2

! R

2

ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ×ÅËÔÏ-

ÒÙ

�

1
0

�

É

�

0
1

�

× ×ÅËÔÏÒÙ

�

a
b

�

É

�




d

�

. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁÂÌÉ�Á

�

a 


b d

�

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ '. îÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚ �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ

�

x

y

�

ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÔÁËÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.

8. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï×ÏÒÏÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ×Ï-

ËÒÕÇ ÎÕÌÑ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÕÇÏÌ ' Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁ-

ÔÏÒÏÍ, É ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅ-

ÒÅÚ ÎÕÌØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ. îÁÊÔÉ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ

ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÓÅÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ É �ÒÑÍÏÊ y = x.

9. ïÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÑ R

2

Ó ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ, ÎÁÊÔÉ ÍÁ-

ÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ z 7! (a+bi)z, ÇÄÅ a+bi | ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.
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10. ï�ÅÒÁÔÏÒÙ '; : R

2

! R

2

ÉÍÅÀÔ ÍÁÔÒÉ�Ù

�

a b


 d

�

É

�

p q

r s

�

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÈ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ' .

11.

?

ëÁË �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ËÏÓÉÎÕÓÁ É ÓÉÎÕÓÁ ÓÕÍÍÙ,

ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ?

12. ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; 
; d Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

�

a b


 d

�

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ? îÁÊÔÉ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-

�Ù (ÍÁÔÒÉ�Ù ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ).

13. (Á) ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : R

2

! R

2

ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ

�

1 1

0 1

�

.

îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ '

n

(ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ, ÉÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÑ, n ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ '). (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

�

0 1

1 0

�

. (×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ Ï�Å-

ÒÁÔÏÒÁ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

�

0 1

1 1

�

. (õËÁÚÁÎÉÅ: × ÏÔ×ÅÔ ×ÈÏÄÑÔ ÞÉÓÌÁ

æÉÂÏÎÁÞÞÉ.)

14.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : R

2

! R

2

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

'

2

= 0, ÎÏ ' 6= 0?

15.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : R

2

! R

2

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

'

3

= 0, ÎÏ '

2

6= 0?

16.

?

ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ' : R

2

! R

2

, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

'

2

= '.

17. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × ÓÅÂÑ �ÒÑÍÙÅ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × �ÒÑÍÙÅ.

18.

?

éÍÅÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊËÁ-ÒÅÊÓÛÉÎÁ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÁÑ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ

�ÒÑÍÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ, Á ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÏÄÉÔØ �ÒÑÍÕÀ,

�ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÑ-

ÍÏÊ. (Á) íÏÖÎÏ ÌÉ Ó Å£ �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÔÒÉ

ÒÁ×ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ? (Â) íÏÖÎÏ ÌÉ Ó Å£ �ÏÍÏÝØÀ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ

�Ï�ÏÌÁÍ?

19.

?

÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓÅ-

ÂÑ �ÅÒÅ×ÏÄÉÔ �ÒÑÍÙÅ × �ÒÑÍÙÅ É ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÁ ÍÅÓÔÅ ÎÁÞÁÌÏ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ.

20.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ �ÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÏÓØ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ.
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íÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ðÕÓÔØM | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÕ-

ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÏÞËÁÍÉ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏM Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË x; y 2M Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÅÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ �(x; y), �ÒÉÞ£Í:

1) �(x; x) = 0 É �(x; y) > 0 �ÒÉ x 6= y;

2) �(x; y) = �(y; x) �ÒÉ ×ÓÅÈ x; y;

3) �(x; z) 6 �(x; y) + �(y; z) �ÒÉ ×ÓÅÈ x; y; z (ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï

ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ).

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ R

n

ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ �ÏÌÏÖÉÔØ

(Á) �(hx

1

; : : : ; x

n

i; hy

1

; : : : ; y

n

i) = max

i=1;:::;n

(jx

i

- y

i

j);

(Â) �(hx

1

; : : : ; x

n

i; hy

1

; : : : ; y

n

i)=jx

1

- y

1

j + : : :+ jx

n

- y

n

j.

2.

?

�Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ Å×ËÌÉÄÏ×Á ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ

�(hx

1

; : : : ; x

n

i; hy

1

; : : : ; y

n

i)=

q

jx

1

-y

1

j

2

+ : : :+jx

n

-y

n

j

2

:

3.

?

ðÒÉ ËÁËÉÈ p > 0 ÆÏÒÍÕÌÁ

�(hx

1

; : : : ; x

n

i; hy

1

; : : : ; y

n

i)=

�

jx

1

-y

1

j

p

+: : :+jx

n

-y

n

j

p

�

1=p

ÚÁÄÁ£Ô ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × R

n

?

4.

?

(Á) ïÂÒÁÚÕÀÔ ÌÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÒÑÍÙÅ

(× ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å), �ÒÏÈÏÄÑÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞ-

ËÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ �ÒÑÍÙÍÉ (ÍÅÎØÛÉÊ

ÉÚ Ä×ÕÈ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ �=2)? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÅÊ, �ÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

ïÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ r > 0 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ x ÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏ-

ÞÅË y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �(x; y) < r. (îÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(x; y) 6 r

ÚÁÄÁ£Ô ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ.)

5. (Á) ä×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1=2 × ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,

ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÉÈ �ÅÎÔÒÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ 1? (Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ

ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

6. ä×Á ÛÁÒÁ, ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ × Ä×Á ÒÁÚÁ,

�ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ×ÅÌÉÞÉÔØ ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ ×ÔÒÏÅ

(ÎÅ ÍÅÎÑÑ �ÅÎÔÒÏ×), ÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÛÁÒÏ× ÂÕÄÅÔ ÌÅÖÁÔØ × ÄÒÕÇÏÍ.
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7.

?

íÏÖÅÔ ÌÉ ÛÁÒ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÌÅÖÁÔØ ×ÎÕÔÒÉ ÛÁÒÁ

ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ É ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÎÉÍ?

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(x; y), ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ �ÒÉ x = y

É ÅÄÉÎÉ�Å �ÒÉ x 6= y, �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. (�ÁËÁÑ ÍÅÔÒÉËÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓ-

ËÒÅÔÎÏÊ.)

9. ðÕÓÔØ M | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó

ÍÅÔÒÉËÏÊ �. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ

�

0

(x; y) = min(�(x; y); 1)

ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ).

10. ðÕÓÔØM| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÇÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÁ �ÌÏÓ-

ËÏÓÔÉ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ �(T

1

; T

2

), ÒÁ×ÎÁÑ �ÌÏÝÁÄÉ ÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔÉ T

1

É T

2

, ÍÅÔÒÉËÏÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å?

11. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÑÍÉ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ËÁË ÞÉÓÌÏ ÍÅÓÔ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÏÔ-

ÌÉÞÁÀÔÓÑ. îÁ�ÒÉÍÅÒ, �(00111; 10101) = 2. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÔÁ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁ£Ô ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å B

n

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ n. ïÎÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉËÏÊ

èÜÍÍÉÎÇÁ. (Â) óËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ (ÚÁÍËÎÕÔÙÊ) ÛÁÒ

ÒÁÄÉÕÓÁ 1 × ÍÅÔÒÉËÅ èÜÍÍÉÎÇÁ? (×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÛÁÒÁ

ÒÁÄÉÕÓÁ 2.

12.

?

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕËÁÚÁÔØ 100 �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É

ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ 10, ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ÂÙ �Ï

ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ × ÔÒ£È �ÏÚÉ�ÉÑÈ?

13.

?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ Î£Í ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

�(hx

0

; x

1

; : : : i; hy

0

; y

1

; : : : i) ËÁË 2

-n

, ÇÄÅ n | ÎÏÍÅÒ �ÅÒ×ÏÊ

�ÏÚÉ�ÉÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ âÜÒÁ). (åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ�, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×Á-

ÀÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ëÁÎÔÏÒÁ.)

14. ðÕÓÔØ X| �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁ-
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ÞÅÎÉÑÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X. âÕÄÅÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ

�(f; g) = sup

x

jf(x) - g(x)j

ÍÅÔÒÉËÏÊ?

15. ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ n ÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× M

1

; : : : ;M

n

�Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ

ÍÅÔÒÉËÁÍÉ ÎÁ R

n

?

ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÍÁÔÒÉ�Ù, ÒÁÎÇ

1. ðÕÓÔØ U, V| ×ÅËÔÏÒÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á É u

1

; : : : ; u

n

|

ÂÁÚÉÓ × U. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : U ! V

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ u

1

; : : : ; u

n

(ÅÓÌÉ Ä×Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÎÁ u

1

; : : : ; u

n

, ÔÏ ÏÎÉ ÒÁ×ÎÙ).

(Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ '(u

1

); : : : ; '(u

n

) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù-

ÂÒÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× v

1

; : : : ; v

n

2 V ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ u

i

× v

i

�ÒÉ ×ÓÅÈ i = 1; : : : ; n.

ðÕÓÔØ ' : U ! V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁ-

ÚÉÓÙ u

1

; : : : ; u

n

É v

1

; : : : ; v

m

× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ U É V. òÁÚ-

ÌÏÖÉÍ ×ÅËÔÏÒÙ '(u

1

); : : : ; '(u

n

) �Ï ÂÁÚÉÓÕ v

1

; : : : ; v

m

É ÓÏ-

ÓÔÁ×ÉÍ ÔÁÂÌÉ�Õ ÉÚ m ÓÔÒÏË É n ÓÔÏÌÂ�Ï× (i-ÙÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ '(u

i

) �Ï ÂÁÚÉ-

ÓÕ v

1

; : : : ; v

m

). üÔÁ ÔÁÂÌÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ m � n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁ-

ÔÒÉ�ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' × ÂÁÚÉÓÁÈ u

1

; : : : ; u

n

É v

1

; : : : ; v

m

.

2. úÁ�ÉÛÅÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ × ×ÉÄÅ ÆÏÒÍÕÌÙ: ÅÓÌÉ jja

lk

jj | ÍÁ-

ÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A × ÂÁÚÉÓÁÈ u

1

; : : : ; u

n

É v

1

; : : : ; v

m

, ÔÏ

'(u

k

) =

X

l

a

lk

v

l

:

÷ ËÁËÉÈ �ÒÅÄÅÌÁÈ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÉÎÄÅËÓ ÓÕÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ l É ÇÄÅ ×

ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a

lk

ÓÔÏÉÔ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ, Á

ÇÄÅ | ÎÏÍÅÒ ÓÔÏÌÂ�Á?

3. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ y

1

; : : : ; y

m

×ÅËÔÏÒÁ

'(u) × ÂÁÚÉÓÅ v

1

; : : : ; v

m

, ÅÓÌÉ ×ÅËÔÏÒ u ÉÍÅÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

x

1

; : : : ; x

n

× ÂÁÚÉÓÅ u

1

; : : : ; u

n

, Á Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ

jja

ij

jj × ÜÔÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.
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4. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á U × ÄÁÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï V ÓÁÍÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒ-

ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ dimU = n

É dimV = m?

5. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U;V;W, × ËÁ-

ÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÂÁÚÉÓ, É Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏ-

ÒÁ ' : U! V É  : V!W. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ  ', ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ Å£ ÞÅÒÅÚ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×  

É ' × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.

ï�ÅÒÁ�ÉÑ Ó ÍÁÔÒÉ�ÁÍÉ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ, ÎÁÚÙ-

×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÍÁÔÒÉ�.

6. (Á) ëÁË ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÏÔÎÏÓÉÔØÓÑ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÁÔÒÉ�, ÞÔÏ-

ÂÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ? (îÁ�ÏÍÉÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ �É-

ÛÅÍ ÓÌÅ×Á ÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÔÏÒÙÍ.)

(Â) âÕÄÅÔ ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ? (×) âÕÄÅÔ

ÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÁÔÒÉ� ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ?

7.

?

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀ-

ÝÉÈ ×ÉÄ

�

a -b

b a

�

, ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ.

(Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈ ×ÉÄ

�

a 5b

b a

�

, ÓÎÏ×Á Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ.

8. õËÁÚÁÔØ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ E ÒÁÚÍÅÒÁ n� n, ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÏÊ EA = A É BE = B ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÁÔÒÉ� A É B ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÏ×.

éÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁÚÍÅÒÁm�n ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÍÁÔÒÉ�ÕA

T

ÒÁÚÍÅÒÁ n �m Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ: (A

T

)

ij

= A

ji

(ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ

ÓÔÒÏËÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

9. úÁËÏÎÞÉÔØ (É ÄÏËÁÚÁÔØ) ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: (AB)

T

= : : :

10.

?

(Á) ïÂÙÞÎÙÊ Ó�ÏÓÏÂ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� 2� 2 ÔÒÅÂÕ-

ÅÔ 8 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ (É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÓÌÏÖÅÎÉÊ). ðÒÉ-

ÄÕÍÁÔØ Ó�ÏÓÏÂ ÏÂÏÊÔÉÓØ 7 ÕÍÎÏÖÅÎÉÑÍÉ (É �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ËÏ-

ÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÓÌÏÖÅÎÉÊ É ×ÙÞÉÔÁÎÉÊ). (õËÁÚÁÎÉÅ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ,

ÎÏ ÂÏÌÅÅ �ÒÏÓÔÁÑ ÚÁÄÁÞÁ | ×ÙÞÉÓÌÉÔØ (a+bi)(
+di) ÚÁ ÔÒÉ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ïÎÁ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÁË: ×ÙÞÉÓÌÉÍ a
, bd É (a+b)(
+

+ d).) (Â) ëÁË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ Ó�ÏÓÏÂ, ÕÍÎÏÖÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù
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4�4, ÓÄÅÌÁ× 49 ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ (×ÍÅÓÔÏ 64 �Ï ÏÂÙÞÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ)?

11. ðÕÓÔØ ' : U! V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, dimU =

= dimV). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Á F (�ÒÉ ÌÀÂÏÍ ×ÙÂÏÒÅ

ÂÁÚÉÓÏ× × U É V) ÂÕÄÅÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ: ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á G,

ÞÔÏ FG = GF = E, ÇÄÅ E | ÅÄÉÎÉÞÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á.

12. (Á) ë×ÁÄÒÁÔÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á A ÉÍÅÅÔ ÌÅ×ÕÀ ÏÂÒÁÔÎÕÀ:

BA = E. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ É �ÒÁ×ÏÊ ÏÂÒÁÔ-

ÎÏÊ: AB = E. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÒÁ×ÁÑ ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÂÕÄÅÔ

É ÌÅ×ÏÊ ÏÂÒÁÔÎÏÊ.

13.

?

÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÅË×ÁÄÒÁÔ-

ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�?

ïÂÒÁÔÎÕÀ Ë A ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ A

-1

.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÏÂÒÁÔÉÍÙÈ ÍÁÔÒÉ�

A É B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ. ëÁË ÎÁÊÔÉ (AB)

-1

,

ÚÎÁÑ A

-1

É B

-1

?

15. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ n � n ÏÂÒÁÔÉÍÏ.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙ?

16. ëÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ m � n ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×

×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁm� 1 É ÍÁÔÒÉ�Ù 1�n?

17. (Á) þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' : U! V,

ÅÓÌÉ �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ × ÂÁÚÉÓÅ u

1

; : : : ; u

n

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á U ×ÅËÔÏÒÁ

Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i É j? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ Ä×ÕÈ

×ÅËÔÏÒÏ× × ÂÁÚÉÓÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á V. (×) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ

×ÅËÔÏÒ u

i

ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ u

i

+ �u

j

, ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ.

(Ç) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÚÁÍÅÎÙ v

i

! v

i

+ �v

j

.

18. (Á) äÁÎ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' : U! V. ðÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ U É V, �ÒÉ ËÏÔÏ-

ÒÙÈ ÍÁÔÒÉ�Á Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ×ÉÄ:'

11

= : : : = '

ss

= 1

�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s 6 min(dimU; dimV), Á ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ s ÏÄ-

ÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ ' (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ

ÂÁÚÉÓÏ×, × ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÔÒÉ�Á ÉÍÅÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ×ÉÄ).

19. üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÁÚÙ×Á-

ÀÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÕ ÓÔÒÏË, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÓÔÒÏËÉ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÞÉ-

ÓÌÏ, �ÒÉÂÁ×ÌÅÎÉÅ Ë ÓÔÒÏËÅ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÒÏËÉ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ

ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏ ÓÔÏÌÂ-
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�ÁÍÉ. (Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�Õ

�

1 2

3 4

�

× ÍÁÔÒÉ-

�Õ

�

1 0

0 1

�

? (Â) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕËÁÚÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÍÁÔÒÉ�Õ

�

1 2

3 4

�

×

ÍÁÔÒÉ�Õ

�

1 0

0 0

�

?

20. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ Å£ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÓÌÅ-

×Á ÉÌÉ Ó�ÒÁ×Á. ï�ÉÓÁÔØ ÜÔÉ ÍÁÔÒÉ�Ù (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒ-

ÎÙÍÉ).

21. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÏÂÒÁÔÉÍÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�.

22. ïÂÏÓÎÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ Ó�ÏÓÏÂ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÏÂÒÁÔÎÏÊ

ÍÁÔÒÉ�Ù Ë ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å A: ×Ù�ÏÌÎÑÀÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅ-

ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù A, �ÒÉ×ÏÄÑ Å£ Ë ÅÄÉÎÉÞ-

ÎÏÊ (�ÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ?) É ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÅÌÁÀÔ ÔÅ ÖÅ

Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù; ÔÏ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÉÔ-

ÓÑ, É ÂÕÄÅÔ A

-1

.

23.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) íÏÖÎÏ ÌÉ �ÒÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂÒÁÔÎÏÊ

ÍÁÔÒÉ�Ù Ó�ÏÓÏÂÏÍ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �Ï�ÅÒÅ-

ÍÅÎÎÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×?

24. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÍÏÖÎÏ �ÒÉ×ÅÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÍÕ × ÚÁÄÁÞÅ 18 ×ÉÄÕ.

25.

?

óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÁ

m � n, ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÅÍÙÅ

ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ? (úÁÍÅÔÉÍ,

ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÍÕ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÀ ÔÁËÖÅ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÁÒÎÏ.)

26.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÙ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ

ÏÄÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ: ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ ÔÏÞËÁ O É Ä×Å �ÏÄ×ÉÖÎÙÅ ÔÏÞËÉ

A É B. úÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÓÄ×ÉÎÕÔØ ÔÏÞËÕ A �ÁÒÁÌÌÅÌØ-

ÎÏ �ÒÑÍÏÊ OB ÉÌÉ ÔÏÞËÕ B �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ �ÒÑÍÏÊ OA. ï�ÉÓÁÔØ

×ÓÅ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÔÁËÉ-

ÍÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÍÉ.
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27. ðÕÓÔØ ' : U ! V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ, Á F | ÅÇÏ

ÍÁÔÒÉ�Á (× ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Im' ÒÁ×ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅ-

ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÍÁÔÒÉ�Ù A. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÒÁÎÇÏÍ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' (É ÍÁÔÒÉ�Ù A).

28. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× (É �ÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÉÚ ÒÁÎÇÏ× ÓÏÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÅÊ, Á ÒÁÎÇ ÓÕÍÍÙ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× (ÍÁÔÒÉ�) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÕÍÍÙ

ÒÁÎÇÏ× ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ.

29. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÁÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ÎÁÄ Å£ ÓÔÒÏËÁÍÉ É

ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ.

30. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ É ÚÁÄÁÞÕ 24, �ÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙÈ ÓÔÏÌÂ�Ï× (�ÓÔÏÌÂ�Ï×ÙÊ ÒÁÎÇ�) ÒÁ×ÎÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ

ÞÉÓÌÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÓÔÒÏË (�ÓÔÒÏÞÎÙÊ ÒÁÎÇ�).

31. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÔÒÁÎÓ�Ï-

ÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ.

32.

?

ëÁËÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ m � n �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÙ × ×ÉÄÅ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÚÍÅÒÏ× m� k É k� n? (þÉÓÌÁ m, n

É k ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÙ.)

33.

?

éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ 31.

34.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁ×ÅÎ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÞÉ-

ÓÌÕ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × Å£ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ × ÓÕÍÍÕ ÍÁÔÒÉ� ÒÁÎÇÁ 1.

35. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ

Æ

ax+ by = 
;

dx+ ey = f

ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÎÇ ÍÁÔÒÉ�Ù

�

a b

d e

�

ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÒÁ×ÅÎ ÒÁÎÇÕ Å£ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ-

�Ù

�

a b 


d e f

�

. (üÔÏ �ÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÌÅÇËÏ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ

ÎÁ ÓÉÓÔÅÍÙ Ó ÌÀÂÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ É ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ É ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ëÒÏÎÅËÅÒÁ {ëÁ�ÅÌÌÉ.)

36.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÎÇ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁ×ÅÎ

ÒÁÚÍÅÒÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù, ËÏÔÏ-
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ÒÕÀ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ A ×ÙÞ£ÒËÉ×ÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÏË É

ÓÔÏÌÂ�Ï×.

óÈÏÄÉÍÏÓÔØ, ÏÔËÒÙÔÙÅ É ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

1. äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÅÌÁ É �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔ-

ÒÁÎÓÔ×Á. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x

0

; x

1

; : : : ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÜÔÁ

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀ-

ÓÑ Ë a.

2. ëÁËÉÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÕÔ ÓÈÏÄÑÝÉÍÉÓÑ (Á) ×

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

? (Â) × �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×? (×) × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ?

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ f

0

; f

1

,

f

2

; : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÆÕÎË�ÉÉ f × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ X, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ x �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

ÞÉÓÅÌ f

0

(x); f

1

(x); : : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ f(x). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

åÓÌÉ ÔÏÞËÁ x ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × U ×ÍÅÓÔÅ Ó ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÛÁÒÏÍ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × x (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,

ÅÓÌÉ U ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉÅ Ë x ÔÏÞËÉ), ÔÏÞËÕ x

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U, Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï U

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÔÏÞËÉ x.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÌÀ-

ÂÏÊ Ó×ÏÅÊ ÔÏÞËÉ (×ÓÅ ÅÇÏ ÔÏÞËÉ | ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅ).

íÎÏÖÅÓÔ×Ï, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ,

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

5. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙ-

ÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ

ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÔËÒÙÔÏ. (×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ-

×ÁÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ × �ÕÎËÔÅ (Á) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÔËÒÙÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙÈ

ÛÁÒÏ×.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÅÓÔØ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏ× (ËÒÕÇÏ×).
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8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÅÓÔØ ÏÂß-

ÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ× (Ô. Å.

ÏÔËÒÙÔÙÈ ÛÁÒÏ×).

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÔÏÞÅË ÌÀÂÏ-

ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÂÕÄÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ. (ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,

ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á A.) ïÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É ÉÎÏ-

ÇÄÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Int(A).

10. (Á) íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ Int(A \ B) = Int(A) \

\ Int(B) (ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å)? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

Int(A [ B) = Int(A) [ Int(B).

�ÏÞËÁ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÅÓÌÉ

ÌÀÂÁÑ Å£ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó A. (÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÁË

ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ x 2 A.)

11. ðÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÔÏÞËÏÊ ËÁÓÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ÅÓÌÉ (Á) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0 : : : ;

(Â) x ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ : : : ; (×) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË A, : : :

íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ

Ó×ÏÉ ÔÏÞËÉ ËÁÓÁÎÉÑ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ÛÁÒ ÚÁÍËÎÕÔ.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ-

ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ ÏÔËÒÙÔÏ.

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ É �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÍËÎÕÔÏ.

15. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁA ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ

ÅÇÏ ÔÏÞÅË ËÁÓÁÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØ-

ÛÉÍ ÚÁÍËÎÕÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A, É

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A.

16.

?

ëÁË �ÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A, ËÏÍÂÉÎÉÒÕÑ

Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ×ÚÑÔÉÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ É �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÀ?

17. ëÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÔËÒÙÔÙ É ËÁËÉÅ ÚÁÍËÎÕÔÙ × �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ?

18. òÁÎÅÅ ÍÙ Ï�ÒÅÄÅÌÉÌÉ × R

n

ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÔÒÉË. âÕÄÕÔ

ÌÉ ÏÄÉÎÁËÏ×Ù ËÌÁÓÓÙ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× × ÜÔÉÈ ÍÅÔÒÉËÁÈ?
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19. úÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ. þÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï?

20.

?

íÅÔÒÉËÕ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÚÍÅÎÉÌÉ, ÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ

ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÓÑ. íÏÇÌÁ ÌÉ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÅÓÔÁÔØ ÓÈÏÄÉÔØÓÑ (Ë ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞËÅ)? ÷ÅÒ-

ÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÌÁÓØ,

ÔÏ É ËÌÁÓÓ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÏÓÔÁÌÓÑ ÔÅÍ ÖÅ)?

21.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ.

22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ËÏ-

ÔÏÒÙÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ É ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ (ÎÅ

ÓÞÉÔÁÑ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á É ×ÓÅÊ �ÒÑÍÏÊ).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ó×ÑÚÎÙÍÉ.

23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÓËÏÓÔØ (Ó ÏÂÙÞÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ)

Ó×ÑÚÎÁ.

ðÕÓÔØ A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M. éÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ÉÚ M ÍÅÔÒÉËÁ (ÏÇÒÁÎÉÞÅ-

ÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ) �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ A × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M.

24. (Á) þÉÓÌÏ×ÕÀ �ÒÑÍÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×ÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. âÕÄÕÔ ÌÉ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1) É

ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄ ÏÔËÒÙÔÙ ËÁË �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÑÍÏÊ? ËÁË �ÏÄ-

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÌÏÓËÏÓÔÉ? ÂÕÄÕÔ ÌÉ ÏÎÉ ÚÁÍËÎÕÔÙ (× ÔÏÍ É × ÄÒÕ-

ÇÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å)? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å A �M

Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÉÚ M ÍÅÔÒÉËÏÊ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÂÕÄÕÔ �ÅÒÅÓÅ-

ÞÅÎÉÑ Ó A ÏÔËÒÙÔÙÈ × M ÍÎÏÖÅÓÔ× É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. (×) þÔÏ

ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÚÁÍËÎÕÔÙÈ × A ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ?

ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ �ÌÏÔÎÙÍ (ÉÌÉ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ) ×M, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó M.

25. íÏÖÎÏ ÌÉ �ÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÁË:

�ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ ÉÚ A�?

26.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÌÏÍÁÎÙÈ (ËÕÓÏÞÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ) �ÌÏÔÎÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å C[a; b℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ÏÔ-

ÒÅÚËÅ [a; b℄ ÆÕÎË�ÉÊ.

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ ÔÏÞËÉ x ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÄÏ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á A � M Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÔÏÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÇÒÁÎØ ×ÓÅÈ
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ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ �(x; a) �ÒÉ a 2 A. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: �(x;A).

27. ëÁËÉÅ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÄÁÎÎÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A?

28. ÷ÅÒÎÙ ÌÉ ÔÁËÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ:

(Á) �(x;A)6�(x; y)+�(y;A)? (Â) �(x; y)6�(x;A)+�(y;A)?

(úÄÅÓØ x É y | ÔÏÞËÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, A | ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÅ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.)

29.

?

÷ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ×ÙÂÒÁÎÙ Ä×Á ÎÅ�ÅÒÅÓÅ-

ËÁÀÝÉÈÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á K; L. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ

ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U;V, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

K � U É L � V. (üÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÏ�ÏÌÏÇÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÏÒÍÁÌØ-

ÎÏÓÔØÀ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.)

éÎÔÅÇÒÁÌ

éÎÔÅÇÒÁÌ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ f, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ | ÜÔÏ

�ÌÏÝÁÄØ �ÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ (ÒÉÓ. 27).

a

b

R

b

a

f(x) dx

òÉÓ. 27 òÉÓ. 28

1. (Á) ïÂßÑÓÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ (�ÒÉ a < b < 
)

R




a

f(x)dx =

=

R

b

a

f(x)dx+

R




b

f(x)dx. (Â) ëÁË ÎÁÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ

R

b

a

f(x)dx

�ÒÉ b = a É �ÒÉ b < a, ÞÔÏÂÙ ÓÏÈÒÁÎÉÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï?

2. (Á) ïÂßÑÓÎÉÔØ (ÄÌÑ f; g > 0) ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á

R

b

a

(f(x)+g(x))dx =

R

b

a

f(x)dx+

R

b

a

g(x)dx. (õËÁ-

ÚÁÎÉÅ: �ÒÉÎ�É� ëÁ×ÁÌØÅÒÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Ä×Å ÆÉÇÕÒÙ ÉÍÅÀÔ

ÒÁ×ÎÙÅ �ÌÏÝÁÄÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÔÉËÁÌØÎÁÑ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÅÔ ÉÈ �Ï ÏÔÒÅÚËÁÍ ÒÁ×ÎÏÊ ÄÌÉÎÙ.) (Â) ëÁË ÎÁÄÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ

ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÄÌÑ ÍÅÎÑÀÝÉÈ ÚÎÁË ÆÕÎË�ÉÊ (ÒÉÓ. 28), ÞÔÏÂÙ ÓÏ-

ÈÒÁÎÉÔØ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï?

3.

?

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ

R

2

1

f(x)dx=3. þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ

R

20

10

f

�

x

10

�

dx?

äÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ. ðÕÓÔØ ÆÕÎË-

�ÉÑ f ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄. îÁÂÏÒ ÔÏÞÅË a = x

0

<

< x

1

< : : : < x

n

= b ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚ-
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ËÁ [a; b℄. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÈÎÀÀ ÉÎ-

ÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ

P

(x

i+1

- x

i

) sup ff(x)jx 2 [x

i

; x

i+1

℄g É

ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ.

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) �ÒÉ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÎÏ×ÙÈ ÔÏÞÅË ×ÅÒÈÎÑÑ

ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔÓÑ, Á ÎÉÖÎÑÑ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁ-

ÅÔÓÑ; (Â) ÌÀÂÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ;

(×) ÎÉÖÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ Ó×ÅÒÈÕ, Á ×ÅÒÈ-

ÎÉÅ | ÓÎÉÚÕ, �ÒÉÞ£Í ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ �ÅÒ×ÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ×ÔÏÒÙÈ.

åÓÌÉ ÜÔÉ ÇÒÁÎÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ-

ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄, Á ÉÈ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ | ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌÏÍ.

5. ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÎÅÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏÊ (ÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ)

ÆÕÎË�ÉÉ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÆÕÎË�ÉÑ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

8. éÓ�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ, ÎÁÊÔÉ

R

1

0

xdx.

9.

?

�Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ

R

1

0

a

x

dx.

10.

?

�Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ

R

1

0

x

2

dx.

11.

?

�Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ

R

1

0

x

n

dx �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÎÁÔÕ-

ÒÁÌØÎÏÍ n. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÕÄÏÂÎÏ ×ÚÑÔØ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÏÞÅË ÒÁÚÂÉÅ-

ÎÉÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ �ÒÏÇÒÅÓÓÉÀ 1; q; q

2

; : : : �ÒÉ q < 1.)

12.

?

�Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ

R

�=2

0


osxdx.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÎÔÅ-

ÇÒÉÒÕÅÍÁ (É ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×).

14.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ (ÏÇ-

ÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ) ÆÕÎË�ÉÊ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÏ.

15. éÎÔÅÇÒÁÌ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÒÁ-

×ÅÎ ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.

äÏËÁÚÁÔØ (ÕÔÏÞÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ), ÞÔÏ

16.

R

b

a

f(x)dx +

R




b

f(x)dx =

R




a

f(x)dx;

17. ÅÓÌÉ f 6 g, ÔÏ

R

b

a

f(x)dx 6

R

b

a

g(x)dx;

18.

�
�
�

R

b

a

f(x)dx

�
�
�

6

R

b

a

jf(x)jdx.
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19. æÕÎË�ÉÑ f ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ É �ÅÒÉÏÄÉÞÎÁ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ T.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ ÄÌÉÎÏÊ T ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ

×ÙÂÏÒÁ ÎÁÞÁÌÁ ÏÔÒÅÚËÁ.

20.

?

(Á) ðÕÓÔØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏ× [x

i

; x

i+1

℄ ÎÅËÏÔÏ-

ÒÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ×ÙÂÒÁÎÏ �Ï ÔÏÞËÅ y

i

. óÕÍÍÁ R =

=

P

i

f(y

i

)(x

i+1

- x

i

) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÉÍÁÎÏ×ÏÊ ÓÕÍÍÏÊ (ÏÎÁ

ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÉ, ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ É ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË). ðÕÓÔØ f ÉÎÔÅ-

ÇÒÉÒÕÅÍÁ É ÉÍÅÅÔ ÉÎÔÅÇÒÁÌ I. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÉÍÁÎÏ×Ù ÓÕÍÍÙ

ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë I, ËÏÇÄÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. (Â) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.

21.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉ-

ÓÌÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ.

22.

?

íÏÖÅÔ ÌÉ ×ÓÀÄÕ ÒÁÚÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÂÙÔØ ÉÎÔÅÇÒÉ-

ÒÕÅÍÏÊ?

23.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ

ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Å£ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ

ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ÓÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÒÁÚÎÏÓÔØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ×.

24.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË-

�ÉÑ Ó ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ 0, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁ ÎÅÓÞ£ÔÎÏÍ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Å?

îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔØ × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ

1. äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ f : A! B ×

ÔÏÞËÅ a 2 A × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÈÏÄÑÝÉÈÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É

ÎÁ "-Æ-ÑÚÙËÅ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ. (úÄÅÓØ A É B |

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á; a| ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞ-

ËÁ ÉÚ A.)

2. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f : A ! B ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ×Ï

×ÓÅÈ ÔÏÞËÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ ËÏÇÄÁ �ÒÏ-

ÏÂÒÁÚ f

-1

(U) ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U � B ÏÔËÒÙÔ

× A. (Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ

ÍÎÏÖÅÓÔ×?

3.

?

ðÕÓÔØ M | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ

ÍÅÔÒÉËÏÊ. (Á) ëÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ M ÂÕÄÕÔ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ?

(Â) ëÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ [0; 1℄ [ [2; 3℄ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ×M ÂÕÄÕÔ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍÉ?
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4. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ �(x; y), Ï�ÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ �ÁÒÁÈ ÔÏÞÅË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M, ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÁ ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ M �M ! R. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å M

ÆÕÎË�ÉÑ x 7! �(x;A) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉ-

ÅÍ M × R.

5. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÏÓÔÉ ÓÕÍÍÙ, ÒÁÚÎÏÓÔÉ, �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ É ÞÁÓÔÎÏÇÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.

6. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ x

y

, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ [0;+1)�

� R, ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

7.

?

äÁÎÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏM. ëÁËÉÅ ÅÇÏ �ÏÄÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÕÌÅÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ

(ÎÁ M Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ)?

8. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÈ ÎÁ Ó×ÑÚÎÏÍ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÔÅÏÒÅÍÁ Ï �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÍ ÚÎÁÞÅ-

ÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a É b, ÔÏ �ÒÉ-

ÎÉÍÁÅÔ É ×ÓÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

9.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ Ó×ÑÚÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÒÉ ÎÅ�ÒÅ-

ÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ó×ÑÚÅÎ.

ðÕÓÔØ A É B | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, f : A ! B |

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÍÅÅÔ "-ËÏ-

ÌÅÂÁÎÉÅ × ÔÏÞËÅ a 2 A, ÅÓÌÉ × ÌÀÂÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ a

ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ x É y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ f(x)

É f(y) ÂÏÌØÛÅ ".

10.

?

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " (É ÄÁÎÎÏÊ ÆÕÎË-

�ÉÉ f) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË "-ËÏÌÅÂÁÎÉÑ ÚÁÍËÎÕÔÏ. (Â) ðÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ a Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÒÁÚÒÙ×Á ÆÕÎË�ÉÉ f ÔÏÇÄÁ

É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ f ÉÍÅÅÔ "-ËÏÌÅÂÁÎÉÅ × a ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ". (×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á

ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ËÁË ÓÞ£ÔÎÏÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ

ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.

éÎÔÅÇÒÁÌÙ × �ÒÉÒÏÄÅ

óÍÙÓÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

R

b

a

f(x)dx ÍÏÖÎÏ ÏÂßÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ÍÙ ÒÁÚ-

ÂÉ×ÁÅÍ ÏÔÒÅÚÏË [a; b℄ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, × i-ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÙÂÉÒÁÅÍ ÔÏÞËÕ x

i
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É ×ÙÞÉÓÌÑÅÍ ÓÕÍÍÕ

P

f(x

i

)�x

i

, ÇÄÅ �x

i

ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ i-ÏÊ ÞÁ-

ÓÔÉ. ëÏÇÄÁ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÍÉ, ÓÕÍÍÁ

P

�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

, Á �x

i

| × dx.

1. ðÌÏÝÁÄØ �ÏÄ ÇÒÁÆÉËÏÍ y = f(x) ÏÔ x = a ÄÏ x = b

ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÁË

R

b

a

f(x)dx. ðÏÑÓÎÉÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ÞÅÍÕ ÓÏ-

ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ �ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÙÊ� ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ f(x)dx.

2. �ÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ, ÉÍÅÑ × ÍÏ-

ÍÅÎÔ t ÓËÏÒÏÓÔØ v(t). úÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÅ

(ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) Ó ÍÏÍÅÎÔÁ t

1

ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ t

2

.

3. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÒÏÊÄÅÎÎÏÇÏ �ÕÔÉ.

4. �ÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ [a; b℄ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï (ÏÔ a

Ë b), �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ Å£ ÓËÏÒÏÓÔÉ v(x) ÏÔ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÙ x. îÁÊÔÉ (ÚÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ) ×ÒÅÍÑ Å£ Ä×É-

ÖÅÎÉÑ ÏÔ a ÄÏ b.

5.

?

�ÏÞËÁ Ä×ÉÖÅÔÓÑ �Ï ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÑ ×

ÍÏÍÅÎÔ t ×ÅËÔÏÒ ÓËÏÒÏÓÔÉ (v

1

(t); v

2

(t)). úÁ�ÉÓÁÔØ Å£ �ÅÒÅ-

ÍÅÝÅÎÉÅ (ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) É �ÒÏÊÄÅÎÎÙÊ �ÕÔØ (ÄÌÉÎÕ

ÔÒÁÅËÔÏÒÉÉ).

6. õÞÁÓÔÏË ÇÒÁÆÉËÁ y = f(x) ÏÔ x = a ÄÏ x = b ×ÒÁÝÁÀÔ

×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ OX. úÁ�ÉÓÁÔØ × ×ÉÄÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ ÏÂß£Í �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ

ÔÅÌÁ ×ÒÁÝÅÎÉÑ.

7. îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ ÆÉÇÕÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔ, ÅÓÌÉ ×ÙÈÏÄÑÝÉÊ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ �ÏÄ ÕÇÌÏÍ ' ÌÕÞ

�ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅÊ �Ï ÏÔÒÅÚËÕ ÄÌÉÎÏÊ r(').

8. îÁÊÔÉ ÄÌÉÎÕ ÕÞÁÓÔËÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ y = f(x) ÏÔ x =

= a ÄÏ x = b.

9. îÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÓÉÌÕ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÔÅÎËÕ

ÂÁÓÓÅÊÎÁ (×ÙÓÏÔÁ L, ÛÉÒÉÎÁ w, ÂÁÓÓÅÊÎ ÎÁ�ÏÌÎÅÎ ÄÏ×ÅÒÈÕ),

ÅÓÌÉ ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÅ l ÄÁ×ÌÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ �gl.

10.

?

îÁÊÔÉ ÄÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÅ L, ÅÓÌÉ �ÌÏÔÎÏÓÔØ ÖÉÄËÏ-

ÓÔÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÇÌÕÂÉÎÙ É ÒÁ×ÎÁ �(l) ÎÁ ÇÌÕÂÉÎÅ l 2 [0; L℄.

11.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÓÉÌÕ ÄÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÑ-

ÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÓÔÅÎËÕ L �w. (õËÁÚÁÎÉÅ: �Ï×ÔÏÒÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ ×

ÏÔ×ÅÔÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌÅÎ.)

12.

?

�ÏÞËÁ ÏÂÈÏÄÉÔ �ÒÏÔÉ× ÞÁÓÏ×ÏÊ ÓÔÒÅÌËÉ ÚÁÍËÎÕÔÕÀ

ËÒÉ×ÕÀ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÉÍÅÑ × ÍÏÍÅÎÔ ×ÒÅÍÅÎÉ t ËÏÏÒÄÉÎÁ-
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ÔÙ (x(t); y(t)). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÌÏÝÁÄØ, ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ

ËÒÉ×ÏÊ, ÒÁ×ÎÁ

R

b

a

x(t)y

0

(t)dt = -

R

b

a

x

0

(t)y(t)dt, ÇÄÅ a |

ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÈÏÄÁ, b | ÍÏÍÅÎÔ ËÏÎ�Á ÏÂÈÏÄÁ.

ëÏÌØ�Á É �ÏÌÑ

íÎÏÖÅÓÔ×Ï R Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (+) É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ (�)

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ËÏÌØ�ÏÍ Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ, ÅÓÌÉ

1) R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ (ÎÅÊÔ-

ÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÎÕÌ£Í� É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ 0);

2) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏ, ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ É ÉÍÅÅÔ ÎÅÊ-

ÔÒÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 1 2 R (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ 1 � x = x ÄÌÑ

×ÓÅÈ x 2 R);

3) ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÄÉÓÔÒÉÂÕÔÉ×ÎÏÓÔÉ: a � (b + 
) =

= a � b+ a � 
 ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b; 
 2 R.

äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ �ËÏÌØ�Ï� ×ÍÅÓÔÏ �ÏÌÎÏÇÏ

ÎÁÚ×ÁÎÉÑ �ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ó ÅÄÉÎÉ�ÅÊ�.

1. ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ËÏÌØ�ÁÍÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á (Ó ÅÓÔÅ-

ÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÙ Ñ×ÎÏ): (Á) ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Â) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ;

(×) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Þ£ÔÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Ç) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁ�ÉÏÎÁÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Ä) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Å) ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; (Ö) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ; (Ú) ×ÅËÔÏÒÙ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ÓÕÍÍÁ, ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ); (É) ×ÅËÔÏÒÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (ÓÕÍÍÁ, ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ); (Ë) �ÁÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔ-

ÎÙÍ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ; (Ì) �ÁÒÙ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-

ÌÏÊ (a; b) � (
; d) = (a
 - bd; ad + b
)); (Í) �ÁÒÙ ÄÅÊÓÔ×É-

ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁ-

£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a; b) � (
; d) = (a
+2bd; ad+b
)); (Î) �ÁÒÙ

�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁÄÁ£ÔÓÑ

ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a; b) � (
; d) = (a
+2bd; ad+b
)); (Ï) �ÁÒÙ ÄÅÊ-

ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ �ÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÚÁ-

ÄÁ£ÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ (a; b)�(
; d) = (a
-2bd; ad+b
)); (�) ÍÎÏ-
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ÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅ-

ÎÉÅ: R[x℄); (Ò) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x É y Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ-

ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: R[x; y℄); (Ó) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ x

Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Z[x℄); (Ô) ÆÕÎË�ÉÉ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É

ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ | �ÏÔÏÞÅÞÎÙÅ); (Õ) ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÏÔ-

ÒÅÚËÅ [0; 1℄ Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÓÌÏÖÅÎÉÅ É ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅ | �ÏÔÏÞÅÞÎÙÅ; ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C[0; 1℄); (Æ) ÏÓÔÁÔËÉ �Ï

ÍÏÄÕÌÀ n (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅZ=nZ)? (È) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á U (ÓÌÏÖÅÎÉÅ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÅ | �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ).

2. (óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ) ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-

ÎÉÊ ×ÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÌØ�Á R: (Á) 0 � x = 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

x 2 R; (Â) 0 6= 1; (×) (a + b)

3

= a

3

+ 3a

2

b + 3ab

2

+ b

3

ÄÌÑ

ÌÀÂÙÈ a É b (ÏÂßÑÓÎÉÔØ, ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ ÞÉÓÌÁ 2 É 3 ×

ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÜÔÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á); (Ç) 2 �2 = 4; (Ä) (1+x+ : : :+

+ x

n

) = (1 - x

n+1

)=(1 - x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x; (Å) ÅÓÌÉ ab = 0,

ÔÏ a = 0 ÉÌÉ b = 0; (Ö) 1 + 1 + 1 6= 0; (Ú) ÅÓÌÉ a + a = 0,

ÔÏ a = 0?

3. üÌÅÍÅÎÔ x ËÏÌØ�Á R ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕ-

ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ y 2 R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x � y = 1. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÌØ�Á ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-

ÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ × �ÒÉ×Å-

Ä£ÎÎÙÈ ×ÙÛÅ �ÒÉÍÅÒÁÈ? (÷ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Å ÓÌÕÞÁÅ× ÜÔÏ ÓÏ×ÓÅÍ

�ÒÏÓÔÏ, ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÔÒÕÄÎÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏËÁ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ.)

4. ëÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ × ËÏÌØ�Å ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÓÔÅ-

�ÅÎÎÙÈ ÒÑÄÏ× (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊ ×ÉÄÁ a

0

+ a

1

x +

+ a

2

x

2

+ : : : Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏ-

ÖÅÎÉÑ)?

ëÏÌØ�Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙ (É

× ËÏÔÏÒÏÍ 0 6= 1), ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÅÍ.

5. ëÁËÉÅ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ × ÚÁÄÁÞÅ 1 ËÏÌÅ� Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

�ÏÌÑÍÉ?

6. ðÏÓÔÒÏÉÔØ �ÏÌÑ ÉÚ Ä×ÕÈ, ÔÒ£È É ÞÅÔÙÒ£È ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (×Ù-

�ÉÓÁ× ÔÁÂÌÉ�Ù ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ).

7. ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ �ÏÌÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÍÍÁ 1+ 1+ : : :+ 1

(n ÅÄÉÎÉ�) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n > 0 ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ.
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íÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n Ó ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÈÁ-

ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ �ÏÌÑ. (åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÕÍÍÙ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÔÌÉÞÎÙ

ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÏ ÇÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ �ÏÌÅ ÉÍÅÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ 0.)

8. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ �ÏÌÑ | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ.

9. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ÄÅÌÉÔÓÑ

ÎÁ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÕ.

10.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ ÉÚ 10 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

11.

?

óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ �ÏÌÅ ÉÚ 8 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

12.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (a+ b)

p

= a

p

+ b

p

× �ÏÌÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-

ÓÔÉËÉ p É ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ a

p

� a(mod p) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ

�ÅÌÏÇÏ a É �ÒÏÓÔÏÇÏ p.

çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ × ËÏÌØ�Å R ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ, ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ-

×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.

13. ÷ ËÁËÉÈ ËÏÌØ�ÁÈ ÚÁÄÁÞÉ 1 ÅÓÔØ ÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÕÌÑ? äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÌÅ ÎÅÔ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ.

ëÏÌØ�Ï ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ ÎÕÌÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÌÏÓÔÎÙÍ (ÉÌÉ ÏÂ-

ÌÁÓÔØÀ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ).

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏ ÓÏËÒÁÝÅ-

ÎÉÅ ÎÁ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ: ÅÓÌÉ a
 = b
 É 
 6= 0, ÔÏ a = b.

15.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÅÌÏÓÔÎÏÅ ËÏÌØ�Ï Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÏÌÅÍ.

16. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x

2

= 1 × ËÏÌØ�Å ÂÅÚ ÄÅÌÉÔÅÌÅÊ

ÎÕÌÑ, ÔÏ x = �1. (Â) ëÁËÏ× ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ x �ÅÌÏÓÔÎÏÇÏ

ËÏÌØ�Á, ÅÓÌÉ x

2

= x?

17.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ

× �ÅÌÏÓÔÎÏÍ ËÏÌØ�Å ÉÍÅÅÔ × ÜÔÏÍ ËÏÌØ�Å ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ËÏÒÎÅÊ.

ðÏÌÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁ-

ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×Õ-

ÅÔ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ ", ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ,

ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

1. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×). (Â) ðÒÏÄÏÌÖÉÔØ (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÅ) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ:

�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÏÍÅÒ N, ÞÔÏ : : :
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íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÌÀÂÁÑ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-

ÔÁÌØÎÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ.

2. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï R

n

(Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏ-

ÔÒÅÎÎÙÈ ÍÅÔÒÉË ÎÁ Î£Í) �ÏÌÎÏ.

3.

?

ðÏÌÎÏ ÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÎÁ

ÄÁÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X; ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ | ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÏ-

ÄÕÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ)?

4.

?

ðÏÌÎÏ ÌÉ ÂÜÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï (�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-

ÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ)?

5. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÌÎÏ × ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ, ÔÏ ÏÎÏ ÚÁ-

ÍËÎÕÔÏ. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÎÏ-

ÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �ÏÌÎÏ (× ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ). (�ÁËÉÍ

ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× �ÏÌÎÏÔÁ ÒÁ×-

ÎÏÓÉÌØÎÁ ÚÁÍËÎÕÔÏÓÔÉ.)

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ �ÏÌÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×

(Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ×ÙÛÅ ÍÅÔÒÉË) �ÏÌÎÏ.

7.

?

ðÏÌÎÏ ÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï C[a; b℄ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄ (ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ | ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÏÄÕÌÑ

ÒÁÚÎÏÓÔÉ)?

8. ðÕÓÔØ D

0

� D

1

� D

2

� : : : | �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏ×, ÒÁÄÉÕÓÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë

ÎÕÌÀ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÎÏ, ÔÏ ÜÔÉ ÛÁÒÙ

ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

9. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÛÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍÉ ÚÁÍËÎÕÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÌÉÛØ ÔÒÅÂÏ-

×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÄÉÁÍÅÔÒÙ ÓÔÒÅÍÉÌÉÓØ Ë ÎÕÌÀ. (äÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á × ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å | ÔÏÞÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ

ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÍÅÖÄÕ ÅÇÏ ÔÏÞËÁÍÉ.)

10.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ ÒÁÄÉÕÓÏ×

Ë ÎÕÌÀ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ: × �ÏÌÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅ-

ÓÔ×Ï×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÛÁÒÏ×, ÎÅ

ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ.

11.

?

îÁ ÏÄÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÅÓÔØ Ä×Å ÍÅÔÒÉËÉ, �ÒÉÞ£Í ÏÎÉ

ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ (ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

É ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). íÏÖÅÔ ÌÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÂÙÔØ �ÏÌÎÏ Ó ÏÄÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ É ÎÅ �ÏÌÎÏ Ó ÄÒÕÇÏÊ?
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ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ × M ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÉÊ

ÛÁÒ, ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÊÓÑ Ó A.

12. âÕÄÅÔ ÌÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÍ ÜÔÏÍÕ ÔÁËÏÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉ-

ÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á: �ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ

ÔÏÞÅË�?

13.

?

(�ÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÌÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å ÓÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ �Ï-

ËÒÙ×ÁÔØ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. (õËÁÚÁÎÉÅ: �ÏÓÔÒÏÉÔØ �Ï ÏÞÅÒÅÄÉ

×ÌÏÖÅÎÎÙÅ ÛÁÒÙ, ÕËÌÏÎÑÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.)

óÞ£ÔÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÉÇÄÅ ÎÅ �ÌÏÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ-

×ÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ �ÅÒ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ. �ÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ ÕÔ×ÅÒ-

ÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ × �ÏÌÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ ÍÏÖÅÔ

�ÏËÒÙ×ÁÔØ ×ÓÅÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

14.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÏÌÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ Ë

ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÅÒ×ÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ.

15.

?

÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ âÜÒÁ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÒÒÁ�ÉÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅ-

ÎÉÑ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÑÍÏÊ.

16.

?

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f �ÏÌÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁM × ÓÅÂÑ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÓÖÉÍÁÀÝÉÍ: �(f(x); f(y)) 6 
�(x; y) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÙ 
 < 1 É ÄÌÑ ×ÓÅÈ x; y 2 M. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÔÏÞËÁ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ f(a) = a (ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÁÑ

ÔÏÞËÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f).

17.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ 
osx = 2x + 
 ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎ-

ÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ 
.

18.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, Ñ×ÌÑ-

ÀÝÅÅÓÑ �ÏÄÏÂÉÅÍ Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ k 6= 1, ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÕÀ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÕÀ ÔÏÞËÕ.

19.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ n �ÒÑÍÙÈ l

1

; : : : ; l

n

, ÎÅ ×ÓÅ ÉÚ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ. îÁ �ÒÑÍÏÊ l

1

ÂÅÒÕÔ ÔÏÞËÕ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏ

�ÒÏÅËÔÉÒÕÀÔ Å£ ÎÁ l

2

, ÚÁÔÅÍ ÎÁ l

3

; : : : ; l

n

É ÎÁËÏÎÅ� ÓÎÏ×Á

ÎÁ l

1

. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ �ÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ l

1

�ÉËÌ

ÚÁÍËÎ£ÔÓÑ É ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ.

20.

?

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �Ï�ÏÌÎÉÔØ, ÄÏÂÁ×É× ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÏ×ÙÈ

ÔÏÞÅË É ÓÏÈÒÁÎÉ× ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÔÁÒÙÍÉ, �ÏÌÕÞÉ× �ÏÌÎÏÅ
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�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X

0

, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï X ÂÕÄÅÔ

×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ.

ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

1. õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ' : R

2

! R

2

, ÓÏÈÒÁÎÑ-

ÀÝÉÅ ÏÓØ ÁÂÓ�ÉÓÓ (Ô. Å. �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÅ Å£ × ÓÅÂÑ) É ÏÓØ ÏÒÄÉÎÁÔ.

2. õËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×

R

2

! R

2

, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ xy = 1. (�ÒÅÂÕÅÔÓÑ ÕËÁ-

ÚÁÔØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.)

3. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ x

2

+ y

2

= 1.

4. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÙ x

2

- y

2

= 1.

5. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÜÌÌÉ�ÓÁ x

2

+ 2y

2

= 1.

îÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' : E ! E, ÅÓÌÉ �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÁÑ ÉÍ �ÒÑÍÁÑ �ÅÒÅÈÏ-

ÄÉÔ × ÓÅÂÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÓÌÉ '(x) = �x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �,

ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ.

6. õËÁÚÁÔØ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ É ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ

ÄÌÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ æÉÂÏÎÁÞÞÉ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Õ F =

�

0 1

1 1

�

.

7.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉ�Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ F

n

× ÂÁÚÉÓÅ

ÉÚ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× É × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ. ëÁË �ÏÌÕ-

ÞÉÔØ ÏÔÓÀÄÁ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ?

8. õËÁÚÁÔØ (ÎÅÅÄÉÎÉÞÎÙÊ) ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ Ó �ÅÌÏÞÉ-

ÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÊ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÕ x

2

- 2y

2

= 1.

îÁÊÔÉ ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ë ÎÅÍÕ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.

9. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

2

-2y

2

= 1 ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ

ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ.

10.

?

îÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.

(õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÓÅ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ �Ï×ÔÏÒÎÙÍ �ÒÉÍÅ-

ÎÅÎÉÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ.)

11.

?

óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÅÔ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ

x

2

- 2y

2

= -1?

12.

?

óËÏÌØËÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÉÍÅÀÔ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ

x

2

- 3y

2

= 1 É x

2

- 3y

2

= -1?

13. ðÕÓÔØ (x; y) | ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

2

+ x = 2y

2

.

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÁÒÁ (3x+ 4y+ 1; 2x+ 3y+ 1) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ.
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14.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ x

2

+x = 2y

2

ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ × �ÅÌÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, É ÎÁÊÔÉ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ

ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.

15.

?

�ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

2

+ x+ 1 = 3y

2

.

16.

?

îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÄÎÏ×ÒÅ-

ÍÅÎÎÏ ÔÏÞÎÙÍÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ É ÒÁÚÎÏÓÔÑÍÉ ËÕÂÏ× Ä×ÕÈ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ �ÒÅÄÙÄÕ-

ÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ x � 1(mod 3).)

17.

?

ðÕÓÔØ (x; y; z) | ÔÒÏÊËÁ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ, Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x

2

+y

2

+1 = xyz. ëÁË

ÉÚÍÅÎÉÔØ x, ÎÅ ÍÅÎÑÑ y É z, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ

ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ?

18.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ

ÒÅÛÅÎÉÑ × �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ z = 3.

19.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) îÁÊÔÉ 10 ÒÅÛÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ É

ÕËÁÚÁÔØ ÏÂÝÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.

å×ËÌÉÄÏ×Ù �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

óËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b ÎÁ �ÌÏÓËÏ-

ÓÔÉ (ÉÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÉÈ ÄÌÉÎ,

ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ. ïÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ-

ÓÑ (a; b).

1. ðÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÂÉÌÉÎÅÊÎÏ, ÔÏ

ÅÓÔØ (a+ b; 
) = (a; 
)+(b; 
), (�a; b) = �(a; b), (
; a + b) =

= (
; a) + (
; b), (b; �a) = �(b; a).

2. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÅÓÌÉ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ÄÌÉÎ ×ÅËÔÏÒÏ× ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÅ ÎÁ ËÏÓÉÎÕÓ, Á ÎÁ ÓÉÎÕÓ ÕÇÌÁ ÍÅÖÄÕ

ÎÉÍÉ?

3. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×Å-

ÄÅÎÉÅ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÏ×.

4. (Á) äÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ a; b; 
 ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ (a; b) + (a; 
) + (b; 
) > -3=2. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÓÕÍÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ× ÔÒ£È ÕÇÌÏ× ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 3=2.

5.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËÏÓÉÎÕÓÏ× Ä×ÕÇÒÁÎÎÙÈ ÕÇÌÏ× �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2.

óËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ × �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ (a; b) Ä×ÕÈ
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×ÅËÔÏÒÏ× a É b Ó ÞÉÓÌÏ×ÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞ-

ÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ (a; b) = (b; a) �ÒÉ ×ÓÅÈ a É b) É �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ (a; a) ×ÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏ É ÏÂÒÁÝÁ-

ÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÔÏÌØËÏ �ÒÉ a = 0).

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ××ÅÄÅÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ,

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ.

6. ëÁËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÒ-

�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÍÉ? ëÁË Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ ×ÅËÔÏÒÁ × Å×ËÌÉÄÏ-

×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å? ëÁË ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏ-

ÒÅÍÁ ðÉÆÁÇÏÒÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?

äÌÉÎÁ ×ÅËÔÏÒÁ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ jjxjj; ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÓÔØ

×ÅËÔÏÒÏ× x É y ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ ÔÁË: x ? y.

7. õËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓËÁÌÑÒÎÙÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ

ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.

8. õËÁÚÁÔØ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ × R

n

.

9. úÁÄÁ£Ô ÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ (f; g) =

R

1

0

f(x)g(x)dx ÓËÁÌÑÒÎÏÅ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄

ÆÕÎË�ÉÊ?

10.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÉÎ-

ÔÅÇÒÉÒÕÅÍÙÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÊ.

11.

?

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

2

ÌÀÂÁÑ ÂÉÌÉÎÅÊ-

ÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ

B(hx

1

; x

2

i; hy

1

; y

2

i) = ax

1

y

1

+ bx

1

y

2

+ 
x

2

y

1

+ dx

2

y

2

:

(Â) ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; 
; d ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÂÕÄÅÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ?

(×) ðÒÉ ËÁËÉÈ a; b; 
; d ÜÔÁ ÆÏÒÍÁ ÂÕÄÅÔ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌ£ÎÎÏÊ?

12. ÷ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÅ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÓÔÏÒÏÎ ÒÁ×ÎÁ

ÓÕÍÍÅ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ. ëÁË ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ

ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?

13. ÷ÅËÔÏÒÙ a É b Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E ÔÁËÏ×Ù, ÞÔÏ

(a; 
) = (b; 
) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ 
 2 E. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖ-

ÄÁÔØ, ÞÔÏ a = b?

14. äÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÅËÔÏÒ a Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E.

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ x ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÏÄÎÏ-

ÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ x = y + z, ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ y �ÒÏ-

�ÏÒ�ÉÏÎÁÌÅÎ a, Á z �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÅÎ a. (÷ÅËÔÏÒ y ÎÁÚÙ×ÁÀÔ
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�ÒÏÅË�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ x ÎÁ �ÒÑÍÕÀ, �ÏÒÏÖÄ£ÎÎÕÀ ×ÅËÔÏÒÏÍ a.)

(Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jjyjj 6 jjxjj (�ÒÏÅË�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ ÎÅ ÄÌÉÎÎÅÅ

ÅÇÏ ÓÁÍÏÇÏ).

òÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ a; b Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á E Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË

jja- bjj =

p

(a- b; a- b).

15. äÁÎÙ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ a; b Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E. ðÒÉ

ËÁËÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ � ×ÅËÔÏÒ �a ÂÕÄÅÔ ÂÌÉÖÅ ×ÓÅÇÏ Ë ×ÅËÔÏÒÕ b?

16. äÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÖÅ

ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ëÏÛÉ{âÕÎÑËÏ×ÓËÏÇÏ {û×ÁÒ�Á):

j(a; b)j 6 jjajj � jjbjj:

17. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b) ÆÕÎË-

�ÉÑ � 7! jjb-�ajj

2

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÍ ÔÒ£ÈÞÌÅÎÏÍ, ÄÉÓËÒÉ-

ÍÉÎÁÎÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, É ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÒÁ×ÅÎ-

ÓÔ×Ï ëÏÛÉ.

18. ëÁË, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ëÏÛÉ, Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÕÇÏÌ

ÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á?

19.

?

éÚÍÅÒÑÑ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÏÅ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ, ÆÉÚÉË ÓÄÅÌÁÌ

n ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ É �ÏÌÕÞÉÌ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏËÏ× I

k

É ÎÁ�ÒÑÖÅÎÉÊ U

k

�ÒÉ k = 1; : : : ; n. åÓÌÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ U

k

=I

k

ÒÁÚÌÉÞÎÙ (× ÓÉÌÕ

ÏÛÉÂÏË ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ), �Ï ÍÅÔÏÄÕ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÉÝÕÔ

ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ R, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ

(U

1

- RI

1

)

2

+ : : : + (U

n

- RI

n

)

2

ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ

ÜÔÏ R? ëÁË ÜÔÏ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 15?

20. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ jja + bjj 6 jjajj + jjbjj ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ

Ä×ÕÈ ×ÅËÔÏÒÏ× a É b. ëÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ×

ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï? (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ

�(a; b) = jja- bjj ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ

(ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ Å×ËÌÉÄÏ×Ï �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÍÅÔÒÉ-

ÞÅÓËÉÍ).

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

a

1

b

1

+ : : :+ a

n

b

n

6

q

a

2
1

+ : : :+ a

2
n

�

q

b

2
1

+ : : :+ b

2
n

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÞÉÓÅÌ a

1

; : : : ; a

n

; b

1

; : : : ; b

n

.
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22. óÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× 100 ÞÉÓÅÌ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1. ëÁËÏ×Ï

ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÞÉÓÅÌ?

23.

?

ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ

R

b

a

f(x)dx, ÅÓÌÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ

R

b

a

f

2

(x)dx.

24.

?

÷ÅËÔÏÒ x Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E ÎÅ ÌÅÖÉÔ × �ÏÄ-

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F � E. ÷ F ×ÙÂÒÁÌÉ ÔÏÞËÉ f

0

; f

1

; : : : , ÄÌÑ ËÏ-

ÔÏÒÙÈ �(x; f

i

) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë �(x; F), ÔÏ ÅÓÔØ Ë ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ

ÇÒÁÎÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ x ÄÏ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á F. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f

0

; f

1

; : : : ÆÕÎ-

ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁ. (Â) ðÕÓÔØ ×ÅËÔÏÒ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄÅÌÏÍ ÜÔÏÊ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë x

ÔÏÞËÏÊ × �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å F. (×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ x - f

ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á F.

25.

?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x

0

; x

1

,

x

2

; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ x

2
0

+x

2
1

+x

2
2

+: : : ÓÈÏÄÉÔÓÑ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï É ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

(hx

0

; x

1

; : : : i; hy

0

; y

1

; : : : i) = x

0

y

0

+ x

1

y

1

+ : : :

ÚÁÄÁ£Ô × Î£Í ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÜÔÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï �ÏÌÎÙÍ (× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÍÅÔÒÉËÅ)?

æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ {ìÅÊÂÎÉ�Á

1. æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ (a; b), ÓÏÄÅÒÖÁ-

ÝÅÍ ÔÏÞËÕ d. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ F, ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

F(x) =

R

x

d

f(t)dt, ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ (a; b) É F

0

= f. ëÁË

ÚÁ×ÉÓÉÔ F ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÔÏÞËÉ d 2 (a; b)?

åÓÌÉ F

0

= f, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÀ F ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ ÆÕÎË-

�ÉÉ f ÉÌÉ Å£ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÙÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏÍ.

2. éÚ×ÅÓÔÎÁ ÏÄÎÁ ÉÚ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f. õËÁÚÁÔØ

×ÓÅ Å£ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ, ÅÓÌÉ (Á) ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ; (Â) ÆÕÎË�ÉÑ f Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÉ Ä×ÕÈ ÎÅ-

�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×.

3. (æÏÒÍÕÌÁ îØÀÔÏÎÁ {ìÅÊÂÎÉ�Á) æÕÎË�ÉÑ F ÎÅ�ÒÅÒÙ×-

ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÉ a; b.
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äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Z

b

a

F

0

(x)dx = F(b) - F(a):

4.

?

äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ îØÀÔÏÎÁ {ìÅÊÂÎÉ�Á × ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏ-

ÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ: ÆÕÎË�ÉÑ F ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ ÉÎÔÅÒ-

×ÁÌÅ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ ÔÏÞËÉ a É b, �ÒÉÞ£Í F

0

ÉÎÔÅÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ

ÏÔÒÅÚËÅ [a; b℄.

5. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ f(x) =

p

1 - x

2

ÎÁ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÅ (-1; 1).

6. îÁÊÔÉ

R

b

a

x

n

dx �ÒÉ n = 1; 2; 3; : : :

7. îÁÊÔÉ

R

b

a

(1=x

2

)dx (ÓÞÉÔÁÑ a É b ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ

ÖÅ ÚÎÁËÁ).

8. îÁÊÔÉ

R

b

a

(1=x)dx (ÓÞÉÔÁÑ a É b ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ ÚÎÁËÁ).

9. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) x 7! e

x

; (Â) x 7! a

x

.

10. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) x 7!

p

x; (Â) x 7!

7!

p

x- 1; (×) x 7! 1=

p

x.

11.

?

îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! x

p

x- 1.

12. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) x 7! sinx; (Â) x 7!

7! 
osx; (×) x 7! sin 2x;

13.

?

îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! 1= sin

2

x.

14. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) x 7! 1=(1 + x);

(Â) x 7! 1=(1 - x).

15. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! 1=(1 - x

2

).

16.

?

îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! 1=(1 + x

2

).

17.

?

îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! 1=

p

1- x

2

.

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

lnn < 1 +

1
2

+

1
3

+ : : : +

1

n

< lnn + 1:

19. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

1 +

1
4

+

1
9

+ : : :+

1

n

2

< 2 -

1

n

:

20. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ n!1 ÓÕÍÍÙ

1

n+ 1

+

1

n+ 2

+ : : : +

1

2n

:
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21.

?

îÁÊÔÉ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ 1-1=2+1=3-1=4+1=5-1=6+ : : :

22. îÁÊÔÉ �ÒÅÄÅÌ (1

7

+2

7

+3

7

+ : : :+n

7

)=n

8

�ÒÉ n!1.

23. óÞÉÔÁÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ ËÒÕÇÁ, �ÏÌÕ-

ÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÂß£ÍÁ ËÏÎÕÓÁ É ÛÁÒÁ.

24. ðÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ �ÌÏÝÁÄÉ �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÛÁÒÁ.

25.

?

(Á) þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ ÏÂß£Í ÞÅÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕ-

ÓÁ R? (Â) þÅÍÕ ÒÁ×ÎÁ �ÔÒ£ÈÍÅÒÎÁÑ �ÌÏÝÁÄØ� �Ï×ÅÒÈÎÏÓÔÉ ÞÅ-

ÔÙÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ R?

íÏÍÅÎÔ ÉÎÅÒ�ÉÉ �ÒÉ ×ÒÁÝÅÎÉÉ ÔÏÞËÉ ×ÏËÒÕÇ ÏÓÉ ÒÁ×ÅÎ

mr

2

, ÇÄÅ m | ÍÁÓÓÁ ÔÏÞËÉ, r | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ÏÓÉ. íÏÍÅÎÔ

ÉÎÅÒ�ÉÉ ÔÅÌÁ ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÉÎÅÒ�ÉÉ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ.

26. ðÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÍÏÍÅÎÔÏ× ÉÎÅÒ�ÉÉ (Á) ÏÄÎÏ-

ÒÏÄÎÏÇÏ ÓÔÅÒÖÎÑ (ÏÓØ ×ÒÁÝÅÎÉÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÓÔÅÒÖÎÀ É

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ ËÏÎÅ�); (Â) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÄÉÓËÁ (ÏÓØ ×ÒÁ-

ÝÅÎÉÑ �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁ ÄÉÓËÕ É �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÅÇÏ �ÅÎÔÒ).

27.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �Á ÖÅ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ (Á) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÆÅ-

ÒÙ (ÏÓØ �ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ); (Â) ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÛÁÒÁ (ÏÓØ

�ÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ �ÅÎÔÒ).

28.

?

îÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 
 : [a; b℄ ! R

2

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

�ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ËÒÉ×ÏÊ (ÚÎÁÞÅÎÉÀ �ÁÒÁÍÅÔÒÁ t 2

2 [a; b℄ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ 
(t) ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ). (Á) ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔØ ÄÌÉÎÕ ËÒÉ×ÏÊ ËÁË ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ ÄÌÉÎ ×�ÉÓÁÎ-

ÎÙÈ × ÎÅ£ ÌÏÍÁÎÙÈ. (Â) íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÌÉÎÁ ËÒÉ×ÏÊ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÏÊ? (×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-

ÅÍÏÊ ËÒÉ×ÏÊ ÒÁ×ÎÁ

R

b

a

j


0

(t)jdt (ÄÁÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ

É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï).

29.

?

éÚ ÄÅÒÅ×ÎÉ A × ÄÅÒÅ×ÎÀ â, ÎÁÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-

ÑÎÉÉ 10 ËÍ, ×ÙÛÅÌ ÌÙÖÎÉË ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ 5 ËÍ/Þ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

ÅÇÏ ÓËÏÒÏÓÔØ ÕÂÙ×ÁÅÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÀ ÄÏ â (ÞÅÍ

ÂÌÉÖÅ Ë ËÏÎ�Õ �ÕÔÉ, ÔÅÍ ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÏÎ ÉÄ£Ô). þÅÒÅÚ ÓËÏÌØËÏ

ÞÁÓÏ× ÏÎ �ÒÏÊÄ£Ô 90% �ÕÔÉ? 99% �ÕÔÉ?

30.

?

òÅÚÉÎÏ×ÙÊ ÛÎÕÒ ÄÌÉÎÏÊ 1, ÚÁËÒÅ�Ì£ÎÎÙÊ Ó ÏÄÎÏÇÏ

ËÏÎ�Á, ÎÁÞÉÎÁÀÔ ÔÑÎÕÔØ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÅ� ÓÏ ÓËÏÒÏÓÔØÀ v. ïÄ-

ÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ×ÄÏÌØ ÛÎÕÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔ �ÏÌÚÔÉ ÍÕÒÁ×ÅÊ ÓÏ ÓËÏÒÏ-

ÓÔØÀ w (ÏÔ�ÒÁ×ÌÑÑÓØ ÏÔ ÎÅ�ÏÄ×ÉÖÎÏÇÏ ËÏÎ�Á). äÏ�ÏÌÚ£Ô ÌÉ

ÏÎ ÄÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ËÏÎ�Á ÛÎÕÒÁ, ÅÓÌÉ w < v? ÅÓÌÉ w = v?
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âÁÚÉÓÙ × Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ×ÅËÔÏ-

ÒÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

2. ÷ÅËÔÏÒÙ e

1

; : : : ; e

k

Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E ÏÒÔÏÇÏ-

ÎÁÌØÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓÁ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅÎÕ-

ÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÉÍ ×ÓÅÍ.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÌÀÂÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ �Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÅÇÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒ-

ÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ).

4. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ × ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ×ÅËÔÏÒÁ x �Ï

ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ e

1

; : : : ; e

n

ÒÁ×ÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ

(x; e

1

); : : : ; (x; e

n

).

5.

?

äÁÎÏ n + 1 ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ ÔÕ-

�ÙÅ ÕÇÌÙ (×ÓÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (e

i

; e

j

) ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-

ÎÙ). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ n ÉÚ ÎÉÈ ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

6. ÷ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E ×ÙÂÒÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ

�ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÉÊ ×ÅËÔÏÒ x 2 E ÏÄÎÏ-

ÚÎÁÞÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ x = y+ z, ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ y

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F, Á ×ÅËÔÏÒ z ÅÍÕ ÏÒÔÏÇÏÎÁ-

ÌÅÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌÅÎ ÌÀÂÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ ÉÚ F). (õËÁÚÁÎÉÅ:

×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ × F É ÉÓËÁÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ×ÅËÔÏÒÁ y × ÜÔÏÍ ÂÁ-

ÚÉÓÅ.)

÷ÅËÔÏÒ y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÅË�ÉÅÊ ×ÅËÔÏÒÁ x ÎÁ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F.

7. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÅË�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÁ x ÎÁ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ Ë x ÔÏÞËÏÊ ÉÚ F.

8.

?

îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÙ n ÔÏÞÅË hx

1

; y

1

i; : : : ; hx

n

; y

n

i. îÁÊ-

ÔÉ �ÒÑÍÕÀ y = ax+ b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÏÔËÌÏ-

ÎÅÎÉÊ (y

i

- (ax

i

+ b))

2

ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ.

9. ðÕÓÔØ F| �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï F

?

, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÅËÔÏÒÏ×, ÏÒÔÏÇÏ-

ÎÁÌØÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ ×ÓÅÍ ×ÅË-

ÔÏÒÁÍ ÉÚ F). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ F

?

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ É

ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ dimE É dimF.

ðÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï F

?

ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÅ-
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ÎÉÅÍ Ë �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ F.

10. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (F

?

)

?

= F, ÅÓÌÉ F | �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á E.

11.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ

ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ F ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÍ.

12. ÷ÅËÔÏÒÙ e

1

; : : : ; e

k

�Ï�ÁÒÎÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ É ÉÍÅÀÔ

ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

(x; e

1

)

2

+ : : :+ (x; e

k

)

2

6 (x; x)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x.

13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ 1, 
osx, 
os 2x, : : : , 
osnx,

sinx, sin 2x, : : : , sinnx ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ [0; 2�℄ ÓÏ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

(f; g) =

R

2�

0

f(x)g(x)dx.

14. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a

1


osx+ : : : + a

10


os 10x = 0 �ÒÉ

×ÓÅÈ x. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a

1

; : : : ; a

10

ÒÁ×ÎÙ

ÎÕÌÀ.

15.

?

éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ a

1


osx+ : : : + a

10


os 10x > 0 �ÒÉ

×ÓÅÈ x. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ a

1

; : : : ; a

10

×ÓÅ ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ?

16. ÷ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å 2 � 2 ÓÔÏÌÂ�Ù ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÒÔÏ-

ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × R

2

(ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓËÁ-

ÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ ÓÔÒÏËÉ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁ-

ÚÕÀÔ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ × R

2

.

17.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� n� n.

18.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÄÌÉÎ �ÒÏÅË�ÉÊ ×ÅËÔÏ-

ÒÏ× ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÎÁ k-ÍÅÒÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï

ÒÁ×ÎÁ k.

19. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ

ÍÅÎØÛÅ n ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (P;Q) =

R

1

0

P(x)Q(x)dx.

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ P

0

; : : : ; P

n-1

,

ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÅÊ 0; : : : ; n - 1 (�Ï ÏÄÎÏÍÕ

ËÁÖÄÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ). õËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÂÁÚÉÓ �ÒÉ n = 3.
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20.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

k

ÉÍÅÅÔ

k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄.

21.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ P

k

ÅÓÔØ k-ÁÑ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x

k

(1 - x)

k

.

22.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÒÎÉ �

1

; : : : ; �

k

ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ P

k

ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÌÀÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ-

�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ 2k, ÏÂÒÁÝÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞËÁÈ �

1

; : : : ; �

k

,

ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ (�Ï ÏÔÒÅÚËÕ [0; 1℄).

23. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f : E! R,

Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å E,

ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ x 7! (x; e) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ e 2 E.

24. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ R

2

ÓËÁÌÑÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ó ÍÁÔÒÉ�ÅÊ

�

2 1

1 1

�

, ÔÏ ÅÓÔØ ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

(hx

1

; x

2

i; hy

1

; y

2

i) = 2x

1

y

1

+ x

1

y

2

+ x

2

y

1

+ x

2

y

2

:

õËÁÚÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

25.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÂÁÚÉÓ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌ

ÂÙ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅ-

ÎÉÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÄÌÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ �ÒÏ-

ÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × R

2

?

26. îÁÊÔÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R

n

(ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ

ÓËÁÌÑÒÎÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ) ÏÔ ÔÏÞËÉ h


1

; : : : ; 


n

i ÄÏ �ÏÄ�ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ a

1

x

1

+ : : :+ a

n

x

n

= 0 (ÏÔ-

ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ x

1

; : : : ; x

n

).

çÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��

ðÕÓÔØ G É H | ÇÒÕ��Ù. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : G! H ÎÁÚÙ×Á-

ÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÅÓÌÉ '(g

1

g

2

) = '(g

1

)'(g

2

) ÄÌÑ ×ÓÅÈ

g

1

; g

2

2 G.

1. ëÁËÉÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ' : G! H Ñ×ÌÑÀÔÓÑ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ: (Á) '(g) = e ÄÌÑ ×ÓÅÈ g 2 G (G É H |

�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÇÒÕ��Ù); (Â) G = H, '(g) = g

-1

(G | �ÒÏ-

ÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á); (×) G = H = Z, '(x) = 2x (Z| ÇÒÕ��Á

�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ); (Ç) G = H = Z, '(x) = x + 1;
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(Ä) G = H, '(g) = g � g (G | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á; ÔÏÞËÁ

ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ × ÇÒÕ��Å G)?

2. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Z! Z.

3. (óÌÅÄÓÔ×ÉÑ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Á) �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒ-

ÆÉÚÍÅ ' : G ! H ÅÄÉÎÉ�Á ÇÒÕ��Ù G �ÅÒÅÈÏÄÉÔ × ÅÄÉÎÉ�Õ

ÇÒÕ��Ù H; (Â) �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÅÒÅÈÏ-

ÄÉÔ × ÏÂÒÁÔÎÙÊ: '(g

-1

) = ('(g))

-1

.

4. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÕ��Õ ÏÓÔÁÔËÏ× ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ n Ó Ï�ÅÒÁ-

�ÉÅÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: Z=nZ). (Á) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Z=nZ ! Z? (Â) óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏ× Z! Z=nZ?

5.

?

õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ Z=nZ × ÇÒÕ��Õ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.

6.

?

üÌÅÍÅÎÔ g ÇÒÕ��Ù G ÉÍÅÅÔ �ÏÒÑÄÏË k. ëÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ

ÂÙÔØ �ÏÒÑÄÏË ÅÇÏ ÏÂÒÁÚÁ '(g) �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ' : G! H?

7.

?

îÁÊÔÉ ×ÓÅ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÙ S

3

(ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË ÔÒ£È

ÜÌÅÍÅÎÔÏ×) × Z=2Z.

8.

?

õËÁÚÁÔØ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S

n

× Z=2Z (�ÏÍÉÍÏ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏ-

ÇÏ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÅÇÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ × ÅÄÉÎÉ�Õ).

9.

?

õËÁÚÁÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ S

4

× S

3

.

10.

?

õËÁÚÁÔØ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ

ÇÒÕ��Ù R (ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ) × ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ

ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÎÁ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ (ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ ÞÉÓÌÁ,

ÍÏÄÕÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ 1, Ï�ÅÒÁ�ÉÑ | ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ).

÷ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : G ! H ÎÁÚÙ×ÁÀÔ

ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, Á ÇÒÕ��Ù G É H | ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉ.

11. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å Ä×ÕÈÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÇÒÕ��Ù ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÙ.

13.

?

óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÇÒÕ�� ÉÚ n ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ (Á) n = 3? (Â) n = 4?

14.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å

ÇÒÕ��Ù ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

15. õËÁÚÁÔØ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÇÒÕ��ÏÊ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ É ÇÒÕ��ÏÊ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-

ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ.
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16. çÒÕ��Á ÓÉÍÍÅÔÒÉÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅÈ Ä×É-

ÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË × ÓÅÂÑ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÜÔÁ ÇÒÕ��Á ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å S

3

(�ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÒ£ÈÜÌÅ-

ÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á).

17.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á ×ÒÁÝÅÎÉÊ ËÕÂÁ (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ

ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ | ÏÔÒÁÖÅÎÉÑ ÎÅ ÄÏ�ÕÓËÁÀÔÓÑ) ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ�-

�Å S

4

. (õËÁÚÁÎÉÅ: �ÏÓÍÏÔÒÉÔÅ, ËÁË ×ÒÁÝÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔ×ÕÀÔ ÎÁ

ÂÏÌØÛÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ËÕÂÁ).

18. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÇÒÕ��Ù Z=6Z É S

3

?

19. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ (ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ) ÇÒÕ��Ù Z É Q?

20.

?

(Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù ×ÒÁÝÅÎÉÊ ÉËÏÓÁÜÄÒÁ É ÄÏÄÅ-

ËÁÜÄÒÁ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÇÒÕ��Ù ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ

ÇÒÕ��Å A

5

(Þ£ÔÎÙÅ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ 5 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×).

21. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÅ ÇÒÕ��Ù ÏÄÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

22.

?

óËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× ÍÅÖÄÕ

Ä×ÕÍÑ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍÉ ÇÒÕ��ÁÍÉ �ÏÒÑÄËÁ n?

23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù Z ÉÚÏÍÏÒÆÎÁZ

ÉÌÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÑ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G × ÓÅÂÑ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÏÍ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��Ù G.

24. îÁÊÔÉ ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��Ù Z.

25. ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÇÒÕ��Ù Q ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ

ÞÉÓÅÌ �Ï ÓÌÏÖÅÎÉÀ.

26.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g ÇÒÕ��Ù G ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÅ h 7! ghg

-1

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÇÒÕ��Ù G.

(�ÁËÉÅ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍÉ.)

27.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÁ, ÎÅ

Ñ×ÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÍ.

28. ðÕÓÔØ G| ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ n. (Á) äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g 2 G ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f

g

: h 7! gh

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔ ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË S

n

. (Â) äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' : G ! S

n

, �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ g 7! f

g

,

Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ.

29.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ, ÅÓÌÉ f

g

: h 7! ghg

-1

.
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30. (�ÅÏÒÅÍÁ ëÜÌÉ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕ��Á

ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å ÇÒÕ��Ù �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË.

ðÒÑÍÙÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ÇÒÕ�� G É H ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Ï �ÁÒ f(g; h) j g 2 G;h 2 Hg Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ (g

1

; h

1

)�(g

2

; h

2

) =

= (g

1

g

2

; h

1

h

2

) (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: G�H).

31. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÇÒÕ�� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÇÒÕ��ÏÊ. (Â) ëÁËÏ× �ÏÒÑÄÏË ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ù? (×) þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ

�ÏÒÑÄÏË ÜÌÅÍÅÎÔÁ (g; h), ÅÓÌÉ �ÏÒÑÄËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g É h ÒÁ×ÎÙ

m É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ? (Ç) õËÁÚÁÔØ × ÇÒÕ��Å G�H �ÏÄÇÒÕ��Ù,

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ G É H ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.

32. âÕÄÕÔ ÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ ÇÒÕ��Ù (Á) Z=2Z�Z=3ZÉ Z=6Z;

(Â) Z=2Z�Z=2Z É Z=4Z?

33. ðÒÉ ËÁËÉÈ m É n ÇÒÕ��Á Z=mZ� Z=nZ ÉÚÏÍÏÒÆ-

ÎÁ Z=mnZ?

34.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù Z� Z ÌÉÂÏ

ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ×ÓÅÊ ÇÒÕ��Å, ÌÉÂÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z, ÌÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

35. âÕÄÅÔ ÌÉ ÇÒÕ��Á Z�Z ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ Z?

36. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ�� Q � Q É Q.

õÄÉ×ÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÅ ÇÒÕ��Ù R É R � R

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ, ÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÜÔÏÔ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ Ñ×ÎÏ ÎÅ ÕÄÁ£ÔÓÑ (ÏÎ

ÓÔÒÏÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÔÒÁÎÓÆÉÎÉÔÎÏÊ ÉÎÄÕË�ÉÉ�).

37.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù Z

n

= Z�Z� : : :�Z (n ÓÏ-

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ) �ÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ n ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

38.

?

úÁËÏÎÞÉÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÇÒÕ��Á C

�

ÎÅÎÕ-

ÌÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ �Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ ÇÒÕ��Ù �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

�Ï ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ É : : :

ëÏÍ�ÁËÔÎÙÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

íÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-

ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏËÒÙÔÉÅ

ÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ".

1. âÕÄÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ �ÏÌÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉ-

ÞÅÎÎÏÓÔÉ: ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ " > 0 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-

ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË, �Ï�ÁÒÎÙÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ

ÂÏÌØÛÅ "?
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2. ðÕÓÔØ M | ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ 
, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ

Ä×ÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 
.

3. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×Ï ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å

×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀ �ÏÄ�ÏÓ-

ÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

4.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ?

ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ×ÓÑËÏÇÏ ÅÇÏ

�ÏËÒÙÔÉÑ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ

�ÏÄ�ÏËÒÙÔÉÅ.

5. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ËÏÍ�ÁËÔÅÎ. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Ë×ÁÄÒÁÔ ËÏÍ�ÁËÔÅÎ.

6.

?

ëÏÍ�ÁËÔÎÙ ÌÉ ËÁÎÔÏÒÏ×ÓËÏÅ É ÂÜÒÏ×ÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á?

7. ðÕÓÔØ x | ÔÏÞËÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M. ðÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÛÁÒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × M

ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó M.

8. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á M, ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÅ ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ, ËÏÍ�ÁËÔÎÏ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ (× �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×Å M).

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÏÇÏ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ËÏÍ�ÁËÔÎÏ (ËÁË ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÉÎ-

ÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ).

10. óÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÁÚÙ×ÁÀÔ �ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ

�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊ-

ÓÔ×Á ÎÅ�ÕÓÔÏ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÏÅ

�ÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÁÑ �Ï-

ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ �ÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ (É ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ

�ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ).

ëÁË ÍÙ ×ÓËÏÒÅ Õ×ÉÄÉÍ, ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ËÏÍ�ÁËÔ-

ÎÏÓÔÉ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÎÏ

�ÏÌÎÏ.
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13. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-

ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÏÎÏ

×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

14. (ìÅÍÍÁ ìÅÂÅÇÁ) ðÕÓÔØ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅM ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅ-

ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑM ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ

ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ " �ÅÌÉËÏÍ ÓÏ-

ÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× �ÏËÒÙÔÉÑ.

15. ÷Ù×ÅÓÔÉ ÉÚ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÞÔÏ ÔÒÉ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÁ×ÎÏ-

ÓÉÌØÎÙ: (1) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ËÏÍ�ÁËÔÎÏ; (2) �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÎÏ

É ×�ÏÌÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ; (3) ×ÓÑËÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÔÏÞÅË

ÉÍÅÅÔ ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

16. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ Ä×ÕÈ ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ× ËÏÍ�ÁËÔÎÏ.

17. ëÁËÉÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á R

n

ËÏÍ�ÁËÔÎÙ (Ó ÉÎÄÕ�ÉÒÏ×ÁÎ-

ÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ)?

18. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å (Ó ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É

ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ É ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

19.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ËÏÍ�ÁËÔÁ �ÒÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÍ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÉ | ËÏÍ�ÁËÔ. (ëÁË ×Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÒÅ-

ÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ?)

20.

?

äÁÎÙ Ä×Á ËÏÍ�ÁËÔÎÙÈ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Á A É B (× �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÊ-

Ä£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Á A É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ".

21.

?

÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A É B

ÌÉÛØ ÚÁÍËÎÕÔÙ? ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÚÁÍËÎÕÔÏ, Á ×ÔÏÒÏÅ ËÏÍ-

�ÁËÔÎÏ?

ðÕÓÔØ A É B | ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. æÕÎË�ÉÑ

f : A ! B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

×ÓÑËÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅ Æ > 0, ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÔÏÞËÉ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á A, ÏÔÓÔÏÑÝÉÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Æ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ ×

ÔÏÞËÉ, ÏÔÓÔÏÑÝÉÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ".

22. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÁÑ ÎÁ

ËÏÍ�ÁËÔÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, ÒÁ×ÎÏÍÅÒÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ.
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éÎÔÅÇÒÁÌÙ: ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ

1. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ:

Z

u(x)v

0

(x)dx = u(x)v(x) -

Z

u

0

(x)v(x)dx:

åÓÌÉ u

0

(x)dx ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÞÅÒÅÚ du, Á v

0

(x)dx | ÞÅÒÅÚ dv,

ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁ�ÉÓÁÔØ

R

udv = uv -

R

v du:

2. ïÂßÑÓÎÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÑ �Ï ÞÁÓÔÑÍ ÓÌÅ-

ÄÕÀÝÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ (ÕËÁÚÁ× ÆÕÎË�ÉÉ u É v):

R

x sinxdx =

= -

R

xd(
osx) = -x 
osx+

R


osxdx = -x 
osx+sinx+C:

3. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) xe

x

; (Â) x lnx.

4.

?

: : : (Á) x ar
tg x; (Â) x

2


os(3x).

5.

?

îÁÊÔÉ ln(1000!) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 10%.

6.

?

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ e

ax

sin(bx).

7.

?

çÁÍÍÁ-ÆÕÎË�ÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ:

�(a) =

R

+1

0

x

a

e

-x

dx (ÎÅÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÇÒÁÌ �Ï �ÏÌÕ�ÒÑ-

ÍÏÊ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÉÎÔÅÇÒÁÌÏ× �Ï [0;N℄ �ÒÉ N !

! +1). ÷ÙÒÁÚÉÔØ �(a+ 1) ÞÅÒÅÚ �(a). ðÏÞÅÍÕ ÇÁÍÍÁ-ÆÕÎË-

�ÉÀ ÓÞÉÔÁÀÔ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÆÁËÔÏÒÉÁÌÁ?

8.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ Ä×ÁÖÄÙ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-

ÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ �ÅÊÌÏÒÁ Ó ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ

ÞÌÅÎÏÍ × ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÅ:

f(a+ h) = f(a) + f

0

(a)h+

Z

h

0

(h- t)f

00

(a+ t)dt:

9.

?

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ

ÄÌÑ ÓÔÁÒÛÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ.

10.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÅÄÅÌ �ÒÉ a! +1 ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌÁ

R

a

1

(sinx=x)dx. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÄÌÑ ÒÑÄÏ× ÒÅÛÁ-

ÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ áÂÅÌÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ

ÉÎÔÅÇÒÉÒÏ×ÁÎÉÀ �Ï ÞÁÓÔÑÍ.)

11.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕ-

ÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÑÍÏÊ, ÔÏ

R

1

0

f(t) sin(nt)dt ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0

�ÒÉ n!1.

12.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÎÁ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÉ.
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13.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆ-

ÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó �ÅÒÉÏÄÏÍ 1 ÉÎÔÅÇÒÁÌ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 11

ÅÓÔØ o(1=n

k

) �ÒÉ ÌÀÂÏÍ k.

14. ðÕÓÔØ F | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f. îÁÊÔÉ �ÅÒ×Ï-

ÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ x 7! f(ax + b), ÇÄÅ a É b | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ

ÞÉÓÌÁ.

15. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) (4x-7)

8

; (Â)

1

25+x

2

;

(×) sin

2

(3x); (Ç) sin(5x) 
os(18x).

16.

?

ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ P(sinx; 
osx), ÇÄÅ P |

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Å£ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-

ÎÁÑ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Q(sinx; 
osx)+ax, ÇÄÅ Q| ÔÁËÖÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ

ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ëÏÇÄÁ a ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ?

17. äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × ÎÅÏ�ÒÅÄÅ-

Ì£ÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ: ÅÓÌÉ F | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ f, Á

' | ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ t 7! F('(t)) ÅÓÔØ �ÅÒ-

×ÏÏÂÒÁÚÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉ t 7! f('(t))'

0

(t).

18. ïÂßÑÓÎÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

(ÕËÁÚÁ×, ÞÔÏ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌØ F, f, ') ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ:

Z

p

a

2

- x

2

dx =

Z

p

a

2

- a

2

sin

2

t a 
os t dt = a

2

Z


os

2

t dt =

=

a

2

t

2

+

a

2

sin 2t

4

+ C =

a

2

2

ar
sin(x=a) +

x
2

p

a

2

- x

2

+ C:

19. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÚÁÍÅÎÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚ-

ÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ 1=

p

a

2

- x

2

(ÏÔ×ÅÔ ÍÙ ÚÎÁÌÉ É ÒÁÎØÛÅ).

20.

?

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á)

p

a

2

+ x

2

;

(Â) 1=

p

a

2

+x

2

. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÉ 
h t = (e

t

+

+ e

-t

)=2 É sh t = (e

t

- e

-t

)=2).

21. ïÂßÑÓÎÉÔØ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ:

Z

x

2

sin(x

3

)dx =

1
3

Z

sin(x

3

)d(x

3

) =

=

1
3

Z

sin t dt = -

1
3


os t+ C = -

1
3


os(x

3

) + C:
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22. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) xe

-x

2

; (Â) x=(1+

+ x

4

); (×) sin

2

2x 
os 2x; (Ç)

p

1+ t=t; (Ä) 1=(t

p

1 + t

2

);

23. äÁÔØ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅ-

ÍÙ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ × Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÉÎÔÅÇÒÁÌÅ: ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

b

a

f('(t))'

0

(t)dt ÒÁ×ÅÎ : : : , ÅÓÌÉ : : :

24.

?

îÁÊÔÉ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

1=(1 + x

2

)

2

dx.

25.

?

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ J

n

�ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ 1=(1 +

+ x

2

)

n

. äÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ:

J

n+1

=

1

2n

 

x

(1 + x

2

)

n

+ (2n - 1)J

n

!

:

éÎÔÅÇÒÉÒÕÑ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÕÀ ÄÒÏÂØ (ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ×), �ÏÌÅÚÎÏ ÒÁÚÌÏÖÉÔØ Å£ × ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÀ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎÁ É �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÄÒÏÂÅÊ ×ÉÄÁ 1=(x-a)

k

(ÅÓÌÉ ÄÏ�ÕÓËÁÔØ

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÅ a) ÉÌÉ ×ÉÄÁ 1=(x - a)

k

, 1=(x

2

+ px + q)

k

É

x=(x

2

+ px + q)

k

.

26.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ×ÓÅÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ.

27. îÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÊ (Á) 1=((x+ 1)(x+ 2));

(Â) (x

5

+ 1)=(x

3

- 1); (×) 1=(x

4

+ 1).

28.

?

äÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÚÁÍÅÎÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅ-

Ì£ÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÇÒÁÌÁ: ÅÓÌÉ '(t) ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ É ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚ-

ÒÁÓÔÁÅÔ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [�;�℄, '(�) = a, '(�) = b, ÏÂÒÁÔÎÁÑ Ë

ÎÅÊ ÆÕÎË�ÉÑ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b℄, É ÆÕÎË�ÉÑ f ÉÎÔÅ-

ÇÒÉÒÕÅÍÁ ÎÁ [a; b℄, ÔÏ

Z

b

a

f(x)dx =

Z

�

�

f('(t))'

0

(t)dt:

(ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÏÊ Õ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ).

29. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

e

x

sinxdx, ×Ó�ÏÍÎÉ× ÆÏÒÍÕÌÕ

e

ix

= 
osx+ i sinx.

30. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÇÒÁÌ

R

1=(x

2

+ 1) �Ï ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÉÎÔÅ-

ÇÒÁÌÏÍ

R

1=(x

2

- 1), ×Ó�ÏÍÎÉ×, ÞÔÏ x

2

+ 1 = (x+ i)(x- i).

ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ

ðÕÓÔØ V| ×ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. æÕÎË-

�ÉÑ d : V

n

! R, ÓÔÁ×ÑÝÁÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ n ×ÅËÔÏÒÁÍ ÉÚ V
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ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ

×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:

1) d ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ Ó×ÏÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× (�ÏÌÉÌÉ-

ÎÅÊÎÏÓÔØ);

2) d ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁË �ÒÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ Ó×ÏÉÈ ÁÒ-

ÇÕÍÅÎÔÏ× (ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔØ).

1. õËÁÚÁÔØ ×ÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ (Ä×ÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×) × R

2

.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ×ÅËÔÏÒÏ× ÅÓÔØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ, ÔÏ

ÉÈ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁ×ÎÏ ÎÕÌÀ.

3.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÊ

ÚÁÄÁÞÉ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÓÔÉ (ÄÌÑ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÈ

ÆÕÎË�ÉÊ).

4. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÑ d Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ

É d(x

1

; x

2

; x

3

; x

4

; : : : ) = a. þÅÍÕ ÒÁ×ÎÏ (Á) d(x

1

+ x

2

; x

2

-

- x

3

; x

3

; x

4

; : : : )? (Â) d(x

1

+ x

2

; x

2

- x

1

; x

3

; x

4

; : : : )?

5. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÂÁÚÉÓ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å V ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n. ðÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÌÉÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ V

k

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÏÓÓÔÁ-

ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �Ï Ó×ÏÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏ-

ÒÏ×, �ÒÉÞ£Í ÜÔÉ n

k

ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ.

6.

?

ðÏÌÉÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÓÏÓÉÍÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ×ÉÄÁ

V

k

! R (ÚÄÅÓØ k ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁ×ÎÏ n) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅË-

ÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï. ëÁËÏ×Á ÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ?

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÎÅÛÎÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ n

×ÅËÔÏÒÏ× × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÍ

ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ-

ÎÕÌÅ×ÏÅ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÔÕÔ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ

ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÏÊ.)

9. ÷ ËÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÕÌÅ×ÙÍ)

×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ ÎÁ n ×ÅËÔÏÒÁÈ?

çÏ×ÏÒÑ Ï ×ÎÅÛÎÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ n ×ÅËÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Å R

n

, ÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ

ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× e

1

; : : : ; e

n

ÒÁ×ÎÏ 1. (úÄÅÓØ e

i

| ×ÅËÔÏÒ, Õ

ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉ�Á, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÕÌÉ.)
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÷ÅËÔÏÒÙ a

1

; : : : ; a

n

2 R

n

ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÍÁ-

ÔÒÉ�Ù n � n; ÉÈ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ (ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ,

ÓÍ. ×ÙÛÅ) ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÍÁÔÒÉ�Ù É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ

det(a

1

; : : : ; a

n

) ÉÌÉ a

1

^ : : :^ a

n

.

10. ÷Ù�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅ-

ÒÁ 2� 2.

11. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ� 3� 3.

12. þÉÓÌÁ x

1

; : : : ; x

n

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ x

1

a

1

+ : : : + x

n

a

n

= b (ÇÄÅ a

1

; : : : ; a

n

; b 2

2 R

n

). äÏËÁÚÁÔØ �ÒÁ×ÉÌÏ ëÒÁÍÅÒÁ: x

i

det(a

1

; : : : ; a

n

) =

= det(a

1

; : : : ; b; : : : ; a

n

), ÇÄÅ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ×ÅËÔÏÒ b ÓÔÏÉÔ

ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ (×ÍÅÓÔÏ a

i

). ïÓÔÁ£ÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ �ÒÁ×ÉÌÏ ×ÅÒÎÙÍ,

ÅÓÌÉ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÏÄÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ?

13. îÁÊÔÉ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ (ÉÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÏÇÒÁÍÍÁ),

ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ.

14.

?

îÁÊÔÉ ÏÂß£Í ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ (ÉÌÉ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ), ÅÓÌÉ

ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ËÁË ÒÁÚÒÅÚÁÔØ

ËÕÂ ÎÁ 6 ÒÁ×ÎÙÈ ÔÅÔÒÁÜÄÒÏ×?)

15.

?

ëÁËÏ× ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ ×ÎÅÛÎÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ

× R

2

ÉÌÉ × R

3

? (ïÔ×ÅÔ: �ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÏÂß£Í�.)

16.

?

ëÁËÏ×Á ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ �ÌÏÝÁÄØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×ÓÅ ×ÅÒ-

ÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ? ëÁËÏ× ÎÁÉÍÅÎØÛÉÊ

ÏÂß£Í ÔÅÔÒÁÜÄÒÁ, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒ-

ÄÉÎÁÔÙ?

17.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÕÂÁ ÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁ | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ

ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÅ×ÅÒÎÏ.)

18.

?

õËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇ ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÒ£È

×ÅËÔÏÒÏ× × R

4

.

19. ðÕÓÔØ A : R

n

! R

n

| ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ. òÁÓÓÍÏ-

ÔÒÉÍ Ä×Á ×ÎÅÛÎÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ × R

n

| ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ (ÏÂÏ-

ÚÎÁÞÁÅÍÏÅ v

1

^ : : :^ v

n

), Á ÔÁËÖÅ Av

1

^ : : :^Aw

n

. ëÁË ÍÙ

ÚÎÁÅÍ (ÚÁÄÁÞÁ 7), ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ×

ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ.

20. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ÷Ù×ÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ� ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ.
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21. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ (n�n)-ÍÁÔÒÉ�Ù:

det jja

ij

jj =

X

�2S

n

sign� � a

1�(1)

� : : : � a

n�(n)

(ÚÄÅÓØ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒ£ÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍ � ÍÎÏÖÅÓÔ×Á

f1; 2; : : : ; ng, Á sign� ÒÁ×ÎÏ 1 ÄÌÑ Þ£ÔÎÙÈ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË É (-1)

ÄÌÑ ÎÅÞ£ÔÎÙÈ).

22. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔ-

ÒÉ�Ù

L =

0
B
B
�

l

1

a

12

: : : a

1n

0 l

2

: : : a

2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 : : : l

n

1
C
C
A

ÒÁ×ÅÎ l

1

l

2

: : : l

n

.

23. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÉ

ÔÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÉ.

24. þÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄ£Ô Ó Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁ-

ÔÒÉ�Ù ×ÙÞÅÓÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÌÂÅ� ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù? �ÅÒÅÓÔÁ×ÉÔØ

ÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù? ÓÄÅÌÁÔØ ÔÅ ÖÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÓÏ ÓÔÒÏËÁÍÉ?

25. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, ÎÁÊÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ

det

0
B
B
�

1 0 1 0

0 1 0 1

-1 0 1 0

0 -1 0 1

1
C
C
A

26.

?

îÁÊÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÷ÁÎÄÅÒÍÏÎÄÁ

det

0
B
B
B
B
�

1 1 : : : 1

x

1

x

2

: : : x

n

x

2
1

x

2
2

: : : x

2
n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

x

n-1

1

x

n-1

2

: : : x

n-1

n

1
C
C
C
C
A

(õËÁÚÁÎÉÅ: ËÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÕÌØ?)

27. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ, �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ-

ÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ n ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍÉ ÚÎÁ-

ÞÅÎÉÑÍÉ × ÌÀÂÙÈ n ÔÏÞËÁÈ.
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28. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁ (m+n)�(m+n)

ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ m�m, n�n É �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ m�n

É n�m, �ÒÉÞ£Í ÏÄÉÎ ÉÚ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏ× | ÎÕÌÅ×ÏÊ, ÔÏ Å£

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÒÁ×ÅÎ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×

m�m É n� n.

29. ðÕÓÔØ A : V ! V | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × n-ÍÅÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å, × ËÏÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎÏ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ. ðÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ Av

1

^ : : :^Av

n

(ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ×

v

1

; : : : ; v

n

) ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÎÅÛÎÉÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ. óÏÇÌÁÓ-

ÎÏ ÚÁÄÁÞÅ 7, ÜÔÏ ×ÎÅÛÎÅÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ ÉÓ-

ÈÏÄÎÏÍÕ; ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ Ï�ÒÅ-

ÄÅÌÉÔÅÌÅÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.

30. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ËÏÒ-

ÒÅËÔÎÏ (ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ×ÎÅÛÎÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ). þÅÍÕ

ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÉ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×? õ ËÁËÉÈ Ï�ÅÒÁ-

ÔÏÒÏ× Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ ÎÕÌÑ? þÅÍÕ ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉ-

ÔÅÌØ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ?

31. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅ-

ÌÉÔÅÌÀ ÅÇÏ ÍÁÔÒÉ�Ù (× ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ).

32.

?

ïÂßÑÓÎÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÓÍÙÓÌ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ Ï�Å-

ÒÁÔÏÒÁ. (ïÔ×ÅÔ: ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÂß£ÍÁ.)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A

ij

ÍÁÔÒÉ�Õ ÒÁÚÍÅÒÁ (n - 1)� (n - 1),

�ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù A ×ÙÞÅÒËÉ×ÁÎÉÅÍ i-Ê ÓÔÒÏËÉ É j-ÇÏ

ÓÔÏÌÂ�Á.

33. äÏËÁÚÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ �Ï i-Ê

ÓÔÒÏËÅ:

detA = (-1)

i+1

a

i1

detA

i1

+ : : :+ (-1)

i+n

a

in

detA

in

;

Á ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ �Ï i-ÍÕ ÓÔÏÌÂ�Õ.

34. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ B, ÄÌÑ

ËÏÔÏÒÏÊ b

ij

= (-1)

i+j

detA

ji

. ÷ÙÞÉÓÌÉÔØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ AB

É BA.

35. îÁ�ÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, ×ÙÒÁÖÁÀÝÕÀ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÏÂÒÁÔÎÏÊ

ÍÁÔÒÉ�Ù ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.

36.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ P(x) = p

n

x

n

+ : : : + p

0

É

Q(x) = q

m

x

m

+ : : :+q

0

(ÇÄÅ p

n

6= 0 É q

m

6= 0) ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ
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ËÏÒÅÎØ × �ÏÌÅ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ s(x) É t(x) ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÅÎØ-

ÛÅm É n ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ s(x)P(x)+t(x)Q(x) =

= 0.

37.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) óÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÎÁ s É t ËÁË

ÓÉÓÔÅÍÕ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. õËÁÚÁÔØ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÎÁ ËÏÜÆ-

ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× P É Q (ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ × ÎÕÌØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ

Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ), �ÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ P É Q ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÊ ËÏÒÅÎØ × C .

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÎÔÏÍ P

É Q) ÒÁ×ÅÎ p

m
n

q

n
m

Q

i;j

(x

i

-y

j

), ÇÄÅ x

1

; : : : ; x

n

| ËÏÒÎÉ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ P, Á y

1

; : : : ; y

m

| ËÏÒÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ Q.

38.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÒÉ ËÁËÏÍ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ t

3

+

+ pt+ q ÉÍÅÅÔ ËÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ?

39.

?

îÁÊÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ n� n:

0
B
B
�

x y 0 : : : 0

0 x y : : : 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .

y 0 0 : : : x

1
C
C
A

40.

?

÷ÙÞÉÓÌÉÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÒÁÚÍÅÒÁ 2n� 2n:

0
B
B
B
B
�

a 0 : : : 0 b

0 a : : : b 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 b : : : a 0

b 0 : : : 0 a

1
C
C
C
C
A

(ÎÁ Ä×ÕÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÑÈ ÓÔÏÑÔ ÞÉÓÌÁ a É b, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÕÌÉ).

÷ÅËÔÏÒ x ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ×ÅËÔÏÒÏÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

A : V ! V, ÅÓÌÉ Ax �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ x, ÔÏ ÅÓÔØ Ax = �x

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �. üÔÏ ÞÉÓÌÏ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ x.

41.

?

óÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

k

Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A ÉÍÅ-

ÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �

1

; : : : ; �

k

. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

×ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

k

ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

42.

?

éÍÅÅÔÓÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. éÓ-

�ÏÌØÚÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ, ÕËÁÚÁÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, ËÏÒÎÑ-

ÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A É
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ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ. (ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ Õ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ × n-ÍÅÒÎÏÍ

�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.)

43.

?

ï�ÅÒÁÔÏÒ A × n-ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÉÍÅÅÔ n ÒÁÚ-

ÌÉÞÎÙÈ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

ÒÁ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.

44.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÒÁ×ÎÁ ÓÕÍÍÅ

ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ A.

45.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ × R

3

ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ

ÏÄÉÎ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ.

íÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ 0

íÎÏÖÅÓÔ×Ï A � R ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ " > 0

ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÙÍ

ÞÉÓÌÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×, ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ".

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÇÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÒÙ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ, ÔÁË ÞÔÏ

ÓÌÏ×Á �ÍÅÒÁ 0� ÎÁÄÏ ×ÏÓ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ËÁË ÉÄÉÏÍÕ.)

1. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ 0 ÔÁË-

ÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0. (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞ£Ô-

ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0. (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ

ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÅÒÙ 0 ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ

ÍÅÒÕ 0.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÅÒÙ 0. (õËÁÚÁÎÉÅ: ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ-

ÓÔØÀ ÏÔÒÅÚËÁ.)

3. éÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ 0, ÅÓÌÉ ÒÁÚ-

ÒÅÛÁÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÏ×?

4. ÷ÙÂÒÏÓÉÍ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ ÉÎÔÅÒ×ÁÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÅÇÏ ÓÒÅÄ-

ÎÅÊ ÔÒÅÔØÀ; Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ Ä×ÕÈ ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× �ÏÓÔÕ�ÉÍ

ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ; ÚÁÔÅÍ ÓÄÅÌÁÅÍ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÉÚ ÞÅ-

ÔÙÒ£È ÏÓÔÁ×ÛÉÈÓÑ ÏÔÒÅÚËÏ× É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. �ÏÞËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ

ÂÕÄÕÔ ×ÙÂÒÏÛÅÎÙ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÛÁÇÅ, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï. (Á) ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÔÏÞËÉ ËÁÎÔÏÒÏ×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÎÅ

ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÉÄÁ m=3

n

�ÒÉ �ÅÌÙÈ m É n. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÁÍËÎÕÔÏ. (×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÓÞ£ÔÎÏ. (Ç) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁÎÔÏÒÏ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0.
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5.

?

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÞÉÓÅÌ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, × ÄÅ-

ÓÑÔÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ �ÉÆÒÙ 7. éÍÅÅÔ ÌÉ ÏÎÏ

ÍÅÒÕ 0?

6.

?

ðÕÓÔØ A| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ 0. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Ï Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ×ÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0.

7.

?

þÉÓÌÏ � 2 [0; 1℄ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÈÏÒÏÛÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÏÌÑ

ÅÄÉÎÉ� ÓÒÅÄÉ �ÅÒ×ÙÈ N ÞÌÅÎÏ× ÅÇÏ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÔÒÅÍÉÔ-

ÓÑ Ë 1=2 �ÒÉ N ! 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚ-

ËÁ [0; 1℄ ÈÏÒÏÛÉÅ (ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÌÏÈÉÈ ÞÉÓÅÌ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0).

8.

?

ðÕÓÔØ f : R ! R | ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÁÑ

ÆÕÎË�ÉÑ, Á E | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕÌÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f

0

. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï f(E) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0.

9.

?

íÎÏÖÅÓÔ×ÁA É B ÉÍÅÀÔ ÍÅÒÕ 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ,

ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A+B, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÓÕÍÍ ×ÉÄÁ a+b, ÇÄÅ

a 2 A, b 2 B, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0?

10.

?

æÕÎË�ÉÑ f ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

A � [0; 1℄ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0. íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ-

×Ï f(A) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0?

11.

?

(Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ×

×ÉÄÅ ÓÞ£ÔÎÏÇÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÌÀ-

ÂÙÅ Ä×Á ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ �Ï×ÏÒÏÔÏÍ. (Â) íÏÇÕÔ ÌÉ ÜÔÉ

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÍÅÔØ ÍÅÒÕ 0?

12. äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÅÒÙ 0 ÄÌÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×

�ÌÏÓËÏÓÔÉ. úÁ×ÉÓÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ?

13.

?

ðÕÓÔØ A � R

2

| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ

ÚÎÁÞÅÎÉÑ x, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ x-ÓÅÞÅÎÉÅ A

x

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A (ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ y, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ hx; yi 2 A) ÎÅÌØÚÑ �ÏËÒÙÔØ ÉÎ-

ÔÅÒ×ÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÉÅ x

ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÅÒÙ 0.

14.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÈ x, �ÒÉ

ËÏÔÏÒÙÈ A

x

ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÅÒÙ 0, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏ-

ÖÅÓÔ×ÏÍ ÍÅÒÙ 0.

æÁËÔÏÒÇÒÕ��Ù

ó ËÁÖÄÙÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ' : G ! H Ó×ÑÚÁÎÙ Ä×Å �ÏÄ-

ÇÒÕ��Ù. ñÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Ker' É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ
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×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g 2 G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ '(g) = e. ïÂÒÁÚ ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Im' É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× '(g) ÄÌÑ

×ÓÅÈ g 2 G.

1. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ ' : G! H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

�ÏÄÇÒÕ��ÏÊ ÇÒÕ��Ù G, Á ÏÂÒÁÚ | �ÏÄÇÒÕ��ÏÊ × H.

2. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ ' : G ! H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍÏÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Im' = H É Ker' =

= feg.

3. çÒÕ��Á G ËÏÎÅÞÎÁ, ' : G ! H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ jGj = jKer'j � j Im'j. (úÄÅÓØ jXj | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X.)

4.

?

ìÀÂÁÑ ÌÉ �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÑÄÒÏÍ ÎÅËÏ-

ÔÏÒÏÇÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ?

5.

?

ðÕÓÔØ '

1

: G ! H

1

É '

2

: G ! H

2

| ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚ-

ÍÙ, �ÒÉÞ£Í Ker'

1

= Ker'

2

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù Im'

1

É Im'

2

ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.

6. ðÕÓÔØ ' : G ! H | ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ

ÑÄÒÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÅÓÌÉ g

1

g

2

2 Ker', ÔÏ É

g

2

g

1

2 Ker'.

ðÏÄÇÒÕ��ÁH ÇÒÕ��Ù G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ (ÞÁÓÔÏ ÉÓ-

�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ H / G), ÅÓÌÉ g

-1

hg 2 H ÄÌÑ ÌÀ-

ÂÙÈ g 2 G, h 2 H.

7. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÁ Ó×ÏÊÓÔ×Õ, ÕËÁ-

ÚÁÎÎÏÍÕ × ÚÁÄÁÞÅ 6.

ðÕÓÔØ H | �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G. íÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ gH

(�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ g 2 G ÎÁ ×ÓÅ ÜÌÅ-

ÍÅÎÔÙ �ÏÄÇÒÕ��Ù H ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÌÅ×ÙÍÉ ÓÍÅÖÎÙÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ G

�Ï H; ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÉÄÁ Hg | �ÒÁ×ÙÍÉ.

8. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÅ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÚÁÄÁÀÔ ÒÁÚÂÉ-

ÅÎÉÅ ÇÒÕ��Ù G (ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÏÍÕ

ËÌÁÓÓÕ). (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÙÍ ÄÌÑ �ÒÁ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ,

ËÏÇÄÁ H | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á.

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, × ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Å ÌÀÂÁÑ �ÏÄÇÒÕ��Á ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.

9. õËÁÚÁÔØ �ÏÄÇÒÕ��Õ × S

3

, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÕÀÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ.

10.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÒÑÄÏË �ÏÄÇÒÕ��Ù H ÒÁ×ÅÎ �Ï-

ÌÏ×ÉÎÅ �ÏÒÑÄËÁ ÇÒÕ��Ù G, ÔÏ H ÎÏÒÍÁÌØÎÁ.
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11. úÁËÏÎÞÉÔØ É ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÜÌÅÍÅÎÔÙ g

1

É g

2

�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ É ÔÏÍÕ ÖÅ ÓÍÅÖÎÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ �Ï �ÏÄÇÒÕ�-

�Å Ker', ÅÓÌÉ �ÒÉ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ' : : :

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÑÄÒÏ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ | ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ �ÏÄ-

ÇÒÕ��Á.

13. ðÕÓÔØ H | �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ï�ÅÒÁ-

�ÉÀ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÌÅ×ÙÈ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÌÅÄÕ-

ÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: g

1

H�g

2

H = g

1

g

2

H. (Á) ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-

ÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ? (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ H ÎÏÒ-

ÍÁÌØÎÁ (Ô. Å. ÌÅ×ÙÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó �ÒÁ×ÙÍÉ), ÔÏ

ÜÔÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Ó

ÔÁËÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ��ÏÊ.

üÔÁ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��ÏÊ ÇÒÕ��Ù G �Ï �ÏÄ-

ÇÒÕ��Å H É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ G=H.

14. ïÂßÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ Z=nZ ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù ×Ù-

ÞÅÔÏ× �Ï ÍÏÄÕÌÀ n.

15.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Á R=Z ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÇÒÕ��Å

ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÒÁ×ÎÙÈ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÅÄÉÎÉ�Å, Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ

ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.

16.

?

ïÂßÑÓÎÉÔØ, �ÏÞÅÍÕ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Õ R�R �Ï �ÏÄÇÒÕ��Å

Z�Z ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÏÒÏÍ. (�ÏÒ | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓËÌÅÉ×ÁÎÉÑ �ÉÌÉÎ-

ÄÒÁ × ÂÕÂÌÉË.)

17. (�ÅÏÒÅÍÁ Ï ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ) ðÕÓÔØ ' : G! H | ÇÏÍÏ-

ÍÏÒÆÉÚÍ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Á Im' ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ�-

�Å G=Ker'.

óÌÏ×ÁÍÉ: �ÇÏÍÏÍÏÒÆÎÙÊ ÏÂÒÁÚ ÇÒÕ��Ù // ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÆÁË-

ÔÏÒÇÒÕ��Å // �Ï ÑÄÒÕ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁ�.

18. þÔÏ ÄÁ£Ô ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÒÁÎÅÅ �ÒÉ-

ÍÅÒÏ× ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×?

19.

?

÷ ÇÒÕ��Å Ä×ÉÖÅÎÉÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÄÇÒÕ��Õ

�ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ �ÅÒÅÎÏÓÏ× É �ÏÄÇÒÕ��Õ ×ÒÁÝÅÎÉÊ (×ÏËÒÕÇ ÄÁÎ-

ÎÏÊ ÔÏÞËÉ). âÕÄÕÔ ÌÉ ÜÔÉ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉ? åÓÌÉ ÄÁ,

ËÁËÏ×Ù ÂÕÄÕÔ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Ù?

20.

?

îÁÊÔÉ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Õ ÇÒÕ��Ù ËÏÍ�ÌÅËÓÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÏ-

ÄÕÌØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å (Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ) �Ï Å£

�ÏÄÇÒÕ��Å, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ËÏÒÎÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.
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21.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÁ ÆÁËÔÏÒÇÒÕ��Å ÇÒÕ��Ù Z

n

(�ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ n) �Ï ÎÅ-

ËÏÔÏÒÏÊ Å£ �ÏÄÇÒÕ��Å.

22.

?

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ.

23.

?

ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÒÕ��Õ F É Ä×Á Å£ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f

1

É f

2

Ó ÔÁ-

ËÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕ��Ù G É ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×

g

1

; g

2

2 G ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ F ! G,

�ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ f

1

× g

1

É f

2

× g

2

. (�ÁËÁÑ ÇÒÕ��Á ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ

Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ f

1

É f

2

.)

24.

?

(Á) ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù R.

(Â) ï�ÉÓÁÔØ ×ÓÅ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù ÇÒÕ��Ù R � R.

÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, É ËÁÖÄÏÍÕ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÕ �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÒÉÞ£Í ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÒÁ×ÎÁ 1. �ÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ �ÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ (ËÏÎÅÞÎÙÍ), ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÓÈÏÄÁÍÉ, Á

�ÒÉ�ÉÓÁÎÎÙÅ ÉÍ ÞÉÓÌÁ | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÉÓÈÏÄÏ×.

ðÒÉÍÅÒ (n-ËÒÁÔÎÏÅ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ). éÓÈÏÄÁÍÉ

Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� (ÏÒÌÏ× É

ÒÅÛÅË); ×ÓÅ ÉÓÈÏÄÙ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ (ÉÍÅÀÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=2

n

).

óÏÂÙÔÉÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÓÈÏÄÏ×; ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÏ-

ÂÙÔÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÓÕÍÍÕ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÉÓÈÏ-

ÄÏ×. åÓÌÉ ×ÓÅ ÉÓÈÏÄÙ ÒÁ×ÎÏ×ÅÒÏÑÔÎÙ, ÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ

ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÂÌÁÇÏ�ÒÉÑÔÎÙÈ� ÉÓÈÏÄÏ× (×ÈÏÄÑÝÉÈ ×

ÓÏÂÙÔÉÅ) Ë ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÉÓÈÏÄÏ×. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A

ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ Pr[A℄.

1. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÉ n-ËÒÁÔÎÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ

ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ (Á) ÎÅ ×Ù�ÁÄÅÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÌÁ; (Â) ×Ù�ÁÄÅÔ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÌÁ; (×) ×Ù�ÁÄÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÒ£Ì; (Ç) ×Ù�ÁÄÅÔ

ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÏÒÌÁ; (Ä) ×Ù�ÁÄÅÔ ÎÅÞ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÒÌÏ×.

2. ëÁËÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ �ÒÉ 100-ËÒÁÔÎÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏ-

ÎÅÔÙ ÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ: ×Ù�ÁÄÅÎÉÅ 49 ÏÒÌÏ× ÉÌÉ 50 ÏÒÌÏ×? ÷Ï

ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ?

3. ëÁËÏ×Ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÄÌÑ n-ËÒÁÔÎÏÇÏ

ÂÒÏÓÁÎÉÑ �ÞÅÓÔÎÏÊ� ÉÇÒÁÌØÎÏÊ ËÏÓÔÉ (ÎÁ ÇÒÁÎÑÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉ-
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ÓÌÁ ÏÔ 1 ÄÏ 6)? þÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÅÅ: �ÒÉ ÛÅÓÔÉ ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ �ÏÌÕÞÉÔØ

ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÛÅÓÔ£ÒËÕ ÉÌÉ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÛÅÓÔ£ÒËÉ?

4. éÇÒÁÌØÎÕÀ ËÏÓÔØ ÂÒÏÓÉÌÉ Ä×Á ÒÁÚÁ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÌÏ-

ÖÉÌÉ. ëÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ?

5. éÇÒÁÌØÎÕÀ ËÏÓÔØ ÂÒÏÓÉÌÉ n ÒÁÚ. (Á) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ

×Ù�ÁÄÅÎÉÑ ÒÏ×ÎÏ k ÛÅÓÔ£ÒÏË? (Â) ðÒÉ ËÁËÏÍ k ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁ?

6. ëÏÌÏÄÕ ÉÚN ËÁÒÔ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 1; : : : ; N,

ÔÁÓÕÀÔ × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ. (Á) ëÁËÏ×Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï? (Â) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÞÉÓÌÏ 1 ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÍÅÓÔÅ? (×) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ 3 ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÁÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ 2, ÎÏ �ÏÓÌÅ

ÞÉÓÌÁ 1?

7.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÁ

ËÁÒÔÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ �ÒÅÖÎÅÍ ÍÅÓÔÅ (ËÁÒÔÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ i ÎÅ

ÂÕÄÅÔ ÓÔÏÑÔØ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ)?

8. ÷ ÌÏÔÅÒÅÅ ÎÁÄÏ ÕËÁÚÁÔØ 6 ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 49, �ÒÉ ÒÏÚÙ-

ÇÒÙÛÅ ÔÁËÖÅ ×ÙÂÉÒÁÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ 6 ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ 49. ëÁËÏ×Á

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (Á) ÕÇÁÄÁÔØ ×ÓÅ ÛÅÓÔØ ÞÉÓÅÌ? (Â) ÎÅ ÕÇÁÄÁÔØ ÎÉ

ÏÄÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÛÅÓÔÉ? (×) ÕÇÁÄÁÔØ ÒÏ×ÎÏ 5 ÞÉÓÅÌ ÉÚ ÛÅÓÔÉ?

9. äÁÎÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ A, B É �A É B� (�ÒÏÉÚÏÛÌÉ

ÏÂÁ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B). îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ �A ÉÌÉ B�

(�ÒÏÉÚÏÛÌÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÏÂÙÔÉÊ A É B)?

10.

?

éÍÅÀÔÓÑ n ÓÏÂÙÔÉÊ, �ÒÉÞ£Í ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ

ÎÉÈ ÒÁ×ÎÁ p. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÏÉÚÏÊÄÕÔ

ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ np=k.

õÓÌÏ×ÎÏÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÂÙÔÉÑ A �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ ÓÏÂÙÔÉÑ B

ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ Pr[AjB℄ = Pr[A É B℄= Pr[B℄. (ðÒÅÄ�ÏÌÁ-

ÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Pr[B℄ > 0.)

11. (Á) îÁÊÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÏÒ-

ÌÏ× × Ä×ÕÈ ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÒ£Ì

×Ù�ÁÌ; (Â) : : : ÞÔÏ ÎÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ×Ù�ÁÌ ÏÒ£Ì; (×) : : : ÞÔÏ ÎÁ

×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ×Ù�ÁÌ ÏÒ£Ì.

óÏÂÙÔÉÅ A ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍ ÏÔ ÓÏÂÙÔÉÑ B, ÅÓÌÉ

Pr[AjB℄ = Pr[A℄.

12. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ:

ÅÓÌÉ A ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ B, ÔÏ B ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ A.
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13. âÕÄÕÔ ÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ �×Ù�ÁÌÏ Þ£ÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ� É �×Ù�ÁÌÏ

ÞÉÓÌÏ, ÄÅÌÑÝÅÅÓÑ ÎÁ 3� ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ �ÒÉ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ËÏÓÔÉ?

14. (Á) âÕÄÕÔ ÌÉ (ÄÌÑ ÔÒ£È ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ) ÓÏÂÙÔÉÑ

��ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ ×Ù�ÁÌ ÏÒ£Ì� É �×Ù�ÁÌÏ ÒÏ×ÎÏ

Ä×Á ÏÒÌÁ� ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ? (Â) �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÊ ��ÒÉ

�ÅÒ×ÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ×Ù�ÁÌ ÏÒ£Ì� É �ÞÉÓÌÏ ÏÒÌÏ× ÎÅÞ£ÔÎÏ�. (×) �ÏÔ

ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÊ ��ÒÉ �ÅÒ×ÏÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ×Ù�ÁÌ ÏÒ£Ì� É

��ÒÉ ×ÔÏÒÏÍ É ÔÒÅÔØÅÍ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÂÙÌ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÏÒ£Ì�.

15. óÏÂÙÔÉÅ B É ÓÏÂÙÔÉÅ C ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÏÔ ÓÏÂÙÔÉÑ A.

íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ �B É C� ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ

ÓÏÂÙÔÉÑ A?

16.

?

íÏÎÅÔÕ ÂÒÏÓÁÀÔ n ÒÁÚ. óÏÂÙÔÉÅ A Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅ-

ÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ �ÅÒ×ÙÈ k ÂÒÏÓÁÎÉÊ, ÓÏÂÙÔÉÅ B | ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ

�ÏÓÌÅÄÎÉÈ n - k ÂÒÏÓÁÎÉÊ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÑ A É B ÎÅ-

ÚÁ×ÉÓÉÍÙ.

17.

?

äÁÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÔÒ£È ÓÏÂÙÔÉÊ A, B

É C (ÉÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÌÁ ÂÙ �Ï�ÁÒÎÁÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ, Á

ÔÁËÖÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A É ÓÏÂÙÔÉÑ �B É C�).

18. îÁÊÔÉ ÕÓÌÏ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr[AjB℄, ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ

ÕÓÌÏ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr[BjA℄, Á ÔÁËÖÅ ÂÅÚÕÓÌÏ×ÎÙÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-

ÓÔÉ Pr[A℄ É Pr[B℄. (ïÔ×ÅÔ Ë ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

âÁÊÅÓÁ.)

19. ëÁËÏÅ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÒÁÓ-

ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÄÌÑ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ Ó ×ÅÒÏÑÔ-

ÎÏÓÔØÀ ×Ù�ÁÄÅÎÉÑ ÏÒÌÁ p? (õËÁÚÁÎÉÅ: ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ.)

20.

?

éÍÅÅÔÓÑ N ÍÅÛËÏ× �Ï N ÍÏÎÅÔ, × ËÁÖÄÏÍ ÍÅÛËÅ

� ÆÁÌØÛÉ×ÙÈ. íÙ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍ ÎÁÕÇÁÄ �Ï ÏÄÎÏÊ ÍÏÎÅÔÅ ÉÚ ÍÅÛ-

ËÁ. ëÁËÏ×Ù ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ 0; 1; 2; : : : ÆÁÌØÛÉ-

×ÙÈ (�ÒÉ N!1 É ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ �)?

21.

?

÷ ÏÞÅÒÅÄØ ÚÁ ÇÁÚÅÔÁÍÉ �ÅÎÏÊ × �ÏÌÔÉÎÎÉË ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ

× ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ �ÏÒÑÄËÅ n ÞÅÌÏ×ÅË Ó �ÏÌÔÉÎÎÉËÁÍÉ É n ÞÅÌÏ×ÅË

Ó ÒÕÂÌÑÍÉ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ×ÓÅÍ È×ÁÔÉÔ ÓÄÁÞÉ,

ÅÓÌÉ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÎÉ Õ ÎÉÈ, ÎÉ Õ �ÒÏÄÁ×�Á ÄÒÕÇÉÈ ÄÅÎÅÇ ÎÅÔ?

âÌÕÖÄÁÎÉÑ

îÁ �ÒÑÍÏÊ ÄÏÒÏÇÅ ÓÔÏÉÔ �ØÑÎÙÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊ-

ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÛÁÇÉ ×�ÅÒ£Ä É ÎÁÚÁÄ (Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2).
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1. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ �Ï�ÁÄÁÎÉÑ × ÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÄÏ-

ÒÏÇÉ (Á) ÞÅÒÅÚ ÏÄÉÎ ÛÁÇ; (Â) ÞÅÒÅÚ Ä×Á ÛÁÇÁ; (×) ÞÅÒÅÚ �ÑÔØ

ÛÁÇÏ×.

2. äÌÑ ËÁËÏÊ ÔÏÞËÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÔÁÍ ÞÅÒÅÚ n ÛÁ-

ÇÏ× ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ? ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÔÒÅ-

ÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ n!1.

3.

?

îÁÊÔÉ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÁ ÓÍÅÝÅÎÉÑ ÚÁ n ÛÁ-

ÇÏ× (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ 2

n

×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÅÇÏ Ä×ÉÖÅÎÉÑ, ÄÌÑ

ËÁÖÄÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÓÍÅÝÅÎÉÅ ×ÏÚ×ÏÄÉÔÓÑ × Ë×ÁÄÒÁÔ É ÂÅÒ£ÔÓÑ

ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ).

4.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔÏÊÔÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÂÏÌÅÅ

ÞÅÍ n=100, ÓÄÅÌÁ× n ÛÁÇÏ× × ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ, ÓÔÒÅ-

ÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ �ÒÉ n!1.

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÄÏÒÏÇÅ × k ÛÁÇÁÈ ×�ÅÒÅÄÉ ÏÔ �ØÑÎÏÇÏ ÉÍÅ-

ÅÔÓÑ ËÁÎÁ×Á. ðÕÓÔØ p(n; k) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ Õ�ÁÓÔØ × ËÁÎÁ×Õ

ÚÁ n ÛÁÇÏ×. îÁ�ÒÉÍÅÒ, p(0; 1) = 1 É p(1; 1) = 1=2 (ÛÁÇ ×�Å-

Ò£Ä �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÁÄÅÎÉÀ, ÛÁÇ ÎÁÚÁÄ | ÎÅÔ).

5. (Á) îÁÊÔÉ p(n; k) �ÒÉ n = 1; 2; 3; 4 (É �ÒÉ ×ÓÅÈ k).

(Â) ëÁË ÎÁÊÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(n; k) �ÒÉ ÄÁÎÎÏÍ n É �ÒÉ ×ÓÅÈ k,

ÅÓÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(n - 1; k) �ÒÉ ×ÓÅÈ k?

6. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p(n; k) ÕÂÙ×ÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n (ÄÌÑ

ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ k) É �ÏÔÏÍÕ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÅ-

ÄÅÌÕ p

1

(k). (Â) ëÁË Ó×ÑÚÁÎÙ p

1

(k-1), p

1

(k) É p

1

(k+1)?

(×) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p

1

(k) = 0 �ÒÉ ×ÓÅÈ k.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ×ÙÒÁÖÁÀÔ ÔÁË: ËÁËÏ×Ï ÂÙ

ÎÉ ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÄÏ ËÁÎÁ×Ù, �ÏÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÑËÁ

�ØÑÎÙÊ ÒÁÎÏ ÉÌÉ �ÏÚÄÎÏ Ó×ÁÌÉÔÓÑ × ÎÅ£.

7. éÇÒÏË �ÒÉÈÏÄÉÔ × ÉÇÏÒÎÙÊ ÄÏÍ É ÉÇÒÁÅÔ × ÏÒÌÑÎËÕ

(ÓÔÁ×ÉÔ ÒÕÂÌØ, Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2 �ÒÏÉÇÒÙ×ÁÅÔ ÅÇÏ, Á Ó ×Å-

ÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2 �ÏÌÕÞÁÅÔ ÅÝ£ ÒÕÂÌØ). ëÏÇÄÁ ÄÅÎØÇÉ ËÏÎÞÁÀÔ-

ÓÑ, ÏÎ ÕÈÏÄÉÔ, ÒÁÚÏÒÉ×ÛÉÓØ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÏ× ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ

ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁ�ÉÔÁÌ ÉÇÒÏËÁ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÒÁÚÏÒÉÔØÓÑ �ÏÓÌÅ

n �ÁÒÔÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Ó ÒÏÓÔÏÍ n.

8.

?

ðÕÓÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÄÅÌÁÔØ ÛÁÇ ×�ÅÒ£Ä (Ë ËÁÎÁ×Å) ÒÁ×-

ÎÁ 1=3, Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÊÔÉ ÎÁÚÁÄ ÒÁ×ÎÁ 2=3. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏ-

ÑÔÎÏÓÔØ ÉÚÂÅÖÁÔØ �ÁÄÅÎÉÑ × ËÁÎÁ×Õ, ÎÁÈÏÄÑÓØ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ

k ÛÁÇÏ× ÏÔ ÎÅ£?
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9.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ ÎÉ

ÒÁÚÕ × ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÓÄÅÌÁ× n ÛÁÇÏ× (�Ï ÄÏÒÏÇÅ ÂÅÚ ËÁÎÁ×),

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

10.

?

ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ ÎÁ ÄÏÒÏÇÅ ÅÓÔØ Ä×Å ËÁÎÁ×Ù: ×�ÅÒÅÄÉ ×

k ÛÁÇÁÈ É �ÏÚÁÄÉ × l ÛÁÇÁÈ. îÁÊÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Ó×ÁÌÉÔØÓÑ ×

ÔÕ É × ÄÒÕÇÕÀ ËÁÎÁ×Ù (�ÒÅÄÅÌÙ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÚÁ n

ÛÁÇÏ× �ÒÉ n!1).

11.

?

éÇÒÏË �ÒÉÈÏÄÉÔ × ÉÇÏÒÎÙÊ ÄÏÍ Ó ËÁ�ÉÔÁÌÏÍ × k ÒÕ-

ÂÌÅÊ É ÉÇÒÁÅÔ, �ÏËÁ ÎÅ �ÒÏÉÇÒÁÅÔÓÑ ÉÌÉ �ÏËÁ ÎÅ ×ÙÉÇÒÁÅÔ

l ÒÕÂÌÅÊ. ëÁËÏ×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÕÊÄ£Ô Ó ×ÙÉÇÒÙ-

ÛÅÍ?

12.

?

ðØÑÎÙÊ ÂÌÕÖÄÁÅÔ �Ï ËÒÕÇÏ×ÏÍÕ ÛÏÓÓÅ ÄÌÉÎÏÊ × n ÛÁ-

ÇÏ×. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÏÞËÕ ÛÏÓÓÅ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎ �ÒÉÄ£Ô �ÏÚÖÅ ×ÓÅÇÏ.

(üÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ ÛÏÓÓÅ, ËÒÏÍÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ.) ëÁËÏ-

×Á ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÅÊ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ ÛÏÓÓÅ, ÓÏÓÅÄÎÑÑ

Ó ÉÓÈÏÄÎÏÊ?

13.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ÛÏÓÓÅ, ËÒÏÍÅ

ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÉÍÅÀÔ ÒÁ×ÎÕÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏËÁÚÁÔØÓÑ �ÏÓÌÅÄÎÉÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ�ÅÒØ ÂÌÕÖÄÁÎÉÅ �Ï Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÓÅÔËÅ (ÔÏÞ-

ËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÚÌÏ× É Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=4 ÍÏÖÅÔ

ÓÄ×ÉÎÕÔØÓÑ ×ÌÅ×Ï, ×�ÒÁ×Ï, ××ÅÒÈ É ×ÎÉÚ.

14.

?

ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ,

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÁÎÁ×ÏÊ (ÓËÁÖÅÍ, �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ). ðÏ-

ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ �Ï�ÁÓÔØ × ËÁÎÁ×Õ �ÏÓÌÅ n ÛÁÇÏ×

ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0 �ÒÉ n!1.

15.

?

÷ ËÏÌØ�Å ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ ËÁÎÁ×ÁÍÉ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÔÏÞËÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ó×ÁÌÉÔØÓÑ × ÔÕ É ÄÒÕÇÕÀ ËÁÎÁ×Õ �Ï-

ÓÌÅ n ÛÁÇÏ×. (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ �ÒÅÄÅ-

ÌÙ �ÒÉ n!1 (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ ÞÅÒÅÚ p

1

(x) É p

2

(x), ÇÄÅ x |

ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÏÞËÁ) É ÞÔÏ p

1

(x) + p

2

(x) = 1 �ÒÉ ×ÓÅÈ x ×ÎÕÔÒÉ

ËÏÌØ�Á. (Â) ÷ÅÌÉÞÉÎÙ p

1

É p

2

ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØ-

ÎÏ: ÓÄÅÌÁÅÍ Ò£ÂÒÁÍÉ ÓÅÔËÉ �ÒÏ×ÏÄÎÉËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÓÏ�ÒÏÔÉ-

×ÌÅÎÉÑ, �ÏÄÁÄÉÍ ×Ï ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ËÁÎÁ×Ù �ÏÔÅÎ�É-

ÁÌ 1, Á ×Ï ×ÓÅ ÔÏÞËÉ ×ÎÅÛÎÅÊ | �ÏÔÅÎ�ÉÁÌ 0. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

�ÏÔÅÎ�ÉÁÌ × ÔÏÞËÅ x ÒÁ×ÅÎ p

1

(x). (×) ðÕÓÔØ A | ÔÏÞËÁ ×ÎÕ-

ÔÒÉ ËÁÎÁ×Ù. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ×ÅÒÎÕÔØÓÑ × ÔÏÞËÕ A, ÎÅ

�Ï�Á× × ËÁÎÁ×Õ (ÎÁÞÁ× ÂÌÕÖÄÁÎÉÑ ÉÚ A). ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ
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×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ 1 -

1

4R

, ÇÄÅ R | ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÏ�ÒÏÔÉ-

×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÏÊ A É ÔÏÞËÁÍÉ ËÁÎÁ×Ù (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ

×ÓÅ ÔÏÞËÉ ËÁÎÁ×Ù ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ �ÒÏ×ÏÄÎÉËÏÍ ÎÕÌÅ×ÏÇÏ ÓÏ�ÒÏÔÉ-

×ÌÅÎÉÑ).

16.

?

(ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) (Á) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÅÖ-

ÄÕ Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÊ ËÁÎÁ×ÏÊ ÒÁÚÍÅÒÁ 2N� 2N É Å£ �ÅÎÔÒÏÍ ÓÔÒÅ-

ÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÒÉ N ! 1. (Â) ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ

ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÅ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 


1

logN É 


2

logN �ÒÉ ÎÅ-

ËÏÔÏÒÙÈ 


1

É 


2

. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÔÏËÉ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ

×ÙÄÅÌÑÅÍÁÑ ÜÎÅÒÇÉÑ ÂÙÌÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ.)

17.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ, ÂÌÕÖÄÁÀÝÁÑ �Ï �ÌÏÓËÏÓÔÉ, �Ï-

ÞÔÉ ÎÁ×ÅÒÎÏÅ ×ÅÒÎ£ÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ.

18.

?

ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÒ£ÈÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÁÎÁÌÏ-

ÇÉÞÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ.

òÁÚÎÏÅ

1. þÅÒÅ�ÁÈÁ �ÏÌÚÌÁ N ÍÉÎÕÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Å£ ÎÁÂÌÀÄÁÌÉ ÎÅ-

ÓËÏÌØËÏ ÞÅÌÏ×ÅË, ËÁÖÄÙÊ �Ï ÏÄÎÏÊ ÍÉÎÕÔÅ | ÉÎÏÇÄÁ ÎÅÓËÏÌØ-

ËÏ ÓÒÁÚÕ, ÎÏ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ ÏÓÔÁ×ÁÌÁÓØ

ÂÅÚ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ. úÁ ×ÒÅÍÑ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÅÌÏ×ÅËÁ ÏÎÁ

�ÒÏ�ÏÌÚÌÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÍÅÔÒÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ,

ËÏÔÏÒÁÑ ÏÎÁ �ÒÏ�ÏÌÚÌÁ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2N ÍÅÔÒÏ×.

2. éÍÅÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ mn + 1 ÞÉÓÅÌ. äÏËÁ-

ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÉÂÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-

ÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ m + 1, ÌÉÂÏ ÕÂÙ×ÁÀÝÕÀ ÄÌÉÎÙ n + 1.

3. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ËÒÕÖËÏ× Ó �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÕÞÁÓÔ-

ÎÉËÁÍÉ. íÙ ÈÏÔÉÍ × ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÔÁÒÏÓÔÕ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÉÎ ÞÅÌÏ×ÅË ÎÅ ÂÙÌ ÓÔÁÒÏÓÔÏÊ ÓÒÁÚÕ Ä×ÕÈ ËÒÕÖËÏ×.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ:

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ k ËÒÕÖËÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÞÅÌÏ×ÅË.

4. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ËÁÓÁÔÅÌØÎÕÀ, �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ÚÁÄÁÎÎÕÀ

ÔÏÞËÕ (Á) Ë ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ (Â) Ë �ÁÒÁÂÏÌÅ ÏÄÎÏÊ ÌÉÎÅÊËÏÊ.

5. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÅÊ �ÁÒÁÂÏÌ

ÎÅÌØÚÑ �ÏËÒÙÔØ �ÌÏÓËÏÓÔØ.

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÒÕÇ �ÏËÒÙÔ ÂÕÍÁÖÎÙÍÉ �ÏÌÏÓËÁÍÉ,

ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÛÉÒÉÎ ÜÔÉÈ �ÏÌÏÓÏË ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ËÒÕÇÁ.
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7. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ N ÆÉÇÕÒ ÉÍÅÅÔ �ÌÏÝÁÄØ N. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k < N ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÉÚ ÎÉÈ k ÆÉÇÕÒ, �ÌÏÝÁÄØ

ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k.

8. åÄÉÎÉÞÎÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÚÒÅÚÁÎ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ×ÓÅÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ.

9. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ. äÏËÁÚÁÔØ,

ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÉÚÍÅÒÉÍÙ.

10. N ÛËÏÌØÎÉËÏ× ÒÅÛÁÌÉ N ÚÁÄÁÞ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÅ-

ÛÉÌ k ÚÁÄÁÞ (k 6 N) É ËÁÖÄÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÌÏ k ÛËÏÌØÎÉËÏ×.

äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÂÏÒ ÚÁÄÁÞ, ÞÔÏÂÙ

ËÁÖÄÙÊ ÛËÏÌØÎÉË ÒÁÓÓËÁÚÁÌ ÏÄÎÕ ÉÚ ÒÅÛ£ÎÎÙÈ ÉÍ ÚÁÄÁÞ É

×ÓÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ.

11. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÒÑÍÏ-

ÕÇÏÌØÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÅÓÔØ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÑ ÔÒ£È �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË: �ÅÒ×ÁÑ

É ÔÒÅÔØÑ ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÒÏË, ×ÔÏÒÁÑ ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÏÌÂ�Ï×.

12. ÷ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �ÏÌÏÖÉ-

ÔÅÌØÎÙ É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÅÔÙÒ£È

Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ×ÎÙ. (ðÒÅÄÏÓÔÅÒÅ-

ÖÅÎÉÅ: ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÌÙÅ!)

13. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (Á) ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ

(Â) ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÙÊ ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÎÏ ÔÏÞ-

ÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ?

14. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ

ÍÅÎØÛÅ n ÚÎÁÞÅÎÉÅ × �ÅÎÔÒÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ n-ÕÇÏÌØÎÉËÁ ÅÓÔØ

ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ × ×ÅÒÛÉÎÁÈ.

15. (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ × �ÅÎÔÒÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁ×ÎÏ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ �Ï

ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ.

16. äÁÎ ÇÒÁÆ É Ä×Å ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ á É â. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ: (1) ÉÚ á × â ×ÅÄÕÔ Ä×Á

�ÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÅÇÏ ÒÅÂÒÁ; (2) ÎÅÌØÚÑ ÕÄÁÌÉÔØ

ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ á É â ÌÅÖÁÌÉ × ÒÁÚÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÈ

Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ.

17. (Á) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎ-

ÎÏÊ ×ÓÀÄÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ, ÔÏ ÏÎ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ

Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×. (Â) ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ?
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18. ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ

ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄, ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ

(Á) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË ÏÔÒÅÚËÁ; (Â) �ÒÏÉÚ-

×ÏÌØÎÏÅ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï fa

1

; a

2

; : : : g � [0; 1℄.

19. ðÒÉ×ÅÓÔÉ �ÒÉÍÅÒ ×ÓÀÄÕ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ

f(x), ÉÍÅÀÝÅÊ �ÒÉ x = 0 ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÍÉÎÉÍÕÍ, É ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ

�ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ f

0

(x) ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÚÎÁËÁ ÎÉ × ËÁËÏÊ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎ-

ÎÅÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ 0.

20. æÕÎË�ÉÑ F(x) ÉÍÅÅÔ �ÅÒÉÏÄ 1 É ÒÁ×ÎÁ jxj �ÒÉ -1=2 6

6 x 6 1=2. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f

n

(x) ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ f

n

(x) =

= F(x) +

1
4

F(4x) +

1

16

F(16x) + � � � +

1

4

n

F(4

n

x). (Á) ðÏÓÔÒÏ-

ÉÔØ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎË�ÉÊ f

0

; f

1

; f

2

; f

3

; (Â) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÄÅÌ

f(x) = lim

n!1

f

n

(x) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÒÉ ×ÓÅÈ x É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ-

�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ; (×) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(x) ÎÅ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÉÚ-

×ÏÄÎÏÊ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ x; (Ç) äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ f(x) ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ

ÎÉ ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÊ.

21. õËÁÚÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÒÕÅÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ

f(x), ÒÁ×ÎÕÀ 0 �ÒÉ jxj > 2 É ÒÁ×ÎÕÀ 1 �ÒÉ jxj 6 1.

22. îÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÄÁÎÏ n �ÒÑÍÙÈ ÏÂÝÅÇÏ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÎÉ-

ËÁËÉÅ Ä×Å �ÒÑÍÙÈ ÎÅ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙ É ÎÉËÁËÉÅ ÔÒÉ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁ-

ÀÔÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ). äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÞÁÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ

ÜÔÉ �ÒÑÍÙÅ ÄÅÌÑÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n- 2 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ×.

23. ðÏÓÌÅ �ÒÏ×ÅÄÅÎÉÑ ÛÁÈÍÁÔÎÏÇÏ ÔÕÒÎÉÒÁ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅ�ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÅÇÏ ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ

ÕÞÁÓÔÎÉË, ÎÁÂÒÁ×ÛÉÊ ÎÅÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÞËÏ× × ÉÇÒÁÈ Ó ÕÞÁÓÔ-

ÎÉËÁÍÉ, ×ÏÛÅÄÛÉÍÉ × ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ

ÕÞÁÓÔÎÉËÏ× ÔÕÒÎÉÒÁ ÞÅÔÎÏ.

24. îÁ ÌÉÓÔÅ ËÌÅÔÞÁÔÏÊ ÂÕÍÁÇÉ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÎ Ë×ÁÄÒÁÔ (ÓÔÏÒÏ-

ÎÙ ÉÄÕÔ �Ï ÌÉÎÉÑÍ ÓÅÔËÉ). ÷ ËÒÁÊÎÉÈ ËÌÅÔËÁÈ Ë×ÁÄÒÁÔÁ (ÎÁ

ÇÒÁÎÉ�Å) ÒÁÓÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÞÉÓÌÁ. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎ-

ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁ�ÏÌÎÉÔØ ÞÉÓÌÁÍÉ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ËÌÅÔËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÞÉÓÌÏ × ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ÒÁ×ÎÑÌÏÓØ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆ-

ÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ Ó×ÏÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. äÁÎÙ ÔÒÉ ×ÅËÔÏÒÁ a; b; 
 ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ÷ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ

ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ �; �; �, ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÎÕÌÀ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ,



úÁÄÁÞÉ 1999{ 2000 ÇÏÄÁ 265

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �a + �b + �
 = 0 É � + � + � = 0? (ïÔ×ÅÔ

ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ × ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.)

2. ìÅÖÉÔ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ sinx × ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÂÏÌÏÞËÅ ÆÕÎË-

�ÉÊ 
os 2x É sin2x?

3. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌØ-

ÛÅ 7, ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ (x - 1)(x - 2). ëÁËÏ×Á ÅÇÏ

ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ? õËÁÚÁÔØ ÂÁÚÉÓ × ÜÔÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å.

4. �Å ÖÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ 7,

ÄÅÌÑÝÉÈÓÑ ÎÁ x

2

+ x+ 1.

5. ðÒÉ ËÁËÉÈ � ×ÅËÔÏÒÙ (�; 1; 0), (0; �; 1), (0; 0; �- 1) ÌÉ-

ÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÍÙ?

6. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ×ÅËÔÏÒ k-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Á V ÌÉÎÅÊÎÏ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ×ÅËÔÏÒÙ x

1

; : : : ; x

n

, ÔÏ ÉÚ

ÜÔÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ× ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ (ÏÔÂÒÏÓÉ× ÞÁÓÔØ).

7. óËÏÌØËÉÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ × �ÒÅÄÙ-

ÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ? (õËÁÚÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ

×ÁÒÉÁÎÔÏ×, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ.)

8. ÷ ÍÁÇÉÞÅÓËÏÍ ËÕÂÅ 2 � 2 � 2 ÓÕÍÍÙ �Ï ÌÀÂÙÈ �ÒÑ-

ÍÙÍ, �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÍ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Á ÔÁËÖÅ �Ï ÌÀÂÏÊ ÉÚ

ÇÌÁ×ÎÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÒÁ×ÎÙ. îÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á

ÔÁËÉÈ ËÕÂÏ×.

ëÏÎÔÒÏÌØÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ

1. ï�ÅÒÁÔÏÒ F : R

2

! R

2

ÉÍÅÅÔ ÍÁÔÒÉ�Õ

�

0 1

1 1

�

. õËÁÚÁÔØ

×ÓÅ ×ÅËÔÏÒÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Fx �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏ x, É ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÕÀÝÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �ÒÏ�ÏÒ�ÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.

2. óÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎ-

ÔÁÍÉ É �ÒÁ×ÙÍÉ ÞÁÓÔÑÍÉ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÄÎÁ ÉÚ

ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÉÒÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÁ. ðÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞ-

ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÊ.

3. ëÁËÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÍÅÅÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ' (ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × Ä×Õ-

ÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å) × ÂÁÚÉÓÅ e

1

; e

1

+ e

2

, ÅÓÌÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ ×

ÂÁÚÉÓÅ e

1

; e

2

ÍÁÔÒÉ�Õ

�

2 0

0 2

�

?

4. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù

�

1 0

0 2

�

.
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5. �ÏÔ ÖÅ ×Ï�ÒÏÓ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù

�

1 2

3 4

�

.

6. äÁÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÞÉÓÌÁ �

1

; : : : ; �

m

; × ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÔÏ-

ÞÅË �

i

ÚÁÄÁÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ P É ×ÓÅÈ ÅÇÏ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ,

ÍÅÎØÛÉÈ k

i

. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ �Ï ÔÁËÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ

×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÅÎØÛÅ k

1

+ : : : + k

m

, �ÒÉ-

Þ£Í ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

7. îÁÊÔÉ ÞÉÓÌÁ p; q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A

3

+pA

2

+qA+ r = 0,

ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉ�Á

0
�

1 1 0

0 1 0

0 0 2

1
A

8. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ' ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ P, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P(')) = 0. (ðÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ×

ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÔÁË ËÁË Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ ÍÏÖÎÏ ×ÏÚ×ÏÄÉÔØ

× ÓÔÅ�ÅÎØ É ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÁ.)

9. äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ' : U ! U | ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ,

ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ '

n

= 0, ÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ E+' (ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÊ x ×

x + '(x)) ÏÂÒÁÔÉÍ. (õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÂÒÁÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÍÎÏ-

ÇÏÞÌÅÎ ÏÔ '.)
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âÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÚÁÄÁÞ, ÒÅÛÁÅÍÙÈ ÛËÏÌØÎÉËÁÍÉ, ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ

Ó ÎÉÍÉ ÎÁ ÕÒÏËÁÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÎÉ ÎÅ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÀÔ. þÔÏÂÙ

ÎÁÕÞÉÔØ ÛËÏÌØÎÉËÏ× �ÉÓÁÔØ Ó×ÑÚÎÙÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÔÅËÓÔÙ,

ÍÙ ×ÒÅÍÑ ÏÔ ×ÒÅÍÅÎÉ (ÎÅ ÞÁÝÅ ÒÁÚÁ × ÎÅÄÅÌÀ) ÒÁÓÓËÁÚÙ×Á-

ÌÉ ÉÍ ÞÔÏ-ÌÉÂÏ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÏÅ (ÒÁÓÓËÁÚ ÄÌÉÌÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

ÏÄÎÏÇÏ ÕÒÏËÁ) É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏÅ × ÓÅÂÅ, Á ÚÁÔÅÍ �ÒÏ-

ÓÉÌÉ �ÒÉÎÅÓÔÉ �ÉÓØÍÅÎÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ. ÷ ÜÔÏÍ

ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÔÅÍÙ ÔÁËÉÈ ÌÅË�ÉÊ (Ó ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÍÉ).

1997 {1998 ÇÏÄ

1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏ-

ÒÅÍÁ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÄÌÑ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. (òÁÚÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á).

2. �ÅÏÒÅÍÁ üÊÌÅÒÁ Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÉ ÷ - ò + ç = 2 ÄÌÑ ×Ù-

�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ. (äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ

ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ É ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ Ò£ÂÅÒ).

3. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ É Ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ. (ðÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÏÅ É �ÅÎÔÒÁÌØÎÏÅ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ. ä×ÏÊÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ,

ÅÇÏ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÅ �ÒÉ �ÒÏÅËÔÉ×ÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ. ðÒÉÍÅÎÅ-

ÎÉÅ Ë �ÚÁÄÁÞÅ Ï ÂÁÂÏÞËÅ�.)

4. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. (ðÒÏÅËÔÉ×ÎÙÅ

�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ Ó ÄÒÏÂÎÏ-ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ.)

5. îÅ�ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. (ðÏÌÎÙÊ �ÑÔÉ×ÅÒÛÉÎÎÉË É ÇÒÁÆ

�ÔÒÉ ÄÏÍÁ, ÔÒÉ ËÏÌÏÄ�Á� ÎÅÌØÚÑ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÔØ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁË,

ÞÔÏÂÙ ÎÉËÁËÉÅ Ä×Á ÒÅÂÒÁ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÌÉÓØ | ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï

Ó �ÏÍÏÝØÀ ÆÏÒÍÕÌÙ üÊÌÅÒÁ.)

6. �ÅÏÒÅÍÁ äÅÚÁÒÇÁ. (òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)

7. çÁÒÍÏÎÉÞÅÓËÉÊ ÒÑÄ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÏÓÔÙÈ.

(äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï 
 �ÏÍÏÝØÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ.)

8. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ. ((Á) úÁÄÁÞÁ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ �Õ-

ÔÉ Ó×ÅÔÁ Õ ÚÅÒËÁÌÁ. ðÒÉÎ�É� æÅÒÍÁ. (Â) óÉÓÔÅÍÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ×

�ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÜÎÅÒÇÉÅÊ: ÛÁÒ × ÑÍËÅ. (×) çÒÕÚ ÎÁ

�ÒÕÖÉÎÅ (ÓÕÍÍÁ ÜÎÅÒÇÉÉ ÔÑÇÏÔÅÎÉÑ É ÜÎÅÒÇÉÉ �ÒÕÖÉÎÙ, ×Ù-

×ÏÄ ÆÏÒÍÕÌÙ F = -kx ÉÚ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÜÎÅÒÇÉÉ). (Ç) æÉÚÉÞÅ-

ÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍ �ÕÔÉ. (Ä) ðÒÅÌÏÍÌÅÎÉÅ,

ÚÁËÏÎ óÎÅÌÌÉÕÓÁ.)
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9. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÅÊ �ÉÒËÕÌÅÍ É ÌÉÎÅÊËÏÊ.

(ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ. �ÅÏÒÅÍÁ: ËÏÏÒÄÉÎÁ-

ÔÙ ×ÓÅÈ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ×ÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ

ÉÓÈÏÄÎÙÈ Ó �ÏÍÏÝØÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÌÏÖÅÎÉÑ, ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ É ×ÚÑÔÉÑ

Ë×ÁÄÒÁÔÎÏÇÏ ËÏÒÎÑ.)

10. üËÓÔÒÅÍÁÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. (òÁÚÎÙÅ ÒÅÛÅ-

ÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ XA + XB + XC ! min ÄÌÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC:

(Á) �ÒÉ ÇÒÕÚÉËÁ | ÒÁ×ÎÏ×ÅÓÉÅ ÓÉÌ. (Â) úÁÄÁÞÁ �ÒÉ ÆÉËÓÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÏÍ AX: ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ Ó×ÅÔÁ × ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ. äÒÕÇÏÅ ÄÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ×ÓÅÈ ÕÇÌÏ×. (×) òÅÛÅÎÉÅ Ó �Ï×ÏÒÏÔÏÍ

ÎÁ 120

Æ

. (Ç) äÒÕÇÏÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. (Ä) úÁÄÁÞÁ Ï

ÍÙÌØÎÏÊ �Ì£ÎËÅ.)

11. äÒÏÂÉ æÁÒÅÑ. (÷ÏÚØÍ£Í ÄÒÏÂÉ 0=1 É 1=1. äÁÌÅÅ, ÍÅÖ-

ÄÕ ËÁÖÄÙÍÉ Ä×ÕÍÑ ÄÒÏÂÑÍÉ a=b É 
=d ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÏ-

×ÕÀ ÄÒÏÂØ

a+


b+d

. �ÏÇÄÁ ÍÙ × ËÏÎ�Å ËÏÎ�Ï× �ÏÌÕÞÉÍ ×ÓÅ ÎÅÓÏ-

ËÒÁÔÉÍÙÅ ÄÒÏÂÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄.)

12. üÌÌÉ�Ó. (ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÌÌÉ�ÓÁ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ

ÍÅÓÔÁ ÔÏÞÅË, ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ Ä×ÕÈ ÄÁÎÎÙÈ

�ÏÓÔÏÑÎÎÁ. �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó×ÏÊÓÔ×Á ËÁÓÁÔÅÌØÎÏÊ Ë ÜÌÌÉ-

�ÓÕ (ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÓËÏÒÏÓÔÅÊ, �ÒÉÎ�É� æÅÒÍÁ É ÏÔÒÁÖÅÎÉÅ ÏÔ

�ÒÑÍÏÊ). üÌÌÉ�Ó ËÁË ÓÅÞÅÎÉÅ �ÉÌÉÎÄÒÁ (ÛÁÒÙ äÁÎÄÅÌÅÎÁ).)

13. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ æÉÂÏÎÁÞÞÉ. (ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ

ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ: �ÏÉÓË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓ-

ÔÅÊ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÆÉÂÏÎÁÞÞÉÅ×ÙÈ.)

14. ðÁÒÁÂÏÌÁ. (ðÁÒÁÂÏÌÁ ËÁË �ÒÅÄÅÌ ÜÌÌÉ�ÓÏ× É ËÁË ÇÅÏ-

ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÓÔÏ ÔÏÞÅË. æÏËÁÌØÎÏÅ (Ï�ÔÉÞÅÓËÏÅ) Ó×ÏÊÓÔ×Ï;

ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ �ÁÒÁÂÏÌÙ. úÁÄÁÞÁ: ÎÁ ÄÏÓËÅ ÎÁÒÉÓÏ×ÁÌÉ �ÁÒÁÂÏÌÕ

y = x

2

É ÓÔ£ÒÌÉ ÏÓÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ | ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÏÓÉ É ÅÄÉ-

ÎÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË.)

15. Che
kers. (ï ÚÁÄÁÞÁÈ, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÉÇÒÏÊ �
he
kers�,

ÇÄÅ ÆÉÛËÉ �ÅÒÅ�ÒÙÇÉ×ÁÀÔ ÄÒÕÇ ÞÅÒÅÚ ÄÒÕÇÁ. [òÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌ ÎÁ

ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÑÚÙËÅ ÎÁÛ ÇÏÓÔØ ÉÚ óûá J. Bem.℄)

1998 {1999 ÇÏÄ

1. íÁÌÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ É ÔÅÏÒÅÍÁ ÷ÉÌØÓÏÎÁ. (íÁÌÁÑ ÔÅ-

ÏÒÅÍÁ æÅÒÍÁ: ÅÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ a

p

� a(mod p). �ÅÏÒÅÍÁ

÷ÉÌØÓÏÎÁ: ÅÓÌÉ p �ÒÏÓÔÏÅ, ÔÏ (p - 1)! + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ p.)
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2. �ÅÏÒÅÍÁ âÒÉÁÎÛÏÎÁ. (åÓÌÉ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË Ï�ÉÓÁÎ ÏËÏ-

ÌÏ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÔÒÉ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ

×ÅÒÛÉÎÙ ÞÅÒÅÚ ÔÒÉ) ÂÕÄÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ. äÏËÁ-

ÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÉ�ÅÒÂÏÌÏÉÄÁ.)

3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ. (ðÏÎÑÔÉÅ Ï �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ

ÆÕÎË�ÉÑÈ. õÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ

æÉÂÏÎÁÞÞÉ É Ñ×ÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ æÉÂÏÎÁÞÞÉ.)

4. �ÅÏÒÅÍÁ ëÁÎÔÏÒÁ{ âÅÒÎÛÔÅÊÎÁ. (åÓÌÉ A ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ

�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B, Á B ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A, ÔÏ A É B

ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ.)

5. ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ �ÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÅË. (ïÂÝÉÅ ÆÏÒÍÕÌÙ

ÄÌÑ �ÎÅÓÏËÒÁÔÉÍÙÈ� �ÉÆÁÇÏÒÏ×ÙÈ ÔÒÏÅË: (b

2

- a

2

; 2a; a

2

+

+ b

2

), ÇÄÅ a É b ×ÚÁÉÍÎÏ �ÒÏÓÔÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÕÀ Þ£ÔÎÏÓÔØ.)

6. óÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ. (åÓÌÉ ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ÂÏÌØ-

ÛÅ, ÞÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÔÏ Õ ÓÉÓÔÅÍÙ ÅÓÔØ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ. äÏ-

ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó �ÒÉ×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÓÔÕ�ÅÎÞÁÔÏÍÕ ×ÉÄÕ.)

7. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÁÌÇÅÂÒÙ. (÷ÓÑËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ Ó ËÏÍ-

�ÌÅËÓÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÂÏÌØÛÅ 1 (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ËÏÎ-

ÓÔÁÎÔÁ) ÉÍÅÅÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ËÏÒÅÎØ. (óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ. óÌÅÄÓÔ×ÉÅ: ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÍÎÏÖÉ-

ÔÅÌÉ.) äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï: �ÄÁÍÁ Ó ÓÏÂÁÞËÏÊ� | �ÏÄÓÞ£Ô ÉÎÄÅËÓÁ

ËÒÉ×ÏÊ.)

8. ëÏÓÏÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÆÏÒÍÙ × R

2

É R

3

. (ëÏÓÏÓÉÍÍÅ-

ÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÆÏÒÍÁ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ n ÂÁÚÉÓÎÙÈ

×ÅËÔÏÒÁÈ; ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ É ÏÂß£ÍÁ.)

9. ÷ÅËÔÏÒÎÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á. (ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ

×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ËÏÓÏÓÉÍÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÏÒ-

ÍÙ. âÉÌÉÎÅÊÎÏÓÔØ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÚÁ�ÉÓØ × ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÈ.)

10. éÎÄÕË�ÉÑ É ÆÕÎÄÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. (ëÏÇÄÁ × Õ�Ï-

ÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÔØ ÉÎÄÕË�ÉÀ? ðÒÉÍÅ-

ÒÙ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ.)

11. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÈ.

(ìÀÂÏÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ-

�ÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-

ÎÏ×. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï Ó ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �Ï ÓÔÁÒÛÅÍÕ ÞÌÅÎÕ.)
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12. ëÏÎÅÞÎÙÅ �ÏÌÑ. íÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Á ËÏÎÅÞÎÏ-

ÇÏ �ÏÌÑ. (åÓÌÉ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÌÅ, ÔÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÁÑ

ÇÒÕ��Á F

�

| �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ.)

13. ÷ÌÏÖÅÎÎÙÅ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÙ. (óÕÍÍÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ×ÎÕ-

ÔÒÅÎÎÅÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÊ ×ÎÅÛÎÅ-

ÇÏ. �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)

1999 { 2000 ÇÏÄ

1. ðÒÉÎ�É� äÉÒÉÈÌÅ É ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ. (òÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔØ

ÕÓÌÏ×ÉÊ Ker' = 0 É Im' = V ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ

' : V! V. äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÔÅ�ÌÏ�ÒÏ×ÏÄÎÏÓÔÉ, ÒÁÓ�ÒÅÄÅ-

ÌÅÎÉÅ ÔÏËÏ× É ÚÁÄÁÞÁ ÏÂ ÕÄÁÌÅÎÉÉ/ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÏ�ÒÏÔÉ×ÌÅÎÉÑ

× ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÕÀ �Å�Ø.)

2. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ. (íÁÔÒÉÞÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ Ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÏ×. îÏÒ-

ÍÁ, ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔØ. ë×ÁÔÅÒÎÉÏÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÔÅÌÏ.)

3. ðÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. (ðÏÄÓÞ£Ô ÞÉÓÌÁ

ÓÞÁÓÔÌÉ×ÙÈ ÂÉÌÅÔÏ× Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ.)

4. ðÏÌÕ�ÅÌÙÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ. (åÓÌÉ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÒÁÚ-

ÂÉÔ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÉÈ, É Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏÄÎÁ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ

�ÅÌÁÑ, ÔÏ ÜÔÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ É ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-

ÎÉË. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.)

5. áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ. (áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ (ËÏÒ-

ÎÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÅ.

íÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.)

6. �ÅÏÒÅÍÁ äÉÒÉÈÌÅ. (ðÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ × �ÒÏÇÒÅÓÓÉÑÈ 4k+1,

4k + 3 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.)

7. ðÒÏÅËÔÉ×ÎÁÑ �ÌÏÓËÏÓÔØ É Ë×ÁÄÒÉËÉ. (ë×ÁÄÒÉËÉ ÎÁ �ÒÏ-

ÅËÔÉ×ÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. ó×ÅÄÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÞÅÔ×£ÒÔÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ

Ë ËÕÂÉÞÅÓËÏÍÕ Ó �ÏÍÏÝØÀ �ÕÞËÁ Ë×ÁÄÒÉË.)

8. éÇÒÁ �òÕÂÌØ É Ä×Á�. (ä×ÏÅ ÉÇÒÁÀÔ × ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: ÏÄÉÎ

ÚÁÇÁÄÙ×ÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔ×ÏÍ × ÏÄÉÎ ÒÕÂÌØ ÉÌÉ × Ä×Á, Á

ÄÒÕÇÏÊ ÏÔÇÁÄÙ×ÁÅÔ. åÓÌÉ ×ÔÏÒÏÊ ÕÇÁÄÙ×ÁÅÔ, ÏÎ �ÏÌÕÞÁÅÔ ÍÏÎÅ-

ÔÕ, ÅÓÌÉ ÎÅÔ, �ÌÁÔÉÔ �ÅÒ×ÏÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍÍÕ. ëÁËÏÊ ÄÏÌÖÎÁ

ÂÙÔØ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ (ÞÔÏÂÙ ÉÇÒÁ ÂÙÌÁ ÞÅÓÔÎÏÊ)? [üÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅ-

ÛÉÌÉ (É ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÌÉ ÒÅÛÅÎÉÅ) ÓÁÍÉ ÛËÏÌØÎÉËÉ.℄)

9. �ÅÏÒÅÍÁ ìÉÕ×ÉÌÌÑ. (ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ-

ÓÅÌ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ. þÉÓÌÏ

P

1
n=0

1

10

n!

ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÏ.)



ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1℄ çÅÒ×ÅÒ í. ì., ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ× î.î., ëÕÛÎÉÒÅÎËÏ á. ç. úÁ-

ÄÁÞÉ �Ï ÁÌÇÅÂÒÅ É ÁÎÁÌÉÚÕ, �ÒÅÄÌÁÇÁ×ÛÉÅÓÑ ÕÞÁÝÉÍÓÑ

9 É 10 ËÌÁÓÓÏ×. ÷ ÓÂ.: ïÂÕÞÅÎÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÛËÏÌÁÈ.

í.: 1965.

[2℄ ëÏÎÓÔÁÎÔÉÎÏ× î.î. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ

(ËÕÒÓ ÚÁÄÁÞ ÄÌÑ IX {X ËÌÁÓÓÏ×). ÷ ÓÂ.: õÇÌÕÂÌ£ÎÎÏÅ ÉÚÕ-

ÞÅÎÉÅ ÁÌÇÅÂÒÙ É ÁÎÁÌÉÚÁ. óÏÓÔÁ×ÉÔÅÌÉ ó.é.û×ÁÒ�ÂÕÒÄ,

ï.á. âÏËÏ×ÎÅ×, í.: ðÒÏÓ×ÅÝÅÎÉÅ, 1977, Ó. 6{76.

[3℄ äÁ×ÉÄÏ×ÉÞ â.í., ðÕÛËÁÒØ ð. å., þÅËÁÎÏ× à. ÷. íÁÔÅ-

ÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÁÎÁÌÉÚ × ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ËÌÁÓÓÁÈ �ÑÔØÄÅÓÑÔ

ÓÅÄØÍÏÊ ÛËÏÌÙ. í.:íãîíï, þÅÒÏ, 1998.

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ãÅÎÔÒÁ

ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÇÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ

÷£ÒÓÔËÁ: í.õÛÁËÏ×, ÷.ûÕ×ÁÌÏ×

ìÉ�ÅÎÚÉÑ éä �01335 ÏÔ 24.03.2000 Ç.

ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ × �ÅÞÁÔØ 16.05.2000. æÏÒÍÁÔ 84� 108=32.

ðÅÞÁÔØ ÏÆÓÅÔÎÁÑ. ðÅÞ. Ì. 8,5

�ÉÒÁÖ 300 ÜËÚ. úÁËÁÚ �

íãîíï

121002, íÏÓË×Á, âÏÌØÛÏÊ ÷ÌÁÓØÅ×ÓËÉÊ �ÅÒ., 11


